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Resumo

Este estudo teve por objetivo investigar os conhecimentos mobilizados por alunos
que ja haviam estudado o Teorema Fundamental do Caélculo (TFC) relativamente
aos conceitos de derivada e integral e sua interelagédo. O TFC, segundo Segadas
(1998), € um dos tdépicos mais importantes em qualquer curso de Calculo.
Pretendemos com o trabalho avaliar se a mobilizacado desses conceitos se deu de
forma adequada na resolugdo de questbes especificas em que a aplicacao
desses conceitos era necessaria. A pesquisa fundamentou-se nos pressupostos
tedricos da dialética ferramenta-objeto e jogos de quadros de Douady (1987).
Teve como base a pesquisa realizada por Segadas (1998) sobre a compreensao
do TFC pelos alunos ao final do curso de Calculo. Foi aplicado um questionario-
piloto a alunos do curso da Ciéncia da Computacdo de uma universidade
particular da cidade de Sao Paulo. Percebemos nessa primeira investigacdo que
alunos que participaram do estudo piloto ndo haviam recebido o conteudo relativo
ao TFC com a profundidade requerida pela nossa pesquisa. Reestruturamos o
questionario e reaplicamos a um grupo alunos do curso de Licenciatura em
Matematica desta mesma universidade, onde esta disciplina é ministrada com
maior carga horaria. Verificamos que a maioria dos alunos encontrou dificuldades
para solucionar problemas em que a simples visualizagado de graficos faria com
gue nao necessitassem desenvolver longos algoritmos. Este resultado demonstra
que os obstaculos dos estudantes para compreender o TFC estdo relacionados
com uma incompleta mobilizagdo das nogdes de derivada, integral e continuidade,
uma vez que utilizaram apenas parcialmente esses conhecimentos para a solugéo
das questdes apresentadas. Tal fato esta provavelmente associado aos habitos
dos estudantes, que tendem a nao focar atencdo aos aspectos conceituais do
teorema, apenas memorizando o algoritmo dos procedimentos sem refletir sobre
a sua aplicabilidade. A fundamentagao tedrica mostrou-se uma ferramenta eficaz
na analise dos protocolos que nos conduziram a essas conclusoes.

Palavras-chave: Teorema Fundamental do Calculo (TFC); Ferramenta Objeto;
Jogo de Quadros.



Abstract

This study aims to investigate the knowledge mobilized by students who have
already studied the Fundamental Theorem of Calculus (FTC) regarding the
concepts of differentiation and integration and its relationship. The FTC is one of
the most important topic in any Calculus course according to Segadas (1998). The
intention of the study is to evaluate if the mobilization of these concepts occurred
in the proper manner for specific questions resolution where necessarily they have
to be applied. The research was based on Douady’s (1987) theoretical beliefs of
the tool-object dialectic and change of frameworks. As support the study was
carried through Segadas (1998) research on the understanding of the FTC by
students at the end of the course of Calculus. A pilot-questionnaire was applied to
students of a Computer Science course in a private University of S&o Paulo city. In
this first inquiry we perceive the participant students had not received the FTC
related content in the deep required for our research in this course. Thus we have
decide restructure the questionnaire and apply it to a different group of students in
the Mathematics Bachelors course where the FTC content was teach deeper due
to greater teaching load in the same university. The research found the majority of
the students have found difficulties to solve problems where the simple
visualization of graphs would solve it without developing extensive algorithms. This
findings shows the students’ obstacles to understand the FTC are related to an
incomplete mobilization of differentiation, integration and continuity concepts since
to solve the given questions they have only partially used these knowledge. Such
fact is probably associated the students habits who do not tend to focus their
attention to the conceptual aspects of the theorem but only memorizing the
procedures algorithm without reflecting on its applicability. The theoretical
fundamentals used revealed an efficient tool in the analysis of the protocols who
led us to these conclusions.

Key-Words: Fundamental Theorem of Calculus (FTC); Tool-Object, Frame
Games.
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Capitulo 1

1 APRESENTACAO

Ndo hd passado, presente e futuro. So ha presente.
O presente do passado chama-se memoria.

O presente do presente chama-se visdo.

O presente do futuro chama-se espera.

(Santo Agostinho)

O Teorema Fundamental do Calculo (TFC) traduz a idéia central do
Célculo Diferencial e Integral (CDI), e suas origens remontam aos trabalhos de
Newton e Leibinz do final do século XVII. Em muitos manuais encontra-se a
afirmacgado de que o CDI foi inventado por eles, mas esta afirmagdo pode ser

considerada um pouco simplista.
Courant (2000) afirma que:

‘O Calculo é produto de uma longa evolugdo que ndo foi
iniciada nem concluida por Newton e Leibniz, porém ambos
desempenharam papel decisivo em sua construgdo. Havia na
Europa do século XVII, em sua maior parte fora das escolas,
um grupo de cientistas ativos que se empenhava em dar
continuidade aos trabalhos ja realizados por Galileu e Kepler.
Por meio de correspondéncias e de viagens, esses homens
mantinham entre si estreito contato”. (Courant, citado por Hsia,
2006, p. 11).

Segundo o autor, dois problemas chamavam a atencdo de Newton e
Leibniz: a questdo de determinar as retas tangentes a uma curva e o problema
da quadratura, a saber, a questdo de determinar a area da regiao delimitada

por uma curva.
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O grande mérito deles foi o fato de terem identificado a estreita relagéo
entre estes dois problemas. Cada um utilizando métodos proprios conseguiu
tratar de maneira unificada essas duas grandes questdes, o que resultou no

que hoje é conhecido por Teorema Fundamental do Calculo.

O ensino de CDI tem sido bastante discutido em diversas pesquisas
realizadas no campo da Educacdo Matematica e uma das principais
justificativas para tal discussao sao as dificuldades de aprendizado e o elevado
percentual de reprovagdes observado nessa disciplina. Varios trabalhos tém
sido feitos procurando caracterizar as concepgdes que os alunos retém quando
estudam o TFC relativamente a conceitos basicos, tais como: funcéo,
continuidade, diferenciagao e integracdo, além da inter-relacéo entre estes dois

ultimos conceitos.

Este trabalho tem por objetivo investigar os conhecimentos que sé&o
mobilizados pelos alunos, que cursaram anteriormente a disciplina CDI, quanto
a inter-relacdo entre a diferenciagéo e a integracéo. E tem sua fundamentacao
nos pressupostos tedricos contidos na dialética ferramenta-objeto, no jogo de

quadros de Douady (1987) e na pesquisa de Segadas (1998).

Ele se insere no contexto de um conjunto de pesquisas que estdo sendo
realizadas pelo Grupo de Pesquisa G2, intitulado “Matematica do Ensino
Superior: Didatica do Ensino do Calculo“ que tem por finalidade; compreender
os fenbmenos ligados ao ensino/aprendizagem da Matematica, as relagbes
entre os saberes cientificos e escolares, e a constituicdo histérico-cultural da

Matematica.

Ha nesse Grupo, dois outros colegas que desenvolvem pesquisas
referentes ao Teorema Fundamental do Calculo. Uma aborda as
representacbes de professores sobre o TFC, e a outra o tratamento dado ao

TFC em livros didaticos.

O nosso interesse pelo tema do TFC nasceu em sintonia com os
trabalhos do Grupo e a direcdo voltada para a investigacdo sobre os
conhecimentos mobilizados por estudantes seria complementar aos dois outros
trabalhos. A escolha do publico alvo recaiu nos estudantes que ja haviam

estudado o Teorema Fundamental do Calculo, em um curso regular de Calculo.
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O trabalho se constituiu na elaboracdo, aplicacdo e analise dos
resultados de um questionario, preparado a luz do quadro teo6rico de Douady,
voltado ao aprendizado do TFC. Inicialmente elaboramos um questionario
piloto com quatro questdes envolvendo calculo de integral e interpretacédo do

significado geométrico da nogéo de integral.

Num primeiro momento aplicamos o questionario-piloto a estudantes da
disciplina CDI Il do curso de Ciéncia da Computagdo, ministrado em uma

instituicao particular na cidade de Sao Paulo.

Ao aplicamos o questionario piloto, percebemos que os alunos néao
tinham recebido no referido curso, um conteudo relativo ao TFC que
desejavamos explorar em nossa pesquisa, em razdo da menor carga horaria

prevista para esta disciplina neste curso’.

Notamos, a partir da andlise das resolugdes das questbes do
questionario piloto que os alunos tiveram dificuldades em identificar as fungbes
a partir dos graficos de funcbes, e quais eram os papéis das variaveis na
definicdo da funcado. Por isso decidimos reestruturar o questionario para sua
aplicagéo definitiva, incluindo novas questdes a iniciais explorando a relagao
entre a integral e a area da regido plana sob o grafico da funcao integranda, na
tentativa de explorar tais dificuldades e dar subsidios para a comparagao entre
os graficos, e incluir uma questdo “aberta” para investigar como os alunos
interpretam o enunciado do TFC, na criagdo de um exemplo de fungdo que

satisfaca as condi¢cbes do Teorema.

O questionario reestruturado, incluindo as novas questdes foi aplicado a
estudantes do curso de Licenciatura em Matematica da mesma instituicdo, que
ja tinham estudado os conteudos relativos ao TFC. Nesse curso, o conteudo da
disciplina CDI é ministrado de forma mais aprofundada, em razdo da maior

carga horaria prevista para a disciplina e pela natureza do curso.
O trabalho é apresentado em sete capitulos:

Neste primeiro capitulo estdo apresentados o problema, os objetivos, o

modo como se realizou a pesquisa.

3
Ementa do curso no anexo 4
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No capitulo dois apresentamos a problematica, relativa as dificuldades
observadas no aprendizado do CDI e o elevado indice de repeténcia nessa

disciplina, e o problema da pesquisa.

No capitulo trés incluimos comentarios sobre os aspectos histéricos
relativos ao desenvolvimento do TFC e as operagdes centrais do Teorema

Fundamental do Calculo.

No capitulo quatro fazemos explanagdes a respeito dos pressupostos
tedricos contidos na dialética ferramenta-objeto, bem como no jogo de quadros

de Douady.

No capitulo cinco registramos os procedimentos metodoldgicos, os
sujeitos da pesquisa, o ambiente no qual o questionario definitivo foi aplicado,
como o questionario-piloto foi elaborado, aplicado, e analisado, bem como os

resultados obtidos dele.

No capitulo seis apresentamos o questionario da pesquisa propriamente

dito, como foi elaborado e a analise dos resultados obtidos.

No capitulo sete sdo apresentadas as conclusées da pesquisa.
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Capitulo 2

2 INTRODUCAO

O desenvolvimento do Calculo seguiu um longo percurso iniciado cerca
de trés séculos antes de Cristo com os antigos gregos. O Calculo atingiu
importante estagio de desenvolvimento por volta da segunda metade do século
XVIl, quando derivada e integral foram relacionadas uma com a outra,

associacao esta que fica determinada pelo “Teorema Fundamental do Caélculo”.

As raizes do Calculo vém dos estudos e trabalhos do grego Eudoxo,
apresentados em seu trabalho “Os Rudimentos da Exaustdo” e tornaram-se
muito mais efetivas com Arquimedes, que pelo "método mecéanico" aperfeigoou

o método de exaustdo de Eudoxo, na questao de quadratura.

No século XVII, os métodos e modelos utilizados nos trabalhos de Isaac
Newton e Gottfried Leibniz estabeleceram a estrutura unificada e organizada do

Calculo Diferencial e Integral.

Apds o século XVII, com a algoritmizagédo dos processos de derivagao e
integracédo, os matematicos conseguiram se libertar do modelo geométrico e
passar a usar formas algébricas. "Assim, do século XVII em diante, o modelo
geométrico de curvas, tangente e quadratura foi gradualmente substituido pelo

modelo analitico de fun¢ao, derivada e integral" (BARON, 1985, p. 3, unidade 1).

As nog¢des de Derivada e Integral sdo os conceitos principais contidos no
Calculo. “A Derivada esta ligada a interpretagdo da inclinacdo de uma reta
tangente ao grafico de funcéo e as taxas de variagédo” (LEITHOLD, 1994, p.
138) que tém aplicacdo na Fisica, por exemplo, a velocidade no movimento

retilineo é definida em termos de uma derivada. A Integral refere-se a soma de

16



infinitésimos, e tem aplicacdo em estudos de areas, volumes, comprimentos,

calculo de trabalho, de massa, etc.

Esses problemas, que podem se referir tanto a questbes relativas a
construgéo de tangentes a curvas como também a questdes de quadraturas,
aparecem, por exemplo, na Medicina, que emprega o calculo infinitesimal para
determinar taxa de crescimento de bactérias e avaliar tamanhos de nédulos; na
Fisica, que o usa na solucdo de problemas relacionados aos fenémenos
mensuraveis como o0s relacionados com calor, luz, som, gravitagao,
magnetismo, eletricidade etc.; e em outras ciéncias, como a Geometria, a

Biologia, e a Engenharia.

Comentarios mais aprofundados sobre os aspectos histéricos relativos
ao desenvolvimento do TFC e suas operagdes centrais sao apresentados no

capitulo 3.

2.1 As dificuldades no aprendizado do Calculo

Muitas sdo as pesquisas existentes que tratam das dificuldades
observadas na aprendizagem do Calculo Diferencial e Integral, disciplina
basica e obrigatoria em diversos cursos de graduacgéo por tratar de conceitos

aplicaveis em muitos campos do saber.

Essas pesquisas abordam o problema sob diversos angulos,
perspectivas e contextos e cada uma delas oferece sempre mais e mais
elementos que permitem a ampliagdo da analise das dificuldades detectadas
no aprendizado pelos alunos, as quais incorrem em altos indices de abandonos

e repeténcias.

Celestino (2000, p. 12) relata que uma equipe da Universidade de
Campinas (UNICAMP) realizou uma pesquisa com alunos entre o primeiro
semestre de 1993 e o primeiro semestre de 1996 para identificar as
“disciplinas-problema” e seus indices de reprovacdo em trés universidades
publicas (UNICAMP - Universidade de Campinas, USP — Universidade de Sao
Paulo e UNESP — Universidade do Estado de S&o Paulo). Dentre as 15
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“disciplinas-problema” identificadas destacaram-se Calculo, Algebra Linear e

Geometria Analitica.

As figuras 1 e 2 apresentadas por ele e mostradas a seguir, reproduzem
os resultados do desempenho dos alunos nessas disciplinas. O Calculo
aparece como o detentor de um dos maiores indices de reprovagéo em varios

cursos na area de Ciéncias Exatas.

A Figura 1 retrata o indice médio de reprovagéo no periodo citado e é
composta por trés blocos: um para a disciplina Algebra Linear, outro para
Calculo I, Il e lll e o ultimo para Geometria Analitica e Vetores. Cada um
desses blocos apresenta trés colunas com as porcentagens relativas a cada
uma das universidades pesquisadas. No bloco correspondente as disciplinas
Calculo I, 1l e lll, os pesquisadores informam que os dados referem-se a média
da porcentagem de reprovacdo, o que pode ndo dar uma idéia precisa do

indice nos diferentes cursos.

Figura 1 - indice de reprovacéo nas “Disciplinas-problema” na UNICAMP, USP e UNESP entre

1993 e 1996.
Comparativo do indice de reprovagéao nas "Disciplinas Problema" entre
Unicamp, USP e UNESP (#) (1°Sem93 - 1°Sem96)
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Fonte: Celestino (2000, p. 12).

A Figura 2 mostra a incidéncia de reprovagdes nas trés disciplinas entre
os anos de 1995 e 1996, em diversos cursos da UNESP. Nela se vé, por
exemplo, que o indice de reprovacdo da disciplina Calculo, no curso de
Estatistica, € de aproximadamente 70%, enquanto que no curso de Engenharia

Elétrica é de pouco mais de 20%.
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Figura 2 - Porcentual de reprovagao (1995/1996) — UNESP.

UNESP - Porcentual de reprovagao (1995/1996)
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Fonte: Celestino (2000, p. 12).

Com essa pesquisa pretende-se alertar que as reprovacdes nestas
disciplinas acabam retendo os alunos, uma, duas, trés e até mais vezes, o que
€ um problema para a Universidade ja que tem impacto, por exemplo, na
necessidade de se disponibilizar professores para os alunos retidos e geram
retardo na formatura das turmas.

Malta (2003), em seu artigo “Linguagem, Leitura e Matematica”, afirma
que durante alguns anos os professores acreditaram que o grande numero de
reprovacgdes na disciplina CDI era causado exclusivamente pela deterioragao
do ensino pré-universitario, especificamente do ensino médio, e que a solugao

do problema s6 poderia advir de uma agao neste segmento de ensino.
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Ainda, segundo a autora, este quadro mudou. Hoje prepondera a
convicgao de que as reprovagdes nao sdo causadas somente pela ineficiéncia
do ensino fundamental e médio, mas também pelo contexto social, politico e
cultural, em que a universidade exerce um papel extremamente importante.
Avalia que as questbes referentes as dificuldades de aprendizado ndo se
encerram apenas no ensino pré-universitario e enfatiza que muito se tem
refletido, discutido e pesquisado sobre a questdo das dificuldades do
aprendizado da Matematica nas disciplinas basicas dos cursos universitarios

na area de Ciéncias Exatas.

Barufi (1999) procura investigar as dificuldades encontradas no ensino
do Calculo nos cursos iniciais da universidade a partir dos livros didaticos, por
esses constituirem um elemento sempre presente na sala de aula. Sua analise
enfocou a negociagdo de significados, visando esclarecer em que medida a
abordagem do CDI nos livros e nas aulas € uma simples revelagdo ou uma
construcao significativa de conceitos e idéias. Nesse trabalho, a autora discute
ainda o papel fundamental do professor na sala de aula, tendo o computador
como aliado potencial e instrumento facilitador, que abre novos horizontes para
0 ensino ao possibilitar o estabelecimento de multiplas relagées e negociagdes
de significados. A analise dos livros selecionados por ela mostrou que a
dificuldade n&o esta na falta de bons livros, apesar de varios deles n&o partirem
de situacbes problemas (eles demonstram que o Calculo tem aplicagdes em

diferentes areas do conhecimento).

Leme (2003), na sua dissertacdo de mestrado “Aspectos processuais e
estruturais da noc¢ao de derivada”, pretendeu buscar as possiveis causas das
dificuldades na compreensao conceitual da nocéo de derivada. Ele utiliza os
pressupostos teoricos de Sfard sobre as concep¢des operacional e estrutural
de uma nogdo matematica. A pesquisa foi feita por meio da analise de alguns
livros didaticos a partir de critérios relacionados com a abordagem dessa
disciplina nesses livros. Concluiu que a diversidade de causas geradoras de
dificuldades para a compreensao da no¢ao de derivada é tdo grande que se

torna dificil foca-las.

Na disciplina CDI, o Teorema Fundamental do Calculo apresenta

dificuldades inerentes a sua aprendizagem. Procuramos algumas pesquisas
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para ilustrar este ponto e encontramos quatro estudos que focaram

especificamente o aprendizado do TFC.

Tall (1991) discute aspectos formais ligados ao TFC. A importancia
particular dessa pesquisa sao suas idéias sobre o significado da diferenciagao
e da integracéo, levantadas com um programa de computagao grafica que
ajudara no entendimento do TFC e na compreensdo do conceito de

continuidade de uma funcéo.

Thompson (1994) trabalhou em uma experiéncia de ensino com 19
estudantes de Matematica. Ele explorou com esses estudantes situagdes-
problema tais como problemas de comparagdes entre velocidade e distancia e
volumes e superficies. O pesquisador enfatiza que a compreensdo destas

nocdes é essencial para que os estudantes compreendam F’(x) como uma

taxa de variacdo. Também atribui algumas dificuldades que os estudantes
tiveram com o TFC as nog¢des de: razdo de acumulagao, taxa de variagéo e
taxa de acumulagédo, bem como a outros problemas como a imagem de uma

fungao.

Evidéncias de dificuldades no aprendizado do conceito de fungao foram
encontradas também por Thomas (1995), que acompanhou o progresso de 27
estudantes ndo graduados em Ciéncias, Engenharia e Matematica em um
curso nao tradicional de Calculo, em que os estudantes, divididos em grupos,
usaram computadores. Ele seguiu um dos grupos de perto e ao final
entrevistou trés estudantes desse grupo e trés de outros. A linguagem de
computagédo usada em sua pesquisa foi ISETL (Interative Set Language), e o

sistema de computacao de algebra, Maple V.

Seu objetivo era examinar como esses estudantes aprenderam o TFC e
como o uso dos computadores afetaria a aprendizagem. Além de citar
dificuldades relativas ao conceito de fungéo, a autora também discutiu o que
chamou de “uma concepc¢ao fundamental equivocada”, que é a dificuldade dos
estudantes em usar variaveis no TFC (o papel de cada variavel na funcéo). Ela
atribuiu isso a maneira como os estudantes construiram o esquema das

fungbes, que ndo incluiu diferentes tipos como as definidas por integrais.
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Segadas (1998), em sua tese de doutorado “Students’ Understanding of
the Fundamental Theorem of Calculus: An exploration of definitions, theorems
and Visual Imagery”, tem como alvo investigar a compreensdo do TFC pelos
estudantes. O TFC foi escolhido por ser considerado um dos topicos mais
importantes ensinados no Calculo, uma vez que estabelece a ligagao entre os
conceitos de derivagdo e de integracdo. Suas investigagdes séo relevantes
para tentarmos entender os fendmenos que interferem na aprendizagem da
Matematica a fim de que possamos repensar o0 ensino e compreender as

causas das dificuldades dos alunos.

Entre os varios resultados obtidos por ela, foi identificado que o emprego
de imagens graficas ndo é tdo eficiente, pois sao utilizados durante o curso
para ilustrar conceitos na forma de exemplos de casos em que uma dada
definicdo aplica-se ou ndo. Pouco uso se faz deles como facilitadores na
resolucdo de alguns problemas e auxiliares efetivos na compreensao de uma

definicdo ou teorema.

Pela aplicagdo de um teste e de entrevistas, com e sem o uso do
computador, a autora verificou que a maioria dos estudantes apresentou
dificuldades para solucionar problemas em que a simples visualizagdo de um
grafico evitaria o uso de longos algoritmos. A razédo disso foi atribuida as
dificuldades na apresentacdo de graficos, que sempre aparecem de forma
estatica e ndo dinamica. Algumas sugestbes foram apresentadas no sentido de

reverter a situacao, incluindo atividades com o uso do computador.

2.2 O problema de pesquisa

Escolhemos investigar os conhecimentos que os alunos retém apoés o
aprendizado do TFC, levando-se em conta sua importancia e sua funcéo de

relag&o entre os conceitos de derivagéo e de integragio.

Em nossa atividade como professora de Calculo, em cursos de
graduacédo da area de Ciéncias da Computacédo e Sistemas de Informacao,
constatamos que os alunos apresentavam dificuldades de aprendizagem, em

particular na compreensdo do significado do TFC e entendimento dos seus
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conceitos fundamentais: derivada, integral, continuidade. E nos deparamos

com alto indice de reprovagao nessa disciplina.

Interessou-nos entdo investigar os conhecimentos mobilizados pelo
aluno que ja havia cursado a disciplina CDI, tendo, portanto tido contato

anterior com os conteudos referentes ao TFC, cujo enunciado é:
“Se uma fungdo integravel f:[a,b]—>®R possui uma primitiva,

F :[a,b] > %, entdo lff(x )dx =F(b)-F(a)”.

Nessa perspectiva pretendemos levantar os conhecimentos retidos pelos

alunos e verificarmos se eles identificam que:
A derivada da integral é a fungéo integranda;
A integral (indefinida) da derivada de uma funcéo é a prépria funcéo;

A integral de uma funcéo resulta do célculo da diferenca entre o valor de
uma primitiva dessa funcéo no limite superior e o valor no limite inferior de

integracao;
A derivagao e integragao séo operagdes inversas.

Desejamos ainda verificar como os alunos manipulam conceitos

relacionados ao TFC, como a continuidade e a integrabilidade.

Para atingir esses objetivos elaboramos e aplicamos um questionario a
alunos do Curso de Licenciatura em Matematica de uma Universidade
particular de Sao Paulo. A andlise das respostas as questdes tem como base
as fases da dialética ferramenta-objeto, a interacdo entre dominios de Douady
(1987) e a pesquisa realizada por Segadas (1998) sobre o Teorema

Fundamental do Calculo em sua tese de doutorado.

No capitulo quatro tratamos dos pressupostos tedricos de Douady.
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Capitulo 3

3 DESENVOLVIMENTO HISTORICO DO TEOREMA FUNDAMENTAL DO
CALCULO

Neste capitulo, procuramos apresentar informagbes sobre o
desenvolvimento histérico do Calculo Integral e Diferencial e, em particular, do
TFC.

O Calculo Diferencial e Integral € um ramo da Matematica que estuda
movimentos, variacbes, aproximagdes e quadraturas, e cuja origem se
encontra na busca de solucado de dois problemas fundamentais: o calculo de
areas e volumes e o tracado de tangentes a curvas. Ou seja, ele trata dos

processos de integracéo e derivacgao.

A conexdao existente entre os problemas da integracdo e da

diferenciagao é a idéia fundamental de todo o Calculo Diferencial e Integral.

Dois grandes génios do século XVII, Newton e Leibniz, impulsionaram o
desenvolvimento do Calculo, fazendo suas descobertas independentemente
um do outro. Em 1687, Newton publica o “Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica”. Paralelamente, Leibniz trabalhava e divulgava seus resultados

em seu periodico “Acta Eruditoruim”.

Conquanto Newton, nas suas investigacdes, possa ter enunciado seus
conceitos de forma mais clara, a notacao e os métodos de calculo de Leibniz
foram desenvolvidos de modo mais perfeito, constituindo, ainda hoje,

elementos indispensaveis na teoria.
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3.1 De Arquimedes a Newton e Leibniz

As idéias principais que formam a base do Calculo foram acontecendo

ao longo de varios séculos.

Os gregos antigos deram os primeiros passos e desenvolveram métodos

de aproximacao para o calculo de areas e volumes.

Dos gregos até o século XVII, muito pouco progresso foi feito no que
tange a determinacdo de areas e volumes. E nessa época que aparecem a
necessidade e o uso pratico do Calculo na analise estatica, dindmica e
termodinamica das maquinas industriais, das quais eram solicitadas a cada dia
mais e mais poténcia e velocidade. Desde entdo, o Calculo Infinitesimal ndo
parou de se desenvolver e de ter novas aplicagbes, passando a ser

imprescindivel a muitos cientistas.

Palaro (2006, p. 83) considera que a fase que antecede a Newton e
Leibniz € chamada de periodo pré-histérico do Calculo. Foi a época da
evolugdo dos problemas relacionados a questdes de quadraturas e de

determinacao de retas tangentes.

3.1.1 Arquimedes (287-212 a.C.)

Arquimedes entre outras descobertas, estabeleceu a quadratura da
parabola, isto é, determinou a area da regido compreendida por um arco de
parabola e uma reta secante por meio das somas de areas de infinitos
tridngulos inscritos na regido. Ele obteve o valor da soma infinita ao observar
que, conforme n (numero de termos) crescia as somas (finitas) dos n primeiro
termos aproximavam-se de um valor limite. Utilizou, também, outra

demonstracdo de cunho geométrico, mostrando que a area do segmento de

parabola é igual a % da area do tridngulo cuja base é a corda que liga os

extremos de arco e altura igual a da parabola.

Tratava-se de calcular a area da regido entre o arco BA’ AA”C e a corda
BC.
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Figura 3 - Regido entre Arco e Corda de uma Parabola.

L

Fonte: Kline (1998, p. 231 apud Vidigal, p. 31).

Para tanto, primeiro construiu o triangulo ABC com ponto A escolhido de
forma que a tangente a parabola em A seja paralela a corda BC. A area desse
tridngulo € a primeira aproximag¢ao do segmento em questdo. Para obter uma
regido cuja area estivesse mais proxima ao segmento da parabola, ele
adicionou as areas dos triangulos AA’C e AA'B. Para obter a terceira
aproximacéo, inscreveu triangulos em cada uma das outras quatro regides
ainda nao incluidas — a regiao delimitada pelo arco A'B e a corda A'B € uma
delas — e assim a terceira aproximacao € a soma dos tridngulos ABC, AA’B,

AA”C e dos novos quatro triangulos.

Kline (1998, p. 231, apud Vidigal, 2007, p. 32) registra que “observando
a tendéncia dessas aproximagdes, Arquimedes mostra que a éarea do

segmento parabdlico é 4/3 da area do triangulo ABC”.

No prefacio do livro “O Método” (Carta a Erastostenes), Arquimedes
explica:

“Enunciarei o primeiro teorema que descobri por métodos

mecanicos, isto é: qualquer segmento de parabola é quatro

tergos do tridngulo com a mesma base e igual altura.” (AVILA,
1986, p. 32 apud Vidigal, 2007, p. 32).
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E, conforme Kline:

“Outros resultados sobre areas foram obtidos por Arquimedes.
Entretanto, cada um deles tocava no problema de requerer um
conjunto de aproximagdes de figuras especificas. Devemos
considerar que o problema maior dos gregos seria o de lhes
faltar os nossos processos de algebra e geometria analitica
assim como conceito de limite”. (KLINE, 1998, p. 231 apud
VIDIGAL, 2007, p. 32)

Um longo periodo se passou entre as idéias de Arquimedes e as
préximas contribuicdes para o desenvolvimento do Calculo Infinitesimal, que

ocorreram no século XVI e, mais efetivamente no século XVIII.

3.1.2 Torricelli (1608-1647)

Evangelista Torricelli nasceu perto de Faenza e morreu em Florenga, em
1647. Dentre suas realizagdes, apresentou dois métodos de calculo para a
area da regido limitada por uma cicloide. Em um, usou o método dos
indivisiveis de Cavalieri? (1598-1647); no outro, o método da exaustdo de
Arquimedes-Eudoxo?® (séculos Ill e IV a.C.). Para construir a tangente a cicléide
em um ponto genérico da mesma, empregou o método de composicédo de
movimentos* ja usado por Galileu (1564-1643) e Descartes (1596-1650), dentre
outros. Estes resultados foram apresentados por Torricelli em “De parabole”
publicada em 1644 (BOYER, 1974, p. 260).

Ao considerar as investigacbes medievais e o trabalho de Galileu em
gue o movimento de um ponto, ao longo de uma reta com velocidade variando,
€ representado por um grafico que relaciona velocidade e tempo, e a distancia

total percorrida pelo ponto é representada pela area sob tal grafico. A

Cavalieri considerava que uma figura geométrica é composta de um nimero infinitamente grande de

indivisiveis. Assim, uma superficie plana é formada de uma infinidade de segmentos de reta paralelos e
um soélido formado por uma infinidade de secgdes planas paralelas. No entanto, ndo deixou claro se
essas unidades indivisiveis tinham ou nédo espessura. (EDWARDS JR, 1979, p. 104).

O sistema Eudoxiano consiste de um determinado numero de esferas de raios iguais em rotagdo, com
eixos passando pelo centro da Terra. "Cada eixo de rotagdo, por sua vez, também se rotaciona através
de pontos fixos em outra esfera em rotagédo, gerando assim uma composi¢do de movimentos”.
Disponivel: http://www.ime.unicamp.br/~calculo/modulos/history/eudoxo/eudoxo.html. Acesso em: 01
Maio 2006.

Se de uma grandeza qualquer subtraimos uma parte ndo menor que sua metade e do resto novamente
subtrai-se ndo “menos que a metade e se esse processo de subtragdo é continuado, finalmente restara
uma grandeza menor que qualquer grandeza de mesma espécie.” (BOYER, 1974, p. 67)
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abordagem de Cavalieri de que uma area da regido pode ser pensada como
sendo formada por segmentos ou "indivisiveis”, Torricelli acabou relacionando
tangentes e quadraturas. Conforme descreve EDWARDS JR (1979, p. 138-
139), em linguagem atual, o raciocinio de Torricelli € resumido no grafico que

Seé segue:

Figura 4 - Curva velocidade-tempo.

_______,.-ﬂ"

Areq = distancia v

{
Fonte: Edwards Jr (1979, p. 138).

a) Considerando um ponto em movimento, a distancia total percorrida
pelo ponto é dada pela area da regidao sob a curva velocidade-tempo, pois a
distancia percorrida durante um elemento infinitesimal de tempo é igual ao
produto deste elemento tempo pela velocidade instantanea (figura 4). Se, por

exemplo, o ponto inicia seu movimento no tempo t=0 e sua velocidade é

v=t"

num tempo t, entdo a distancia y percorrida é dada pela area sob a
curva v =t", ou seja,

tn+1
n+1)

— 1
y( (1)

b) O mesmo movimento pode ser representado, também, por um grafico
que relaciona espago percorrido e tempo. Considerando que o ponto
movimente-se ao longo de uma curva y = y(t) com duas componentes de
velocidade - uma velocidade horizontal 1(um) (considerada uniforme de forma
que a distancia horizontal possa ser considerada como medida do tempo) e
uma velocidade vertical v (do ponto cujo movimento esta representado na

figura 4) -, o vetor velocidade desse ponto é a resultante de um vetor horizontal de
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comprimento 1(um) e um vetor vertical de comprimento v (figura 5). Assim, a

inclinacao da reta tangente a curva y = y(t) em cada ponto é a velocidade v.

Considerando, como no exemplo, que a distancia percorrida por um ponto no

tempo € dada pela equacao (1), entéo a velocidade é dada por v =t"(2) que é

a inclinagéo da reta tangente a curva y =

n+1

(n+1)

Figura 5 - Grafico espaco percorrido e tempo.

*
L Limha tangente

i .

L

{

Em resumo:

Fonte: Edwards Jr., (1979, p. 139)

a) adreadaregidosobacurva y=x" deOaxé

b)acurvay=

n+1

(n+1)

Xn+1

(n+1)

tem inclinagao

Torricelli percebeu, pelo menos de forma intuitiva, a relagéo inversa

entre as equacgbes (1) e (2). Ou seja, a relagédo entre os problemas das

quadraturas e das tangentes.

A relacdo inversa percebida em que a inclinagdo da reta tangente a curva

y = y(t) que representa a area (figura 4) é igual a ordenada de um ponto da curva
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original v =v(t) corresponde a uma primeira formulagao do TFC, que diz que a

taxa de variagdo da area sob uma curva é igual a sua ordenada. Esse fato
marca o inicio do desenvolvimento de um calculo algoritmico (EDWARDS JR,
1979, p. 139).

Na opiniao de Boyer (1974, p. 261-262), se Torricelli tivesse vivido mais,
€ possivel que se tornasse o inventor do Calculo. Segundo Baron (1985, v. 2,
p. 42), quando Torricelli morreu, a maior parte de seus trabalhos ainda nao
havia sido publicada, mas muitas de suas idéias foram transmitidas por seu

discipulo Stefano degli Angeli (1623-1697) a Issac Barrow e James Gregori.

3.1.3 Gregory (1638-1675)

James Gregory, matematico escocés foi um dos predecessores de
Newton e morreu ainda jovem, com apenas trinta e seis anos de idade. Em
1663, foi para a Italia onde estudou varios anos com Stefano degli Angeli, com
quem aprendeu os métodos italianos sobre indivisiveis (BOYER, 1974, p. 282).
Ainda na Italia, publicou, nos anos de 1667 e 1668, as obras “Vera circuli et
hyperbolae quadratura” e “Geometriae pars universalis” (BARON, 1985, v. 2, p.
42).

Na primeira, apresentou muitos resultados importantes referentes a
Analise Infinitesimal e procurou generalizar o algoritmo de Arquimedes “Método

da Exaustdo”, aplicando-o na quadratura de elipses e hipérboles (BOYER,
1974, p. 282).

Na segunda, de carater essencialmente geométrico com dificil
entendimento, apresentou uma primeira exposi¢cao sistematica, contendo
operacbes para a determinacéo de arco, tangente, area e volume, presentes
em um trabalho de Calculo Infinitesimal (BARON, 1985, v. 2, p. 43-44).

Segundo Boyer (1974, p. 282), se Gregory houvesse expressado sua
obra analiticamente, poderia ter-se antecipado a Newton na invencdo do

Calculo, pois conhecia virtualmente todos os elementos fundamentais.
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Para Baron, Gregory tinha a clara compreensao da relagao inversa entre

o problema de quadratura e de tangente, conhecido atualmente como TFC.

3.1.4 Barrow (1630-1677)

Isaac Barrow, contemporaneo de James Gregori, nasceu em Londres
em 1630 e morreu em Cambridge em 1677. Era considerado um conservador
em Matematica por ndo gostar do formalismo da Algebra. Editou obras de
Euclides, Apolénio e Arquimedes e também publicou as suas proprias, como
“Lectiones opticae” em 1669 e “Lectiones geometriae” em 1670, ambas com a
ajuda de seu discipulo Newton (BOYER, 1974, p. 284). Newton, em
contrapartida, acabou se beneficiando com a forma usada por Barrow para

determinar areas e tangentes a curvas.

O método de Barrow para a determinagado de tangentes a curva, que se
baseia no chamado triangulo diferencial ou infinitesimal, foi um avanco
significativo no desenvolvimento do Calculo, e muito se assemelha ao processo

moderno de diferenciagao.

Figura 6 - O método de Barrow para a determinacgao de tangentes a curva.

/

Fonte: Eves (1995, p. 435).
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Para construir a tangente a curva (Figura 6) no ponto P, Barrow,
conforme descrito por Eves (1995, p. 434-435), considerava T como sendo o
ponto de intersec¢cédo da tangente com o eixo das abscissas e marcava sobre a

curva um ponto Q infinitamente proximo de P.

Considerava, assim, os triangulos PTM e PQR semelhantes, donde:

RP _ MP _mp. QR
QR ~Tm & TM=MP-p.

Fazendo QR =e e RP =a, e indicando as coordenadas de P por x e
y e as coordenadas de Q por x—e e y —a, substituia x e y, na equacado da

curva por x —e e y —a, respectivamente. Desconsiderava todas as poténcias
de a e e de expoentes maiores que um, encontrando a razao g para pontos

infinitamente préximos, representando a inclinagdo da curva. Sendo M um

ponto conhecido, OT =OM —-TM = OM - MP.% , OT =x- y.% fornece as

coordenadas do ponto T, o que possibilita tragcar a tangente a curva, no ponto
P.

Conforme Boyer, Barrow gostava de pensar em grandezas geométricas

como sendo geradas por um fluxo uniforme de pontos, a maneira de Torricelli.

De acordo com Eves:

Apesar de indicios ténues que apontam noutra diregdo, em
geral, considera-se que Barrow foi o primeiro a perceber, de
maneira plena, que a diferenciagdo e a integracdo sé&o
operacgdes inversas uma da outra (EVES, 1995, p. 435).

Na proposigdo 11, da licdo X de sua obra “Lectiones geometriae”
publicada em 1670, Barrow faz a seguinte demonstragdo do que hoje é

conhecido como Teorema Fundamental do Calculo:

Seja qualquer curva ZGE, com eixo VD; suponhamos primeiro
que as ordenadas VZ, PG, DE perpendiculares a VD, cresgcam
continuamente a partir do primeiro VZ. Seja a curva VIF tal que,
tracando-se qualquer reta EDF perpendicular a VD (que corta a
curva nos pontos E, F e VD em D), o retdngulo sob DF e
qualquer reta dada R, pode ser respectivamente igual ao
espaco interceptado VDEZ; faga agora DE: DF:: R: DT, e trace
a reta TF: esta tocara a curva VIF.
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Figura 7 - Representacdo da demonstracdo de Barrow |.

-3 N L L B MP D |P[¥V T
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Fonte: Barrow apud Baron (1985, p. 45).

Tome qualquer ponto | na curva VIF (primeiro acima do ponto
F, em direcédo ao inicio V) e, através disto, trace as retas IG e
KL paralelas a VZ e VD, respectivamente, (cortando a curva
como o esquema), entdo LF: LK:: (DF: DT::) DE: R; entdo LF.
R=LK. DE. Mas (por superposicao) LF. R é igual ao espaco
PDEG. Portanto LK. DE = PDEG<DP. DE. Dai LK<DP, ou
LK<LL".

Novamente tome qualquer ponto |, abaixo do ponto F, e faca o
mesmo procedimento anterior. Entdo, por razées semelhantes,
parece que LK. DE = PDEG > DP. DE; portanto LK > DP, ou LI.
Donde se conclui que a reta inteira TKFK cai dentro (ou fora)
da curva VIFI.

As coisas continuam como antes se as ordenadas VZ, PG, DE
continuam a decrescer; a conclusdo é que o raciocinio serao os
mesmos, com uma Uunica diferenca - € que a curva VIF é
cbncova com relagdo ao eixo VD. (BARROW apud BARON,
1985, p. 45).

De acordo com Palaro (2006, p. 80-81) “A demonstracao
apresentada por Barrow é baseada em curvas, tangentes e
quadraturas e ndo em uma notagdo pautada em coordenadas
cartesianas e notacdo funcional. Afinal, na época, nédo havia
nenhuma conveng¢ado para tracar eixos, este é um fato que
acaba dificultando a compreensédo da demonstragdo. Uma das
caracteristicas fundamentais inerentes a Histéria da
Matematica é a necessidade incessante de adequacdo de
conceitos, métodos e maneiras de pensar e agir referentes ao
problema apresentado. Isto justifica o fato de que em busca de
facilitar a compreensdo da demonstragdo apresentada por
Barrow faz-se necessario traduzir seus resultados e métodos a
uma linguagem algébrica e geométrica moderna”.

Edwards Jr. (1979, p. 139-140) descreve sucintamente a demonstragéo

de Barrow acima citada.
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Figura 8 - Representacdo da demonstracdo de Barrow Il.
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Fonte: Edwards Jr. (1979, p. 140).

Para tanto, conforme ilustrado pela Figura 8, sugere que primeiro sejam

considerados por conveniéncia os eixos y e z com orientagcdes opostas entre

si e perpendiculares ao eixo x. Seguindo o procedimento desenvolvido por

Barrow, considera dada uma fungéo y = f(x) positiva e crescente. Denota-se,
entdo, pela funcdo z=A(x), a area da regido compreendida entre a curva
y =f(x) e o segmento [0, x| contido no eixo x. Sendo dado um ponto

D(xy,0) pertencente ao eixo x, T sera um ponto, convenientemente

localizado também sobre o eixo x, tal que DT:%: A(XO).
DE  f(xo)

consideragdes, Barrow afirma que a reta TF toca a curva z = A(x) somente no

Feitas estas

ponto F(xy, A(xo)). Para provar esta afirmagéo, considera um ponto
I =(x4, A(xs)) pertencente a curva z=A(x), tal que x; < x, e mostra que, neste

caso, o ponto K (interseccao da reta horizontal IL com a reta TF) localiza-se a

direita do ponto I. Levando em consideragao a obtencéo do ponto T, nota que

LF _DF _pe

K=DT logo LF =LK xDE ; observa, também, que

LF=DF -Pl=A(x,)-A(x;)<DP xDE, pois y =f(x) € uma funcdo crescente.
Consequentemente, LK x DE <DP xDE , mostrando que LK <DP, ou segja,

provando que o ponto K localiza-se a direita de |. Repetindo, entdo, o processo,
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mostrando que para x; > Xy, 0 ponto K localiza-se a esquerda de |, provando,

assim, que TF é tangente a curva z=A(x), no ponto F.

Edwards Jr. (1979, p. 139) chama a atencé&o para o fato da inclinacao da

DF  Al(xo) .

reta TF ser = :
DT A(xg)/f(xp)

observa que Barrow apresentou uma prova de

que a reta TF é tangente a curva z = A(x) no sentido apresentado pelos antigos

gregos, ou seja, que a reta tangente a uma curva toca a mesma em um unico
ponto. Conclui que se Barrow tivesse apresentado analiticamente a reta TF,

com inclinagdo A'(x,) propriamente definida, poderia ter chegado a
A'(xo)=1(xo), ou seja, poderia ter formulado de modo explicito o Teorema

Fundamental do Calculo.

3.1.5 Newton (1642-1727)

Isaac Newton nasceu na Inglaterra. Estudou Euclides, Schooten, Kepler,
Viete e Walllis e conheceu as obras de Galileu, Fermat, Huygens e outros. Sua
grande producdo aconteceu nos anos 1665 e 1666, quando precisou se

recolher em sua aldeia natal, Woolsthorpe, em razdo de uma peste.

Em 1669, Newton passou a ocupar a catedra de seu mestre Issac
Barrow como professor em Cambridge. Relutava em divulgar suas
descobertas, mas em 1687, por insisténcia de alguns colegas, publicou seu
livro “Philosophiae naturalis principia mathematica”, considerada uma das

maiores obras cientificas de todos os tempos.

Newton ligou dois problemas, o das séries infinitas e o das taxas de
variagdo, e chamou de “meu método” (“Methodus fluxionum et serieum
infinitorum?”).

Suas primeiras descobertas [...] resultaram de saber exprimir
fungbes em termos de séries infinitas — a mesma coisa que
Gregory estava fazendo na Italia pela mesma época, embora

dificilmente Newton pudesse saber disso (BOYER, 1974, p.
287).
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O método de Newton é descrito na resolucdo do problema de

determinagdo da tangente a uma curva dada por uma equacgao f(x,y)=0, em
que denominava as variaveis x e y respectivamente por fluentes, isto €,
grandezas que fluem com o passar do tempo; e, por fluxdes, as taxas de
variagao.

‘O deslocamento de um ponto P sobre a curva pode ser

descrito em termo dos deslocamentos de suas proje¢des sobre
0s eixos; e a velocidade de P é a composicao das velocidades

. ’ o [0}
de x e y, designadas pelos simbolos x e y, chamados de
fluxdes de x e y, respectivamente. Durante um incremento

“‘infinitamente pequeno” de tempo, designado por “0”, os
. e . ., O
deslocamentos x e y sofrem incrementos “infinitesimais” xo e

}30, respectivamente” (AVILA, 1993, p. 140).

Hsia (2006, p. 49) considera que neste aspecto o trabalho de Newton

tem por finalidade, dada a relagcao entre fluentes f(x, y), encontrar a relagéo

entre as fluxdes que, na linguagem atual, significa determinar o declinio da reta

tangente no ponto P. Como exemplo ilustrativo, tomou a curva cubica

2

f(x,y):x3—ax +axy—y3:0. Expandiu f(x+xp,y+yo)=0 e desprezou

os termos em que “0” aparece com expoente igual ou maior a dois e dividido

;_ 3x? —2ax +ay

pelo infinitésimo “0” resulta = = 5 , que, atualmente, corresponde
X 3y“ —ax
2l
dx f,

Este resultado é o teorema da funcao implicita quando f (x,y) =0 define

implicitamente y como uma fungéo diferencial de x, com f, # 0.

Ao desprezar os termos em que o zero aparece com expoente igual ou
maior que dois Newton apresenta nogdes embrionarias sobre limites,

retomando os infinitésimos (“infinitamente pequenos”).

Entre as numerosas aplicagcbes do método, encontravam-se a

determinacdo dos maximos e minimos, tangentes a curvas, curvaturas de
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curvas, pontos de inflexdo e concavidade de curvas e a determinacdo de

muitas quadraturas e retificagbes de curvas.
Segundo Newton,

“‘Chamando de fluxbes os aumentos das velocidades dos
movimentos, e de fluentes as quantidades geradas esclareci
aos poucos (nos anos 1665 e 1666) o método das fluxdes, que
aproveito aqui na Quadratura das curvas”.

As fluxdes sdo semelhantes aos aumentos dos fluentes, os
quais sao gerados em intervalos de tempos iguais, mas séo
infinitamente pequenos; e para ser mais exato diria que estao
na primeira razao dos aumentos nascentes, mas podem ser
representados por quaisquer linhas proporcionais a elas. Se as
areas ABC, ABDG forem descritas pelas ordenadas BC e BD,
que se movem uniformemente ao longo da base AB, entdo as
fluxdes dessas areas estarédo entre si como as ordenadas BC e
BD que as descrevem e poderdo ser representadas por
aquelas ordenadas; isto é, tais ordenadas estdo na mesma
proporgédo que os aumentos nascentes das areas”.

(Newton, citado por PALARO, 2006, p. 94).

Figura 9 - Representacdo do método proposto por Newton.

I-IIII--JI
-2
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o

Fonte: Baron (1985, v. 3, p. 31)

Desse modo, Newton enunciou os problemas fundamentais do Calculo:
a relagdo das quantidades fluentes é inversa a relagdo de suas fluxdes. Esse
fato se traduz hoje pelo conhecido Teorema Fundamental do Calculo que, em
termos da geometria, significa resolver o problema do célculo da area sob uma

curva com o tragado de tangentes a curva.
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Newton enuncia claramente os problemas fundamentais do Calculo:
"Sendo dada a relagéo das quantidades fluentes, encontrar a relacdo de suas
fluxbes e inversamente”. Com isso, cita que, ao considerar um ponto em
movimento, este é descrito dando a posi¢cdo e a velocidade do ponto em
relacdo ao tempo. Chama a relagdo posicao-tempo de fluente e a relagao
velocidade-tempo de fluxdo; qualquer uma das relagbes dada, a outra podera
ser determinada. Além de descobrir o Teorema Fundamental do Calculo, usa-o

para resolver problemas de calculo de area (KATZ, 1998, p. 514).

Segundo Boyer (1974), os estudos de Newton n&o passaram
diretamente da forma do tridngulo de Pascal ao teorema binomial, mas
indiretamente, partindo de um problema de quadratura para o teorema

binomial, percurso que Ihe foi benéfico e permitiu verificar:

[..] que a analise por séries infinitas tinha a mesma
consisténcia interior, e estava sujeita as mesmas leis gerais,
que a algebra de quantidades finitas [...], que as séries infinitas
eram outras formas das fungdes que representavam e nédo
deviam ser apenas consideradas como instrumento de
aproximagdo (BOYER,1974, p. 289).

Em sua publicacdo de 1711, “De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas”, composta em 1669, baseada nas idéias obtidas em seu

glorioso periodo entre 1665 e 1666, Newton prova que a area sob a curva

3

y= ax" & dada por

M1

axn

m
—+1
n

Pela primeira vez uma area foi determinada pelo inverso do que
chamamos de diferenciagdo. Possivelmente, esse processo ja fosse conhecido

por Barrow, Gregory e, talvez, Torricelli e Fermat.

Boyer (1974, p. 291) expressa que “Newton tornou-se o efetivo inventor
do Calculo porque foi capaz de explorar a relagdo inversa entre inclinagéo e

area através de sua nova analise infinita”.
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Assim, a partir desse momento, outros estudiosos nao precisavam mais
evitar processos infinitos como faziam com freqiiéncia os gregos, “pois esses

eram agora considerados como matematica legitima” (BOYER, 1974, p. 290).

Newton apresentou os fundamentos de seu Calculo, em trés momentos
diferentes, de forma tal que evidenciou sua constante busca de uma
fundamentacdo cada vez mais sélida e aprimorada que justificassem seus
métodos analiticos. Ele conseguiu mostrar que esses métodos eram aplicaveis
a um grande numero de problemas com curvas algébricas simples, expressdes

algébricas que envolvem raiz, se¢gbes cOnicas e outras mais.

Newton formulou regras e procedimentos sistematicos para cobrir as
solugbes gerais da maioria dos problemas relacionados ao calculo infinitesimal

que eram conhecidos no seu tempo.

Embora muitas dessas regras tivessem sido estabelecidas ou
introduzidas de uma ou de outra maneira pelos seus predecessores, ele
estabeleceu uma estrutura unificada e um quadro dentro do qual todos os

problemas podiam ser formulados.

Apesar de toda sua dedicagdo, as bases logicas sobre as quais seu
calculo estava calcado n&o foram convincentes e ainda causaram preocupagao

e controvérsia que perduraram por mais de um século apos sua morte.

Com Newton, a idéia de que a diferenciacdo e a integracdo eram
operacgdes inversas foi frmemente estabelecida. Desde Arquimedes e durante
todo o século XVII, os procedimentos de integracao eram baseados em somas

de um grande numero de pequenas areas.

Em seguida descrevemos uma pequena cronologia® de alguns estudos e

trabalhos de Isaac Newton, como também algumas de suas obras:

1663: Newton inicia seus estudos.

1664 (Final de): Estuda integral por indivisiveis (integral de Wallis).

® O leitor encontrara um quadro cronolégico mais completo em BARON, Newton e Leibniz, unidade 3, p.
11, 1985.
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1664-1665: Trabalha na série Binomial. Encontra o método de séries infinitas.
Estuda o procedimento de retificacdo de arcos de Heuraet

(determinar o comprimento de arcos e curvas).

1665: Apos estudo de retificagdo, Newton reconhece a natureza inversa entre
diferenciacao e integracdo. Trabalha nas séries de expansao da integral.
Faz uma tabulacédo sistematica de derivadas e integrais em colunas
paralelas. Estuda um ensaio para resolver teoricamente equagdes

fluxionais simples.

1666: Elabora uma conjungao dessas idéias no primeiro tratado sobre fluxdes,
chamado por ele de “método de fluxdes”. Nesse quadro aparecem as
no¢des de movimento, proveniente do estudo com Barrow, e as séries
infinitas, que eram as ferramentas dos métodos sistematicos de

integragao.

1671: Publica o Tratado de Fluxdées ‘Methodus Fluxionum et Serierum
Infinitarum’ (O método de fluxdes e séries infinitas), cuja divulgagao

aconteceria somente ap6s sua morte (entre 1736 e 1737).

1687: Embora relutante em divulgar suas descobertas, publica seu livro
‘Philosophiae Naturalis Principia Mathematica’ (Principios Matematicos
de Filosofia Natural), uma das maiores obras cientificas de todos os

tempos.

1704 (Apds): E publicado o tratado sobre quadraturas de curvas, “Tractatus de

quadratura curvarum” que foi escrito em 1693.

1711: E publicada a obra intitulada “De analysi per aequationes numero

terminorum infinitas” elaborada em 1669.

3.1.6 Leibniz (1646-1716)

Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu em Leipzig em 1646 e desde cedo
manifestou grande interesse pelo estudo. Avila (1993) relata que no periodo de
1672-1676, Leibniz, que desejava ser matematico, entrou em contato com

Christian Huygens (1629-1695) quando cumpria uma miss&o diplomatica em
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Paris, que o aconselhou a ler uma publicacao de Blaise Pascal (1623-1662) a

respeito de certos problemas geométricos.

Segundo Palaro (2006), o que chamou atencéo de Leibniz ao ler a obra

“Traité des sinus du quart de cercle”, de Pascal, foi o seguinte fato:

[...] considerando o quadrante ABC de um circulo de unitario e
sendo D um ponto para o qual seno é DI, Pascal tragcou uma
pequena tangente EDE' a curva ABC em D e os segmentos ER
e E'R' perpendiculares ao raio AC (figura 11). Notando que os
triangulos EKE' e DIA sao semelhantes, encontrou que
DI _E'K _RR’ ' ,
W‘E‘ﬁe’ portanto, DI -EE'=DA-RR'.
Considerando que, para um intervalo RR' infinitamente
pequeno, o segmento EE' é considerado igual ao arco de
circulo, Pascal afirma que o retangulo formado pelo seno D/ e o
arco infinitesimal (ou a tangente EDE'), representado por EE" é
igual ao retangulo formado pelo raio DA e a parte do eixo entre
as extremidades do arco dada RR'. Ou seja, Pascal mostrou
gue a soma dos senos ou quadratura de qualquer arco de um
quadrante de um circulo é igual a por¢gao da base entre os
senos extremos multiplicada pelo raio do circulo. (KATZ apud
PALARO, 2006, p. 103).

Figura 10 - Representacdo da demonstracao de Pascal.
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Fonte: Katz apud Palaro (2006, p.103).

De acordo com a autora, a leitura dessa publicagcao inspirou Leibniz a ter
uma de suas idéias fundamentais na criagdo do Calculo ("triangulo
caracteristico"), pois percebeu que o "tridngulo infinitesimal" inscrito em circulos
por Pascal poderia ser generalizado e aplicado a curvas arbitrarias.
Considerando a Figura 11, a exemplificacdo desta idéia dada por Baron é

descrita por Palaro (2006, p. 104) da seguinte forma:

41



[...] OcC é uma curva arbitraria; t = cg € uma tangente a curva
em c; n=ce é a normal a curva, também, emc; e y=cb é
obtido pela projecdo ortogonal do ponto c sobre o eixo
horizontal. Tomando um ponto ¢' pertencente a tangente, mas
tdo proximo de c que cc' é confundido com a prépria curva,
Leibniz obtém o tridngulo caracteristico cdc' em ¢, que é
semelhante aos tridngulos cbe e gbc, chegando as relacdes
cd:dc':cc'=y:v:n=t:y:t (em notagéo atual,

ed _dc’_cc o cd_dc’_ cc ), Uteis em transformacdes de
y 1% n t y T

quadraturas.

Figura 11 - Representagdo exemplificada da idéia de Leibniz para a criacdo do Calculo
("triangulo caracteristico").

C

Fonte: Baron (1985, v.3, p. 47)

Em 1686, Leibniz publicou um artigo em que apresenta o seu calculo
integral e enfatiza a relacéo inversa entre diferenciagéo e integracéo (BOYER,
1974, p. 296).

Figura 12 - Representagao da idéia apresentada por Leibniz para o Calculo Integral.
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Fonte: Baron (1985, v. 3, p. 60)
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Leibniz considera a integral como sendo a area sob uma curva. Assim,
conforme esbogado na Figura 12, ele pensa na area como sendo composta por

muitas faixas retangulares verticais infinitamente finas ydx e indica a soma das
areas de todas essas faixas por [ydx, que é a area sob a curva y =f(x) e
compreendida entre as retas y =0 e y = x; considerando que a diferencial da
area de OCB é a area do retangulo ydx a direita, ou seja, d|ydx = ydx,
(mostra a relagéo inversa entre de | e, reciprocamente, [dy =y (BARON,

1985, v. 3, p. 60).

Segundo Katz (1998, p. 524), a importancia dos resultados de Leibniz
repousa na possibilidade de somas de diferentes seqiéncias, reveladas

quando se transfere esta idéia a geometria:

“Ele considerou uma curva definida num intervalo dividido em
subintervalos e construiu as ordenadas y; na curva, relativas a

cada ponto x; da divisdo. Se a sequéncia (dy;) € a das
diferengas dessas ordenadas, a sua soma Y ,0y; é igual a
diferenca y, -y, das ordenadas finais e iniciais.
Similarmente, se a sequéncia (Zyi), onde

YYi=Yo+Yi+Yo+..+Yy;, a sequéncia (0Yy,;) é igual a
seqliéncia das ordenadas iniciais. Leibniz explorou essas duas
regras para manejar a situacdo quando havia infinitas
ordenadas. Ele considerou a curva como um poligono com
uma infinidade de lados no qual cada em ponto de intersecgéo
a ordenada y é projetada num eixo. Se diferencga infinitesimal
das ordenadas for designada por dy, e se a soma das
infinitésimas ordenadas for designada por[y , a primeira regra
sera traduzida por [y =dx enquanto a segunda da djy=y.
Geometricamente, a primeira significa simplesmente que a
soma de diferengas (diferengas infinitesimais) de um segmento
€ igual ao segmento. (Aqui Leibniz assumiu que ordenadas
iniciais sdo iguais a zero). A segunda regra ndo tem uma
representagcdo geométrica O6bvia, porque a soma termos
infinitésimos talvez seja infinita. Entdo Leibniz trocou
ordenadas finitas y por areas infinitesimais ydx, onde dx era
uma parte infinitesimal do eixo x determinada pelos pontos de
interseccado dos lados do poligono de infinitos lados. Entao
[ ydx pode ser interpretado como a area sob a curva e a regra

d|ydx = ydx simplesmente significava que a diferenga entre os
termos de sequéncias de areas [ydx s&o os termos ydx”.

O elemento central de sistematizagcdo e unificacdo dos métodos

infinitesimais constitui o que, atualmente, é conhecido por Teorema
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Fundamental do Calculo, identificado tanto por Newton como por Leibniz que

podem ser considerados os fundadores do Calculo infinitesimal.

Embora seus métodos também sejam aplicaveis as equacdes algébricas
e transcendentes, tanto o Calculo de Newton como o Calculo de Leibniz
apresentam incoeréncias, pois ndo definem o que vem a ser "quantidades
infinitamente pequenas", nem tampouco d&o prova da validade de se
desprezar tais quantidades no decorrer do desenvolvimento de calculos
(BOYER, 1992, p. 22).

Embora Newton tenha sido o pioneiro na criagdo de uma teoria de
calculo bem desenvolvida, foi Leibniz quem primeiro tornou seus resultados
amplamente conhecidos no mundo cientifico, uma vez que foi apenas em 1704
que o “Tractatus de quadratura curvarum” escrito por Newton em 1676 foi
finalmente publicado e, ainda assim, como um apéndice de um livro sobre
6ptica. E possivel perceber que os trabalhos de Newton antecederam aos de
Leibniz, mas as divulga¢cdes nao, pois as de Leibniz ocorreram em 1684 e

1686, no periodico “Acta Eruditorium”, e as de Newton somente em 1687.

Em sua primeira publicacdo a respeito do calculo de fluxides; Newton

apontou a razao pela qual, finalmente, quebrava o longo siléncio:

“Em uma carta escrita para o Sr. Leibniz no ano de 1676, e
publicada pelo Dr. Wallis, mencionei um método pelo qual
encontrei alguns teoremas gerais sobre figuras curvilineas, e
ha alguns anos emprestei um manuscrito contendo tais
teoremas; e tendo desde entdo encontrado algumas coisas
copiadas dele, nesta ocasido, tornei-o publico”. (PARSHALL e
RICE, 2002, p. 121).

Leibniz nunca negou que o calculo de Newton era anterior ao seu; mas
desejava uma absolvicdo da acusacdo de plagio e o reconhecimento de que
seu trabalho havia sido desenvolvido independente. Em meados do século XIX,
quando os manuscritos originais de Leibniz foram encontrados e publicados, foi

que sua reputagdo restaurou-se plenamente.

“‘Hoje, depois de muito estudo meticuloso e imparcial, o
consenso é que Newton e Leibniz desenvolveram o Teorema
Fundamental do Calculo independentemente e que, portanto,
deveriam dividir igualmente a gléria da criacdo do calculo”.
(THOMAS, 2002).
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Conforme Saraiva:

O interesse de Leibniz pelo simbolismo e pela notacgéo,
vinculado a sua idéia de uma linguagem simbélica geral difere
de Newton, que tinha uma linguagem para cada problema. O
reconhecimento de que somar sequiiéncias e tomar as suas
diferencas sdo operagdes inversas e que, semelhantemente, a
determinacgéo de areas e a tangentes, sdo, operacdes inversas.
O tridngulo caracteristico e o seu uso para deduzir
transformacdes gerais de areas (por exemplo: a transmutacao).
(2000, p. 36)

O calculo de Newton e Leibniz utilizava variaveis, as
quantidades ligadas a curvas, tais como as ordenadas, as
abcissas, subtangentes e areas. O calculo moderno utiliza
fungbes, aplicagdes de um conjunto (de numeros reais) em
outro. As primeiras definicdes de fun¢do surgiram somente no
século XVIII.

No calculo moderno a operacéo de diferenciacao associa uma
fung&o a sua derivada. Para Leibniz, a diferenciagdo associava
uma diferencial infinitamente pequena a uma variavel. Para
Newton, tomar fluxdes significava associar uma velocidade
finita a uma variavel. Portanto, a concepg¢do de operacéo
fundamental nos calculos de Newton e de Leibniz era diferente
da diferenciacdo que esta em uso no calculo moderno.

Tanto no calculo de Newton quanto no calculo de Leibniz
existiam problemas sobre a consisténcia légica dos conceitos
fundamentais - a fluxdo (definidas por razbes ultimas) e a
diferencial (como diferenga infinitamente pequena). No célculo
moderno essas dificuldades quanto aos fundamentos sao
esclarecidos pelo uso de um conceito bem definido de limite.
Por isso ndo encontramos quantidades infinitamente pequenas.

Leibniz parece ter sido o primeiro a mencionar o termo funcao
inicialmente para expressar qualquer quantidade associada a
uma curva, como, por exemplo, as coordenadas de um ponto
da curva, a inclinagdo de uma curva e o raio da curvatura de
uma curva. (2000, p. 37)

3.2 Operagoes Centrais do Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Calculo € a base das duas operacdes
centrais do Calculo, diferenciacdo e integracdo inversas uma da outra. Isto
significa que se uma funcdo continua é primeiramente integrada e depois
diferenciada, volta-se a funcdo original. A conexdo existente entre os
problemas de integracdao e diferenciacdo € a pedra angular do Calculo

Diferencial e Integral.
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Este teorema é de importancia central no Calculo, tanto que recebe o
nome de Teorema Fundamental. A seguir, tal relacdo sera o objeto das
consideragdes que estao baseadas na obra: Calculo Diferencial e Integral v. 1,

de autoria de Courant, publicada em 1951.

3.2.1 A integral como fung¢ao do limite superior de integragao

Para Courant (1951), o valor da integral definida da funcao f depende da
escolha dos limites a e b de integrag&o, tanto na fungcdo do limite inferior a
como do superior b. A fim de estudar esta dependéncia de modo mais conciso,
imaginemos o limite inferior a como um numero fixo; designemos a variavel de
integracdo por u; e indiquemos o limite superior por x em vez de b,

pesquisando o valor da integral, como fung¢ao desse limite.

Assim, escreveremos:

J. Fu)de = @ (x)

Chamaremos a fungédo @ de uma integral indefinida da funcdo f.
Quando nos referimos a uma e n&o a integral indefinida, desejamos frisar que
poderiamos ter escolhido qualquer outro limite inferior em vez de a, o que

ordinariamente da uma funcéo diferente a integral.

Figura 13 - A integral como fung¢ao do limite superior de integracgéo.

by

if I X

Fonte: Courant (1951)
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Geometricamente, a integral indefinida para cada valor de x é dada pela

areasobacurva y=f(u) elimitadapelasretas u=aeu=xe x=0.

Se escolhermos « para limite inferior em vez de a, teremos a integral

indefinida W(x) = |f(u)du .

A diferenga ¥ (x)—-®(x) sera dada por jz f(u)du, que é constante, visto

a e « terem sido ambos considerados niumeros fixos.

Portanto, ¥(x)=®(x)+const. As integrais indefinidas da mesma

funcao diferem unicamente por uma constante aditiva.

Podemos, da mesma forma, considerar a integral como funcgéo do limite
inferior e introduzir a fungdo ®(x)=[°f(u)du, na qual b é uma quantidade fixa.

Novamente, teremos duas integrais com limites superiores diferentes, b e /S,

divergindo somente por uma constante aditiva jﬁf(u)du .

3.2.2 Derivadas das Integrais indefinidas

A derivagéo da integral indefinida ® em relacdo a varidvel x nos

conduz ao seguinte teorema:

A integral indefinida CD(x):j;( f(u)du de uma fungcdo continua f, possui sempre

derivada @'(x)=f(x); isto &, derivagdo da integral indefinida de uma fung&o continua
da-nos, novamente, a mesma fungao.

Segundo Courant, esta é a idéia Fundamental de todo o Calculo
Diferencial e Integral. Ele define integral indefinida retomando o resultado
demonstrado anteriormente: dada uma fungao f, determinar outra F de modo
que F'=f e afirma que:

Este problema requer a invers&o do processo de derivacéo. E
um exemplo tipico de solugéo inversa, tal como ocorre em
muitas partes da matematica, e que ja verificamos ser um
método matematico muito eficiente para a geracdo de novas
fungbes. (...) Uma funcdo F(x) tal que F'(x)=f(x), é
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denominada funcdo primitiva de f(x) ou, simplesmente,
primitiva de f(x). Esta designacédo sugere que a fungédo f(x)
origina-se de F(x) por derivagao (COURANT, 1951, p. 111).

O autor alerta que o problema da determinagédo da fungao primitiva ou
da inversdo da derivagdo pode ter um carater diferente da integracdo. Mas
lembra que: “Toda integral indefinida CD(X) da fungédo f(x) é fungado primitiva

de f(x)“ (COURANT, 1951, p. 113).

Ele ressalta que esse resultado n&o resolve a questdo da determinacéo
de todas as primitivas de uma funcdo, sendo a questdo definitivamente
resolvida pelo teorema que o autor diz que, muitas vezes, € mencionado como
Teorema Fundamental do Calculo: “a diferenga entre duas primitivas F1 e F2

da mesma funcéo f € uma constante, isto &, F1-F2=C".

Desse modo, conhecida uma primitiva F, pode-se obter todas as outras
mediante escolha conveniente da constante C, obtendo-se F+C.
Inversamente, a expressao F1=F +C representa uma fungéo primitiva de f,

para cada valor constante C.
A seguir, Courant enuncia que:

“Qualquer fungdo primitiva F(x) de uma fungdo dada f(x)

X
pode ser representada por F(x)=c+®(x)=c+ |f(u)du onde
a

C e a sao constantes, e, reciprocamente, para quaisquer
valores constantes de a e de ¢, escolhidas arbitrariamente, tal
expressao sempre representara a funcao primitiva”.

O autor explicita que a constante C pode ser omitida, uma vez que
mudando o limite inferior obtemos uma funcao primitiva que define a anterior

por uma constante.

Na seqliéncia, o autor estabelece que qualquer expressdo da forma

c+ d)(x): C+ j;f(u)du seja chamada como integral indefinida de f .

E acrescenta que:
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‘Nao faremos distingdo entre func&do primitiva e integral
indefinida. Nao obstante, para que o leitor tenha uma
concepcéo clara sobre as relagbes existentes entre esses
conceitos € absolutamente necessario, que, antes de tudo,
bem no espirito, que integracéo e inversdo de derivacdo sao
duas coisas completamente diferentes, e que sb6 o
conhecimento do parentesco entre as mesmas nos autoriza a
aplicar o termo "integral indefinida” também a fung&o primitiva”.
(COURANT, 1951, p. 116).

Em seguida, apresenta a notagdo da integral indefinida que considera

um “pouco obscuro”™ F(x)=c + [Xf(u)du = [f(x)dx . Entretanto, expressa que:

Seria melhor, na realidade, evitar esta ultima troca, para evitar

possiveis confusbes com o limite superior x que é a variavel
independente F(x). Usando a notagdo [f(x)dx, ndo devemos

perder de vista a indeterminacdo contida na mesma, isto &,
este simbolo representa sempre, somente uma integral
indefinida (p. 109).

O préximo item que o autor apresenta é denominado de “Emprego das

fungdes primitivas na avaliagédo das integrais definidas”.

Inicialmente, cita a questdo de encontrar o valor da integral definida
[Xf(u)du, uma vez conhecida uma primitiva qualquer F(x)=[f(x)dx da

funcéof(x).

Para tanto parte do fato de ®(x)=c+[X(u)du ser uma primitiva de f e
que, portanto outra primitiva qualquer F da funcédo f difere de CD(x) por uma
constante. Isto &, ®(x)=F(x)+c. A seguir, calculando ®(a)=0=F(a)+C,
obtém C=-F(a), donde ®(x)=F(x)-F(a). Fazendo x=b, obtém-se
j;‘f(u)du:F(b)—F(a) o que fornece a seguinte regra: “Se F(x) for uma
funcao primitiva qualquer de f(x), a integral definida de f(x) entre os limites a

e b é igual a diferenca F(b)—F(a)”.

Lima, em seu livro Curso de Analise (1976), inicia o estudo do Teorema

considerando uma fungéo f:[a,b]—> R Riemann-integravel e, a partir dela,

definindo a funcéo F(x)= j;‘ f(t)dt xe ]ab] e demonstrando que F é continua

(mesmo que f nao o seja).
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Em seguida apresenta o Teorema:
“Seja f:[a,b]> R integravel. Se f for continua no ponto c < la,b],
X
entdo, a fungéo F: [a,b]—> R , definida por F(x)= [f(t)dt, é derivavel no ponto
a
c esetem F'(c)=f(c)”.
Apds a demonstracédo desse Teorema o autor enuncia o corolario:
“Dada f:[a,b]— R continua, existe F:[a.b]— Rderivavel em Ja,b|, tal
X
que F'=f, afirmando que basta tomar F(x)= [f(t)dt”.
a
Finalmente, apresenta, com a nomenclatura de Teorema Fundamental
do Calculo, o seguinte:
“Se uma fungéo f:[a,b]—> R Riemann-integravel possui uma primitiva
b
F :[a,b]> R, entdo [f(x).dx=F(b)-F(a)”.
a
ApoOs esses pressupostos, entraremos no cerne de nosso trabalho,

expondo os procedimentos de elaborag&o do instrumento da investigagao, bem

como sua aplicacéo e a analise dos dados obtidos nos proximos capitulos.
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Capitulo 4

4 FUNDAMENTAGAO TEORICA

4.1 A dialética ferramenta-objeto e o jogo de quadros

A anadlise didatica das relagdes entre ensino e aprendizagem beneficia-
se dos trabalhos de Régine Douady (1987) que se dedica aos processos pelos

quais os alunos podem adquirir um saber matematico, em situagao escolar.

Os componentes teodricos de Douady, nomeadamente a dialética
ferramenta-objeto e o0 jogo de quadros, s&o instrumentos poderosos, pois
oferecem uma leitura da evolugdo das nog¢des matematicas, bem como
permitem a analise da aprendizagem matematica. Para essa autora, os
conhecimentos matematicos podem ser efetivamente construidos fazendo-se
jogar a dialética ferramenta-objeto por meio de jogos de quadros apropriados,

ou seja, a aplicagao de problemas que respondam a determinadas condicgdes.

Na aplicagcédo da proposigao tedrica de Douady, as no¢gbes matematicas
sao organizadas segundo um encadeamento de problemas que séo resolvidos
por responsabilidade partilhada entre o professor e os alunos. A resolugéo,
gracas a esta organizagdo, deve proporcionar aos alunos controlar o
significado destas nocgdes, dispondo-as do mesmo modo ou adaptando-as a

novas situacoes.

4.2 Conhecimentos matematicos

Douady entende que um aluno detém conhecimentos matematicos

quando é capaz de utiliza-los como ferramenta explicita nos problemas que
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tem que resolver, devendo ser igualmente competente para adapta-la quando
as situacbes habituais de emprego ndo sao exatamente satisfeitas, ao

interpretar problemas ou formular questdes.

Para que os alunos adquiram conhecimentos matematicos, de acordo
com a hipétese de Douady o ensino, ao ser organizado, deve conter momentos
em que a classe simula uma sociedade de investigadores em atividade.

Muitos obstaculos opéem-se a tal simulagédo quando:

- O ensino utiliza o método "aprendo, aplico";

- Pouca responsabilidade é dada aos alunos na sua aprendizagem,;

- Os problemas explorados em classe raramente permitem aos alunos a

apreenséo dos significados essenciais dos conceitos;

Os conceitos sdo apresentados num quadro e as aplicagdes em outro

quadro.

A organizagdo do ensino sugerida pela autora é fundamentada na
dialética ferramenta-objeto e nos jogos de quadros, 0s quais se engrenam a

partir de problemas que respondem a determinadas condigdes.
Qualquer problema numa situagdo escolar de aprendizagem deve
preencher quatro condigdes:

a) O enunciado, com texto e questdes, deve fazer sentido para os

estudantes;

b) Os alunos podem engajar-se num procedimento de resolucdo levando
em conta seus conhecimentos, mas nado tém meios para resolver

completamente o problema;

c) Os conhecimentos visados pelo aprendizado (conteudo ou método)

séo ferramentas que devem estar adaptadas ao problema;

d) O problema deve ser formulado em, pelo menos, dois quadros

diferentes.
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4.3 Ferramenta, Pratica e Objeto.

Um conceito pode ter o estatuto de ferramenta ou de objeto. E
ferramenta quando se focaliza o interesse no uso que se faz dele para resolver
um problema. Uma mesma ferramenta é passivel de adaptacdo a varios

problemas, e varias ferramentas podem ser adaptadas a um mesmo problema.

Em uma atividade matematica, um aluno pode recorrer a uma
ferramenta de maneira implicita ou explicita. Ele o faz implicitamente, quando o
conceito em uso ainda ndo esta completo. As concepg¢des do aluno lhe
permitem engajar-se em um procedimento cuja justificativa faz referéncia a
nogdes que ele ndo sabe formular ou que exprime unicamente em termos de
acbes em um contexto particular. Por seu turno, ferramentas explicitas sao

nogdes que o aluno pode formular e aplicar e cujo emprego pode justificar.

Douady denomina pratica todo emprego adaptado que um aluno faz das
ferramentas expressas explicitamente ou por meio de agdes, reconhecidas pelo
menos dentro da classe. Por objeto entende o objeto cultural, fazendo parte de
um edificio maior que é o saber sabio reconhecido socialmente em um dado
momento. A dialética ferramenta-objeto € um processo ciclico, regulador dos
papéis respectivos dos alunos, e do ensino, ao longo do qual, os conceitos
matematicos desempenham, alternativamente, o papel de ferramenta para
resolver um problema e de objeto, participando na edificagdo de um saber

organizado.

Trata-se de um processo de varias fases pelo qual o aluno deve passar
para resolver um determinado problema, e adquirir um conhecimento. Tais
fases, que desempenham diferentes fungdes, encontram-se sintetizadas na

tabela a seguir.

Fase a - “Antigo - ferramentas explicitas”

Fase b - “Pesquisa - novo implicito”

Fase c - “Explicitagao e institucionalizacéo locais”
Fase d - “Institucionalizacao - estatuto de objeto”
Fase e - “Familiarizacao - re-investimento”

Fase f — “Tornando a tarefa complexa ou novo problema”
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Tabela 1 - As seis fases da dialética ferramenta-objeto

Fase a - “Antigo -
ferramentas
explicitas”.

Os conhecimentos matematicos séo aplicados como ferramentas
explicitas para resolver, pelo menos, parcialmente o problema.

Fase b -
“Pesquisa, novo
implicito”.

Os alunos encontram dificuldade para resolver completamente o
problema. Isto acontece se a estratégia primitiva torna-se muito
dispendiosa (em quantidade de operagdes e, a como
conseqiiéncia também em tempo, com risco de erros e incerteza
sobre o resultado). A estratégia ndo funciona mais e novas
questdes emergem. Estas novas questdes compelem os alunos a
procurar meios novos adaptados. Progressos eficazes nao
raramente provém de uma troca de quadros, o que, de fato,
possibilita aplicar implicitamente ferramentas que s&do novas, seja
pela extensdo do campo de intervencdo, seja por sua propria
natureza. As trocas de ponto de vista e os jogos de quadros sao
meios a disposicdo do professor para fazer avancar de modo
fecundo a pesquisa. Mas a pesquisa também pode avancar sob a
responsabilidade Unica dos alunos.

Fase c -
“Explicitagéo e
institucionalizacéo

Elementos da fase precedente sao apropriados pelos alunos. Eles
sdo formulados seja em termos de objeto, seja em termos de
pratica com suas condigcbes de emprego no momento. Pode-se

locais” tratar também de convicgdes antes objeto de debate, dando lugar
a formulacdo argumentada. Os trabalhos e propoésitos dos alunos e
sua validade sao discutidos coletivamente.

Fase d - Mesmo se a coletividade “classe” resolveu o problema, nem todos

“Institucionalizagéo
- estatuto de
objeto”

reagem individualmente da mesma maneira em face das
ferramentas mobilizadas. Nas situagbes de comunicagdo, o saber
difunde-se diferentemente entre os alunos. Assim, € condigao para
a homogeneizagao e para a constituigdo de um saber da classe, e
para cada estudante, uma maneira de reforcar seu proprio saber e
assim assegurar a progressao, oficializar conhecimentos que, até
entdo, atuaram somente como ferramentas, conferindo-lhes status
de objeto matematico. Por conseguinte, cabe ao professor a tarefa
de dar status de objeto aos conhecimentos utilizados em seu
aspecto ferramenta.

Fase e -
“Familiarizacgéo,
re-investimento”.

Para que haja efetivamente saber matematico, a estruturagéo
pessoal é de primordial importancia. O aluno tem a necessidade de
colocar a prova, sozinho, os conhecimentos que acredita ter
adquirido, fazendo assim um balang¢o daquilo que sabe. Para tanto,
o professor pede aos alunos que resolvam exercicios variados, os
quais requerem nog¢des recentemente institucionalizadas. Neste
interim, os alunos desenvolvem habitos e habilidades, integram o
saber social confrontando-o com seu saber particular. Tais
exercicios empregam apenas o conhecido, porém os alunos
abordam-nos com concepg¢des que evoluiram e que lhes
possibilitem fazer frente a um campo maior de problemas.

Fase f — “Tornando
a tarefa complexa
ou novo problema”

Nesta fase, colocam-se a prova situagbes mais complexas, nas
quais os alunos poderdo testar e até mesmo desenvolver seu
dominio sobre as novas aquisigbes. O professor propde, entéo, a
resolugdo de um problema mais complexo. A dificuldade & formular
questdes pertinentes mais precisas em relagdo ao problema. Os
alunos ja encontraram problemas similares, com outros valores
numéricos, mas agora devem voltar-se ao objeto de estudo no
caso geral. Cumprida esta etapa, o objeto estudado é suscetivel de
tomar lugar, como “antigo” para um novo ciclo da dialética
ferramenta-objeto.

3 =
Tradugao nossa.

Fonte: extraida de Douady (1985)°.
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Na primeira fase, os alunos mobilizam conhecimentos antigos, objetos
matematicos, que funcionam como ferramenta na busca de novos
conhecimentos matematicos, por meio de problemas adequados que precisam
envolver, pelo menos, dois quadros (dominios), para que um forneca

referéncias ao outro e possibilitem meios de validagéo.

Na segunda fase, os alunos precisam langar m&o de novos
conhecimentos, quando sentem dificuldade para resolver o problema proposto
completamente. Nesta fase, os alunos encontram dificuldade de resolver
completamente o problema e sdo conduzidos a colocarem em jogo novos

conhecimentos que sao implicitos.

Na terceira fase, o professor realiza um debate sobre os conhecimentos
antigos utilizados e os novos que foram criados, apoiado na formulagdo das

idéias explicitadas pelos alunos que sio validadas ou refutadas.

Nas trés ultimas fases, os alunos formulam propriedades, procedimentos

e até conceitos do novo conhecimento matematico.

Douady observa que algumas vezes é preciso mais de um ciclo (a, b, c,
d) antes do desenrolar de um ciclo completo da aplicagdo da dialética

ferramenta-objeto.

4.4 Os quadros e suas trocas

Na concepcao de Régine Douady um quadro é constituido pelos objetos
de um ramo da matematica, as relagbes existentes entre eles, por suas
eventualmente diversas formulagbes, e pelas imagens mentais que se
associam a tais objetos e relagdes. O termo “quadro” € tomado em sua
conotacdo usual referindo-se a: quadro algébrico, quadro aritmético, quadro
geomeétrico, por exemplo. Dois quadros podem comportar os mesmos objetos e

divergir pelas imagens mentais e pela problematica envolvida.

A autora concebe a nogado de quadro como uma nog¢ao dindmica. A troca
de quadros mostra-se uma via de obtencéo de formulagbes diferentes para um

mesmo problema, sem que sejam necessariamente totalmente equivalentes, e
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permite um novo acesso as dificuldades encontradas e a aplicacdo de
ferramentas e técnicas que ndo se impunham na formulagdo original. A
mudanc¢a de quadros revela-se uma maneira de modificar as ferramentas em
uso no problema apresentado, mostrando novas relagbes entre objetos que
estdo sendo utilizados na resolugéo; e mesmo que nao traduza totalmente o

problema, traz formulagdes diferentes e envolve novos conhecimentos.

Tradugbes de um quadro para outro podem alcancar resultados n&o-
conhecidos, técnicas novas, e criagdo de objetos matematicos novos; em
resumo, favorecem o enriquecimento do quadro original e dos quadros

auxiliares de trabalho.

O jogo de quadros s&o as mudancas de dominio provocadas por
iniciativa do professor quando da resolucdo de problemas convenientemente
selecionados, com o objetivo de fazer avancar as fases da pesquisa e evoluir

as concepgdes dos alunos.

As correspondéncias entre os quadros sao, contudo, imperfeitas, seja
por razbes matematicas, seja devido aos conhecimentos insuficientes dos
alunos. Desse modo, a situacdo € fonte de desequilibrio entre as convic¢des
dos alunos e aquilo que eles sabem fazer. A rigor, os estudantes manipulam
implicitamente fungcbes que seus conhecimentos matematicos nao I|hes
permitem controlar. Num processo de melhoria das correspondéncias, a
comunicacao entre quadros, e especialmente a comunicagdo com um quadro
auxiliar de representacdo, € um fator de re-equilibrio. Apesar disso as
interacdes entre quadros permitem fazer progredir o conhecimento em cada um
deles. O que Douady chamou de jogo de quadros, no inicio de sua teorizacao &
uma das operagbes matematicas muito utilizadas pelos especialistas em
Matematica para resolver problemas, e tal recurso podera auxiliar o aluno na

solugéo de um problema.

O jogo de quadro é um meio de se obter diferentes formula¢des para um
mesmo problema, de forma a permitir uma nova visdo das dificuldades
encontradas e assim disponibilizar ferramentas e técnicas para resolver a

primeira formulagao.
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Em nosso trabalho, o questionario aplicado aos estudantes tenta seguir
as primeiras etapas da dialética ferramenta-objeto, criando situagbes em que
os conhecimentos antigos ndo sio suficientes para solucionar o problema
proposto e apresentando uma mudanc¢a do quadro algébrico para geométrico,

dando uma nova viséo da situacédo em estudo.
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Capitulo 5

5 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

5.1 Introducgao

Os procedimentos e os delineamentos da metodologia aplicada em
nosso estudo se caracterizam por uma abordagem qualitativa, cujos
pressupostos basicos sao o aprofundamento intensivo e a compreensao do
fenébmeno.

A pesquisa qualitativa objetiva obter dados descritivos conseguidos por
meio de uma participagdo ativa entre o investigador e os sujeitos. Enfatiza
muito mais o processo que o produto, ocupando-se dos fendmenos cujos
significados procuram-se captar e compreender. O contato direto do
pesquisador com a situacdo estudada busca retratar a perspectivas dos

participantes.

Segundo Ludke e André (1986) uma pesquisa qualitativa apresenta

varias caracteristicas que sao apontadas por estas autoras:

- O material obtido nessas pesquisas é rico em descricbes de
pessoas, situagcbes, acontecimentos; inclui transcrigbes de
entrevistas e de depoimentos, fotografias, desenhos e extratos
de varios tipos de documentos. Todos os dados da realidade
sdo considerados importantes.

O pesquisador deve atentar para o maior nUmero possivel de
elementos presentes na situagdo estudada, pois um aspecto
supostamente trivial pode ser essencial para melhor
compreenséao do problema que esta sendo estudado.

- Nesses estudos, ha sempre uma tentativa de capturar a
“perspectiva dos participantes” isto €, a maneira como o
informante encara as questbes que estdo sendo focalizadas.
Ao considerar os diferentes pontos de vista dos participantes
os estudos qualitativos permitem iluminar o dinamismo interno
das situagbes geralmente inacessivel ao observador externo.

58



- O pesquisador precisa ter cuidado ao revelar os pontos de
vista dos participantes deve encontrar meios para checa-las
discutindo-as abertamente com os participantes para que elas
possam ser ou ndo confirmadas. (1986, p. 12).

Garnica (2004) reforga o aspecto de que a pesquisa qualitativa ndo deve
estabelecer hipbétese “a priori”, pois este tipo de investigacdo pode ser definido

tendo como base na:

(a) a transitoriedade de seus resultados; (b) a impossibilidade
de uma hipo6tese a priori, cujo objetivo da pesquisa se ja
comprovar ou refutar: (c) a ndo neutralidade do pesquisador
que, no processo interpretativo, vale-se de suas perspectivas e
filtros vivenciais prévios dos quais ndo consegue desvencilhar;
(d) a constituicdo de suas compreensdes da-se n&o como
resultado, mas numa trajetéria em que essas mesmas
compreensdes e também os meios de obté-las podem ser (re)
configuradas; e (e) a impossibilidade de estabelecer
regulamentagdes, em procedimentos sistematicos, prévios,
estaticos e generalistas. [...]. (GARNICA, 2004, p. 86).

A partir destes pontos, que ndo devem ser tomados como regra,
segundo o proprio autor, observa-se que a pesquisa qualitativa é composta de
um método de analise que tende a seguir um processo indutivo, onde: "[...] Os
pesquisadores ndo se preocupam em buscar evidéncias que comprovem

hipoteses definidas antes do inicio dos estudos” (LUDKE & ANDRE, 1986, p. 13).

A pesquisa qualitativa pode ser organizada apoiando-se em dados
descritivos abordados interpretativamente e coletados sob a forma de palavras,
argumentos, acbes e produgdes textuais. Esses dados sao registrados na
forma escrita pelos pesquisadores, observadores e até mesmo sujeitos da
pesquisa, ou gravados em audio, ou videos com intuito de traduzir tanto quanto

possivel como as coisas aconteceram.

Comparando com o método convencional do papel e lapis, entrevistas
baseadas em tarefas tornam possivel centrar a atencdo da pesquisa mais
diretamente sobre os processos de solucao das tarefas de matematica do
sujeito do que somente sobre os padrdes de respostas “certo ou errado” nos

resultados produzidos.
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Outro aspecto importante de nosso trabalho esta relacionado com a
forma como foram coletados e analisados os dados descritivos de nossa

pesquisa, obtido na produgao escrita dos alunos.

Para atingirmos nosso objetivo, elaboramos, aplicamos e analisamos um
questionario de atividades, com o aporte da fundamentacgéao teorica. O objetivo

era investigar se os estudantes eram capazes de identificar que:
- A derivada da integral é a fungéo integranda;
- A integral (indefinida) da derivada de uma funcgéo é a prépria funcéo;

- A integral de uma funcéo resulta do calculo da diferenga entre o valor
de uma primitiva dessa fungéo no limite superior e no limite inferior de

integracéao;

- A derivacéo e integracdo sao operacgdes inversas, e ainda;

Visavamos também verificar de que maneira os alunos manipulam
conceitos relacionados ao TFC, tais como: continuidade, derivabilidade,

integrabilidade, etc.

Para elaboracdo desse instrumento, desenvolvemos previamente um
questionario-piloto com questdes que requeriam os conhecimentos relativos a:
integral definida e impropria, derivada de uma funcéo, fungdo continua, fungao

primitiva e o Teorema Fundamental do Calculo.

Percebemos que os estudantes que participaram desta primeira
investigacédo nao haviam recebido na disciplina Calculo o conteudo relativo ao
TFC com a profundidade requerida pela nossa pesquisa, em razdo da menor
carga horaria prevista, para a disciplina Calculo nesse curso. A partir dos
resultados desse piloto e das conclusbes de Segadas, reestruturamos o
questionario. Incluimos novas questbes relacionadas com a aplicagdo de
integral definida, calculo de areas e sua interpretacdo geométrica e o calculo de
integrais no dominio algébrico de uma fungao descontinua, que deveriam ser

resolvidas através da aplicagao das propriedades do TFC.
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5.2 Os sujeitos

Aplicamos o questionario piloto a trés duplas de alunos do curso de
Ciéncias da Computacdo de uma Universidade particular da cidade de Sao
Paulo que se apresentaram espontaneamente para participar da primeira
investigacédo. Como esse curso é semestral, os alunos que cursavam Calculo Il
estavam, portanto, no segundo semestre e ja deveria ter sido estudado o

conteudo relativo ao TFC, conforme ementa do curso (anexo 4).

O questionario foi aplicado em um unico encontro pelo periodo de 50
minutos, sem intervalo. Nao haviamos antes sido professora da classe,
portanto ndo se tratavam de alunos nossos conhecidos. Contamos com a

presenca do professor, sem participacéo direta.

Para aplicacdo do questionario definitivo escolhemos uma turma de
Licenciatura em Matematica, da mesma Universidade particular de Sao Paulo,
que cursavam CDI Ill, ou seja alunos que cursavam o terceiro semestre, e o
conteudo desta disciplina ja havia sido ministrado, conforme ementa (anexo 4),
no nivel de profundidade adequada as necessidades de nossa pesquisa,

diferentemente do curso escolhido para a aplicagdo do questionario piloto.

O questionario definitivo foi aplicado a 13 duplas de alunos, no horario
normal de aulas, em dois periodos de 45 minutos, com um intervalo de

aproximadamente 10 minutos.

Contamos com a presenca do professor da turma em um papel
colaborativo, ajudando a distribuir o questionario e com a observagdo de uma
outra colega que anotou perguntas e acdes dos estudantes, além dos fatos
relevantes que viessem ocorrer durante a aplicagdo do questionario. Os
periodos de resolugdo do questionario decorreram em perfeita harmonia e

obtivemos uma boa contribui¢gdo dos alunos.
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5.3 O Questionario piloto

O questionario piloto foi composto por quatro questdes, entre as quais
constavam técnicas de integragdo, calculo da integral definida, graficos da
integral, derivadas e aplicagcédo do TFC. Com o piloto, pretendiamos verificar
como deveriamos montar o questionario final, isto €, quais questbes iriam

necessitar formulacéo a fim de alcancar os objetivos desta pesquisa.

As quatro questdes que compdem o questionario—piloto foram inspiradas

nos questionarios trabalhados por Segadas (1998).

Questao 1:

Calcular as integrais
35,2

a) [(2x° —4x—1)dx
0

b) 2, —L_dx
X
Com a Questao 1, pretendiamos verificar a aplicacdo do TFC para obter
a integral. Com o item a) pretendiamos investigar os conhecimentos
mobilizados por alunos em relacdo a resolugdo de integrais definidas, bem
como também aqueles relacionados com as técnicas para sua resolugao, isto

é, se os estudantes mobilizariam:

Com o item b) desejavamos verificar como o aluno reage frente a uma
integral cuja funcao integrada n&o esta definida em um ponto do intervalo de
integracdo. Investigariamos se o estudante percebe que a fungdo n&o esta
definida em x=0. No caso dele perceber desejamos observar se calcula
diretamente a integral e constata que ela ndo existe, ou se percebe que ela

deve expressar-se, como soma de duas integrais improprias

tl t 1 tl . 01 . tl
I—dx = J.—dx + {7dx = lim H(),:.']x—zdx + lim o J;x—zdx

e, finalmente, estudar a convergéncia de cada uma das parcelas.
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Com essa questdo, desejavamos verificar se os alunos mobilizam
conhecimentos antigos que funcionam como ferramentas para resolver a

questao.
Resumidamente, a questdo 1 nos possibilitava verificar:
Se os estudantes determinam a primitiva de uma fung&o polinomial.

Uma vez calculada a primitiva investigar se o aluno calcula a integral

proposta.

Se os alunos ao resolver a questao langcam méo da propriedade aditiva

da integral.

Se o estudante percebe que a funcao integranda nao esta definida em
x=0.

Caso perceba esse fato, queremos observar, também, se conclui
diretamente que essa integral ndo existe ou que ela deve expressar-se como

soma de duas integrais improéprias.

Se os alunos estudaram a convergéncia de cada uma das parcelas.

Se o aluno determina uma primitiva de f(x) = Lz
X

Questio 2:

Se g(x)= )j(tht determine:
3

Com a Questdo 2 pretendiamos verificar se o aluno aplicaria o TFC
diretamente, mesmo em situagbes em que pudessem facilmente encontrar a
primitiva, calculando:

2t2|x 2x? 232 2x? 18 ,
= — = —— =X

-9
21, 2 2 2 2

g(x):)j(tht =
3
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e, a partir dai, obter os resultados nos trés itens, ou se utilizariam a definicao

3 213
da fungéo g para calcular diretamente, por exemplo, g(3) = [ 2tdt = 2% =0.

3 3

Desejavamos, também, verificar se os estudantes compreenderam o
papel das variaveis x e t, bem como das fungbes g e g/, isto €, a natureza das
operacgdes integracdo e diferenciacdo, como sendo uma a inversa da outra,

obtendo:

X
g'(x)=[2tdt =2x
3

Com essa questao, também almejavamos verificar quais conhecimentos

antigos os estudantes mobilizaram para resolvé-la.

Resumidamente, pretendemos verificar com a questao 2:

2_g32

X X
Se o aluno calcula antes g(x)=[2tdt =t2| =x =x2-9 e, em

3 3

X 3
seguida, g(3) =32 -9 ou se calcula diretamente g(3) = [2tdt = [ 2tdt = 0.
3 3

Se o aluno calcula g(x), e deriva o resultado obtendo g'(x)=2x ou se
demonstram conhecer o papel das fungbes g e g’, explicitando diretamente

que nesse caso a derivada da integral de uma fungéo € a propria fungcéo ao

escrever que g'(x) = 2x. Também queriamos verificar se o papel das variaveis

t e x sdo compreendidos. (itens a e b).
Se uma vez obtido g calcula diretamente esta fungéo no ponto 3.

Se os estudantes mobilizariam conhecimentos antigos para resolver a questao.

(item c)
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Questao 3:
Dado o gréfico da fungéo f definida no intervalo [-7,5].

Considere os graficos a); b); c); d); e) abaixo.

D
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Quais dos gréficos a); b); c¢); d); e) poderiam ser o grafico da fungéo

F(x)=[* f(t)dt?

Circule a letra correspondente a resposta certa. Justifique sua escolha.

abcde

Considerando a fungéo F do item anterior quais dos graficos a); b); c);
d); e) representam a fungdo F' definida no intervalo [— 1,x]? Circule a letra

correspondente a resposta certa. Justifique sua escolha.

abcde

Com a Questdo 3, pretendiamos verificar se os alunos identificam
geometricamente e relacionam as fungbes f, F e F'. Desejamos observar se
os estudantes lancam méo de diferentes dominios que sao citados por Douady,
neste caso, os dominios geométrico e algébrico. Segundo ela é necessario que
a formulacdo de problemas envolva, pelo menos, dois dominios de forma que

possibilite meios de validagao pelo préprio aluno.

Questao 4:
As afirmacdes abaixo sdo verdadeiras. Como vocé justificaria cada um

dos resultados, partindo do se, chegando ao entéo:

X
a)se f(x)=[2tdt, entdo, f'(x)=2x;
0

X
b) se h(x) = [sentdt, entdo, h'(x) = senx;

2

y
c)se m(y)= [3dt, entdo, m'(y)=3.
—1
X
Sendo g(x): [f(t)dt e considerando os dados acima, o que vocé pode
o
dizer sobre g'(x)?

Com a Questao 4 queriamos verificar se o aluno é capaz de concluir ser

possivel afirmar que para toda fungéo continua f tem-se que:

Se g(x):)j(f(t)dt. Entéo g'(x)=f(x).
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A pergunta: considerando a fungcéo F definida no item anterior, quais os
graficos que representam a funcdo F' da questdo 3, foi colocada, como

representacdo geométrica e aqui ela se apresenta no dominio algébrico.

Com esta questéo, pretendiamos investigar, também, o saber de cada
estudante (o saber coletivo torna-se o saber de cada individuo que compde o

grupo) para que pudéssemos propor problemas.

Apresentadas as questdes com seus objetivos, agora faremos uma

analise dos resultados do questionario—piloto, questao a questao.

5.4 Os resultados da aplicagao do questionario piloto

Inicialmente, foi explicado aos seis alunos, do curso escolhido, que se
apresentaram espontaneamente para participar da primeira investigacéo, o
motivo do questionario. Foi solicitado a eles que se organizassem em duplas e

que deixassem por escrito comentarios sobre a resolu¢do de cada questéo.

Apresentamos a seguir o desempenho dos estudantes relativos ao
primeiro item da questdo 1, referente ao calculo de duas integrais. Nenhuma

das trés duplas registrou comentarios.

A dupla A determinou a primitiva da fungao aplicou a propriedade aditiva

da integral deixou de colocar o simbolo dx.

Figura 14 - Estudo piloto - Questdo 1a - Produgdo da dupla de alunos A

_l'{{kz s (g ljiaf 3.(0)

R

3 ) h)
a)j(2x' —4x—1)dx [3 _ 'ﬁf: _ XJ & . j/g )
~ Q

byt |

u'[ W

A dupla B determinou a primitiva da fungcdo sem aplicar a propriedade

aditiva da integral e deixou de colocar o sinal negativo no resultado final.
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Figura 15 - Estudo piloto - Questdo 1a - Produgdo da dupla de alunos B

3 3
: s X 2
a)j(2x2—4x—1)dx = A’ = %1 - x\\ S T ) \3)
’ = % \ 3
3 Jo
:D\\%} —}\\CD__%_:,\)K\/[% -3 :<@
% = 2

Os estudantes da dupla C determinaram a primitiva da funcéo,
calcularam a integral proposta, langando mé&o da propriedade aditiva da

integracéao.

A Questdo 1 item b) foi incluida porque a grade curricular do curso
contém o item referente ao estudo de integrais impréprias. Embora esse seja
um assunto que muitas vezes nao seja tratado no curso de Computacgao,
quisemos constatar se os estudantes mobilizavam o conceito de integral

improépria.
Segue a descrigdo dos resultados obtidos.

A dupla A explicitou que a fungdo nao esta definida em x =0, dizendo
que ela é descontinua nesse ponto, concluindo que essa integral néo existe.
Nao demonstrou conhecer que a integral poderia ser expressa como soma de
duas integrais improprias. A afirmacdo que a fungdo é descontinua pode

significar, para esses alunos que a fungéo nao esta definida no ponto.

Abaixo reproduzimos o protocolo dessa dupla

Figura 16 - Estudo piloto - Questao 1b - Produgdo da dupla de alunos A
3 ] . c v P— o T —
b)jl_:dx / NE\) plkce &m! %»eﬂk) y% wme ) V‘E%JD :0}. @gdﬁ&
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O aluno afirma que: “A integral de uma fungdo descontinua é uma
funcédo descontinua”. Esta afirmacao néo é correta, uma vez que a integral de

uma fung¢éo descontinua é continua.

A dupla B aplicou as técnicas de integracado sem indicar a percepg¢éao de

que a funcao nao esta definidaem x=0.

Figura 17 - Estudo piloto - Questdo 1b - Produgéo da dupla de alunos B

1 3 _ ) 7
b)fl?dx = S b T 1 J = -1 1 = '% +
- -4

- a1 -4 x
= é—i = (&
3 2 3/

Para essa dupla n&o parece estar evidente que condi¢cbes devem estar
satisfeitas pela fungao integranda para se poder aplicar diretamente o TFC.

A dupla C também mostrou desconhecer que a fungédo nao esta definida
em x=0, como também expressou erroneamente a primitiva da funcao

integranda, expressando:

b) j_31x1—2dx = [In x2]: [In 9 —In1]

Neste caso parece que o aluno fez uma generalizagdo abusiva da regra

da integral da funcéo f(x) 1 cuja primitiva & g(x) = In|x|+C.
X

Observamos que sO6 uma dupla mostrou perceber que a fungao
integranda ndo esta definida em um ponto do intervalo de integracdo. As
duplas A e B mobilizaram conhecimentos antigos que funcionaram como
ferramentas para resolver, ao menos em parte, a questao.

Questao 2:

Se g(x) :Iztdt determine:
3

a)g(3)= ; b)g(x)= ; ¢ g(3)=

Nenhuma das trés duplas registrou comentarios.
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Calcularam o g(x) e em seguida g'(3).

Os estudantes da dupla A, provavelmente derivaram g(x) = x?-3% ¢
com isso calcularam o g'(3) incorretamente. A dupla B derivou o resultado da

integral g(x)obtendo o g'(x)calculando diretamente esta fungéo no ponto 3.

Figura 18 — Estudo piloto - Questao 2¢ - Produgéo de dupla de alunos A

% gk 2y ar-asts

Os estudantes da dupla C derivaram o resultado g(x) obtendo o g'(x),
provavelmente ao calcular g'(3) substituiram o valor de x em g(x),

comprometendo o resultado.

Figura 19 - Estudo piloto - Quest&o 2c - Produg&o da dupla de alunos C

¥ o~
SE gx) = | ater Exe

3
3 .X
W= 30y
oa(‘)(): xa—'bl

8 a@= XN 5= Y

b) g'(x) = 2 X//.'L
Q\(ﬂ = K -9
c)g(d)= 0
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Questao 3:

Queriamos investigar se a partir do grafico da fungcdo f definida no
intervalo [-1,5] se os alunos sabiam identificar o grafico da fungcdo F como
sendo o da integral da fungdo f no intervalo definido e se conseguiriam

justificar sua escolha.

Pudemos observar que os alunos das duplas A e C ndo souberam
identificar definitivamente o grafico de F . No entanto a dupla A deu indicios de

que tentou relacionar o grafico de F com o de f, ao explicitar:

“Suponha que esse intervalo € definido por trés funcbes lineares,
continuas f. Suas integrais serdo trés equacgdes de segundo grau continuas,

dentro do intervalo definido; e que f(x)=F'(x)dx. O que nos permite indicar

duas letras a e b, como possiveis integrais de f(x)”.

Percebe-se pela descricdo desses alunos, que eles interpretaram uma
fungcdo descrita por trés sentencas como sendo trés fungbes e, além disso,
classificam como sendo linear qualquer fungdo cujo grafico é uma reta.
Também tomam a palavra fungdo como sinbnima de equagado que € uma
confusdo que observamos, ocorre com freqiéncia em nossa pratica como

professora em sala de aula.

Apesar de nao terem identificado um dos graficos como sendo a
resposta definitiva, indicaram corretamente a possibilidade de a resposta ser a)
ou b). Provavelmente se esses alunos fizessem um jogo de quadros grafico e
algébrico, observando que a integral de uma funcéo positiva € positiva, teriam

optado pelo grafico b.

71



Figura 20 - Estudo piloto - Questdo 3 - Produgdo da dupla A

a) Quais dos gréficos §); @c); d). e), f) poderia ser o gréfico da

? .

F(x) = j £(t)dt?

-l

b) Circule a letra comespondente a resposta certa. Justifique sua escolha,

@@cdef

¢) Considerando a fungéo F definida no item acima, quais os gréficos a);

b); c), d); ), f) poderia ser o gréfico F' ? Circule a letra comespondente
aresposta certa. Justifique sua escolha.
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Figura 21 - Estudo piloto - Questéo 3 - Produgéo da dupla A
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Os alunos da dupla B relacionaram o grafico de F com o de f

corretamente.
A dupla C néo resolveu a questéao.

Pelos resultados da questdo 3 verificamos que foi dificil para os
estudantes aplicar o TFC em um contexto grafico, essa dificuldade ficou mais

presente na dupla C.

Todavia precisamos considerar que esta questdo ndo € simples, ou
trivial. Contudo a mantivemos no questionario definitivo, pois o objetivo era

avaliar os conhecimentos mobilizados pelos alunos sobre o TFC.

Questao 4:

Com a Questao 4, pretendiamos verificar se o aluno pode afirmar a
X
condigdo: se g(x)= [f(t)dt, entdo, g'(x)="F(x).
0
As duplas B e C verificaram cada uma das afirmacbes dada na questao,
calculando a integral e em seguida derivando o resultado obtido.

Esse procedimento pode indicar que talvez nao tenha sido dada uma
atencdo efetiva a primeira parte do enunciado sobre serem verdadeiras as

afirmacoes.

Os estudantes da dupla A ao verificarem a afirmagdo da questédo
deixaram de encontrar uma primitiva da fungéo integranda aplicando TFC e
com isso obtendo um resultado que n&o condizia com a afirmagao inicial.

Concluindo por exemplo que a afirmacao é falsa, expressando:

X
Se h(x)= [sentdt, entdo
2

h'(x)=senx — seng

h'(x)=senx -1
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Figura 22 - Estudo piloto - Questéo 4 - Produg&o da dupla de alunos A
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Apresentamos a seguir a produgao da dupla B.

Os alunos apresentaram também um comentario discursivo (escrito na

primeira pessoa do singular).
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Figura 23 - Estudo piloto - Questdo 4 - Produgéo da dupla de alunos B

C4
o

x X
2\ PNy ,:9\ SV e op

D T s | a3 s

© v =@’ °
) X \y‘ S o (0 v W/;\ ~ — i)

G el = —cemm | = T g

Py
i o :
-

O comentario feito explicita que ndo sdo claros os papeis
X

desempenhados pelas variaveis x e t na fungdo g(x)= [f(t)dt. O que nos deu
0

indicagdo que o questionario definitivo deve tratar dessa questéao.

Os protocolos dos alunos permitem levantar as primeiras conclusdes

que se seguem:
¢ Os alunos conseguem determinar a primitiva da funcéo;

e Aplicar a propriedade aditiva da fungdo com alguns equivocos

algébricos.

O calculo de integral imprépria foi incluido porque a grade curricular do

curso contém o estudo de integral improépria
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Decidimos incluir no questionario definitivo uma funcéo definida em todo

intervalo, porém descontinua em um ponto.

Verificamos que foi dificil para os estudantes aplicar o TFC em um

contexto grafico.

Todavia precisamos considerar que esta questdo ndo € simples, ou
trivial. Contudo a mantivemos no questionario definitivo, pois o objetivo era

avaliar os conhecimentos mobilizados pelos alunos sobre o TFC.

Os papeis desempenhados pelas variaveis x e t na funcgéo
X

g(x)=[f(t)dt, nos d& indicagdo que o questionario definitivo deve tratar dessa
0

questao.

Pelas analises dos protocolos do estudo piloto nés resolvemos aplicar o
questionario definitivo a um curso de Licenciatura em Matematica, cuja carga
horaria € maior e que possivelmente o conteudo previsto possa ser ministrado

com mais énfase.

76



Capitulo 6

6 O QUESTIONARIO

Segadas, referéncia para nosso estudo, realizou sua pesquisa com
alunos de Calculo | de cursos de Matematica, Engenharia e Informatica de uma
Universidade Publica do Rio de Janeiro. Seu trabalho resultou na sua tese de
doutorado, defendida no Instituto de Educagdo da Universidade de Londres,

sob a orientacéo da professora Célia Hoyles.

No seu estudo, a pesquisadora se propbs a identificar qual a
compreensao que os alunos, ao final do curso de Calculo |, detinham quanto ao
Teorema Fundamental do Calculo e os conhecimentos envolvidos nesse

teorema.

As informagdes da pesquisa de Segadas, e os resultados do nosso
questionario-piloto forneceram os subsidios para a elaboragdo do questionario

definitivo de nossa pesquisa, que resultou composto de oito questdes.

Um dos resultados do questionario-piloto mostrou que os alunos tiveram

dificuldades em identificar o grafico da fungdo F:[a,b]—>%R dada por

X
F(x)=[f(t)dt, a partir do grafico de f. Dessa forma decidimos incluir duas
a

questdes iniciais explorando a relagao entre a integral e a area da regiao plana

sob o grafio da fungéo integranda.

Identificamos também que outro complicador para os estudantes eram
0s papéis das variaveis x e t que apareceu na definigdo da fungdo F. Assim
foram propostas trés questdes, na tentativa de explorar tais dificuldades e dar

subsidios para a comparagéo entre os graficos de F e de f.
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Decidimos também incluir uma questdo “aberta” (questdo 8), para
investigar como os alunos interpretam o enunciado do TFC, na criagdo de um

exemplo de fungéo que satisfaga as condigdes do Teorema.

Escolhemos em uma turma de Licenciatura em Matematica em uma
Universidade particular de S&o Paulo que cursavam CDI para aplicar o

questionario.

Esses alunos cursavam o terceiro semestre e haviam estudado o TFC
no semestre anterior no nivel de profundidade adequado as necessidades de
nossa pesquisa, diferentemente do curso escolhido quando da aplicacédo do

questionario piloto.

O questionario definitivo foi aplicado em dois periodos de 45 minutos,
com um intervalo de aproximadamente 10 minutos. Participaram dos trabalhos
13 duplas de alunos, no horario normal de aulas. Nado haviamos antes sido
professora desta classe, portanto ndo se tratavam de alunos nossos

conhecidos.

Contamos com a presenga do professor da turma, que desempenhou
papel colaborativo, ajudando a distribuir o questionario e com a observagéao de
uma outra colega, que anotou perguntas e acbes dos estudantes, além dos
fatos que ocorreram durante a aplicagdo do questionario. Os periodos de
resolucado do questionario decorreram em perfeita harmonia e obtivemos uma

boa contribuigcdo dos alunos.

6.1 As questdes

A seguir descrevemos as 8 questbes que compdem o instrumento da

pesquisa e 0s seus objetivos.
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Questao 1:
O grafico da funcdo dada por f(x)=—x2 +2x+ 3 esta representada

abaixo:

3
a) Calcule: j(—x2 +2x + 3)dx
0

b) Qual é o significado geométrico do resultado obtido no item a)?
c) No grafico, indique esse resultado.

Com a Questao 1, item a), pretendiamos verificar:

e Se o0s estudantes determinam a primitiva de uma funcgéo

polinomial.

e Se os alunos calculam a integral proposta, uma vez calculada a

primitiva.

e Se o0s alunos, ao resolverem a questdo, langam mao da

propriedade aditiva.

Com os itens b) e c) almejavamos verificar se os alunos relacionam a
integral com a area de regido plana, bem como se identificam tal regido e,
assim, verificar se langam mao de um conhecimento que Douady chama de
“Antigo”, levando-se em conta que para resolver um problema, o estudante
mobiliza conhecimentos adquiridos. Esses conhecimentos funcionam como

ferramenta.
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Questao 2:

Como no questionario piloto, alguns alunos afirmaram que a fungéo

f(x)= 1 € descontinua em zero, quando na verdade, trata-se de uma funcao

X2

continua mas né&o definida num ponto interior do intervalo de integracgéo,
decidimos apresentar agora uma funcao definida em todo o intervalo, porém

descontinua em um ponto.

Considere a fungdo f definida em [1,3], cujo grafico é representado

abaixo:

et
-—H—-
1 2 3

a) Observando o grafico indique o valor da integral de f no intervalo

[1,3] .
b) A expressao algébrica da funcao acima representada é:

0, se 1<x<2
1, se 2<x<3

f(x)={

Como vocé calcula algebricamente a integral dessa fungé&o no intervalo

[1,3]?
c) A funcéo f é continua?

Com o primeiro item almejavamos verificar se, sendo dado o grafico o

aluno conseguia indicar o valor da integral de f, no intervalo [1,3].
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Com o item b) desejavamos verificar como o aluno calcula a integral de
uma funcdo descontinua dada no dominio algébrico e se ele confronta o

resultado com aquele obtido graficamente.

Com o item c) pretendiamos verificar quais sdo as concepg¢des dos

alunos sobre func¢ao continua.

O objetivo da Questado 2 é verificar como os alunos reagem frente a
possibilidade de calcular a integral de uma fungéo descontinua num ponto. E
fato que uma funcéo pode ser integravel sem ser continua, enquanto que para
aplicar o TFC, é preciso encontrar uma primitiva da funcéo integranda, e se

esta for continua, tal primitiva existe.

Explicitando:

X
A funcéo F definida por F(x)= [f(t)dt, com f uma fungdo continua é
a

derivavel e, além disso, F'(x)=f(x); isto &, a derivada da integral de uma

funcdo continua nés da, essa mesma fungcdo, o que constitui a idéia

fundamental de todo o Calculo Diferencial e Integral.

Para Douady, a formulagcdo de um problema deve envolver pelo menos
dois dominios. Cada um deles serve de referéncia para o outro e sua interacao
possibilita dar significado aos conceitos que estdo em jogo. Nessa questéo a

interacao diz respeito as trocas entre os dominios algébricos e graficos.

As questbes 3 e 4 foram elaboradas com vistas a questdo 5, também

para retomar o significado geométrico da integral.

Questio 3:

Dada a fungao f(t)=0, para 1<t <2 considere agora a fungédo F dada

por F(x)=[{f(t)dt e determine:

a) F(1)
b) F(2)
c) F(x),para 1< x<2
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Questao 4:
Dada a fungéo f(t)=1, para 2<t<3, considere agora a fungao F
X
dada por F(x)=[f(t)dt e determine:
2

a) F(2)

c) F(x) para 2<x<3

d) Qual é o significado geométrico de cada um dos resultados?

Questao 5:

0,se1<t<2
Considerando a funcdo f(t)= 5¢ , observe que a funcédo
1,5€2<t<3

F(x)= j f(®)dt, pelos resultados anteriores (questdes 2, 3 e 4), expressa-se por
1

0, se 1<x<2
X—-2,8¢ 2<x<3

F(X)={

a) Esboce o grafico da fungao F.

b) Observando os gréaficos de f e F, responda se cada uma dessas
fungdes é ou ndo continua.

c) Ainda observando o grafico da fungcdo F, vocé sabe afirmar se a

funcao é derivavel?

A Questao 5 tem como objetivo verificar: a concepcao dos estudantes
sobre continuidade das fun¢des envolvidas e a relagdo entre os graficos F e
f.

Com as trés questdes pretendiamos verificar o conhecimento do aluno
X

em relagdo do significado da fungdo F(x)= [f(t)dt, bem como familiariza-lo
1

com os papéis das variaveis x e t que nela figuram.
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Para Douady, quando um aluno resolve parcialmente uma questéo, é
possivel para o professor identificar conhecimentos requeridos nos dominios

em jogo aviva-los, para que o estudante chegue a uma solugéo completa.

Questio 6:

Dado o grafico da funcédo f definida no intervalo [-1,5] e mais os gréaficos

a); b); c); d); e) a seqguir:
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Pergunta-se:

Qual dos graficos a); b); c); d); e); vocé acha que representa a fungéo

dada por: F(x) = jf1 f(t)dt . Justifique sua escolha.

Considerando a fungéo F definida no item anterior, qual dos graficos

representa funcado F'? Justifique sua escolha.

A questdo 6 € a mesma questdo 3 do questionario piloto. Com ela
desejavamos verificar, agora em um Curso onde a disciplina Calculo é dada em

maior profundidade, se os alunos:

Sabiam identificar o grafico da fungdo F como sendo o da integral da

funcdo f no intervalo definido.
Conseguiam justificar sua escolha.

Compreendiam a relagao dos graficos das funcdes F e f.

X
Explicitando: A fungcdo F(x)= [f(t)dt estd no dominio algébrico,
—1

pretendiamos verificar se os alunos, frente ao dominio geométrico,

visualizavam o seu significado.

Por exemplo:

Dado o gréfico da fungédo f (dominio geométrico).
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Em [-1,0], gréfico de f: acima do eixo dos x. Isto significa que f é ai
0
positiva, logo o numero [f(t)dt é positivo (dominio algébrico) e portanto a
-1
funcdo F é positiva. Dai decorre que o grafico de F estd acima do eixo x
(dominio geométrico) nesse intervalo. Observamos com esta analise que ficam

descartados os graficos a) e c).

1
Em [0,7] = grafico de f: abaixo do eixo x = f é negativa= [f(t)dt é
0

negativo e pela simetra do grafico de f no intervalo [-1,1], igual, em valor
0 1

absoluto a [f(t)dt. F(x)= [f(t)dt=0—= F(1)=0 = grafico de F corta o eixo
1 1

xem x=1.

2
Em [1,2] = gréfico de , : abaixo do eixo x = f & negativa = [f(t)dt &
1

negativo = grafico F esta abaixo do eixo x.

4
Em [2,4] = grafico de f: abaixo do eixo —x = f & negativa = [f(t)dt é
2

negativo —grafico F esta abaixo do eixo x. Pela natureza cumulativa da

integal, em [1,4], F é decrescente.

5
Em [4,5]=grafico de f: acima do eixo x=f é positiva = [f(t)dt &
4

4
positiva. Porém, como [f(t)df €&, em valor absoluto, significativamente maior
1

5
que [f(t)dt, o grafico de F, no intevalo [4,5] situa-se abixo do eixo X,
4

interrompendo o decrescimento anterior de F, sem que se anule.

Questao 7:

As afirmacdes abaixo sdo verdadeiras. Como vocé justificaria cada um

dos resultados, partindo do “se” e chegando ao “entdo”.
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X
a) se f(x)=[2tdt, entdo, f'(x)=2x;
0

X
b) se h(x) = [sentdt, entdo, h'(x) = senx;

2

y
c)se m(y)= [3dt, entdo, m'(y)=3.
—1

X
Sendo g(x)= [f(t)dt e considerando os dados acima, o que vocé pode
0

dizer sobre g'(x)?

Com a Questéo 7, esperavamos verificar se o aluno pode afirmar que:

se g(x) = [f(t)dt, entdo, g'(x) = F(x).
0

O fato de os alunos terem explicitado, no questionario-piloto, que nao

sdo claros os papéis desempenhados pelas varidveis x e t na funcao

X
F(x)=[ftdt, levou-nos a trazer essa questdo para o questionario definitivo,
0

uma vez que foram incluidas outras que procuram explorar tais papéis.

Questio 8:

LIMA (1976, p. 256) apresenta o Teorema: “Dada f : [a,b] - R continua,
existe F:[a,b]—> R derivavel, tal que F'=f". Em seguida denomina de

Teorema Fundamental do Caélculo o seguinte: “Se uma funcgéo integravel
b

f :[a,b] - R possui uma primitiva F : [a,b] > R, entdo [f(x)dx =F(b)-F(a)”.
a

a) Em sua opinido, porque esse teorema chama-se Teorema

Fundamental do Calculo?

b) Vocé pode dar um exemplo de uma funcéo definida em um intervalo

[a, b] que ndo satisfaca o teorema?
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O objetivo da Questao 8 foi verificar quais condicbes devem satisfazer a

funcdo f para que se possa aplicar o TFC. Desejamos investigar se os

estudantes identificavam corretamente, as condi¢ées contidas no enunciado

do teorema .

6.2 Analise dos dados coletados

Para fazer analise dos dados obtidos com a aplicagdo do questionario,
optamos pela formatacdo de quadros. Para cada questdo, elaboramos um
quadro em cuja parte superior figuram as perguntas e na inferior as respostas.
A primeira coluna exibe os cddigos que designam as duplas (A1 até A13), as

trés colunas seguintes referem-se as respostas dadas pelos estudantes.

Na analise da Questédo 1, adotamos a seguinte legenda:

S: para indicar as duplas que determinaram a primitiva da funcéo,
calcularam a integral proposta uma vez calculada a primitiva e chegaram a

resposta correta,

B: (item a) para indicar as duplas que iniciaram corretamente o calculo
da primitiva, porém cometeram erros durante o processo, ndo chegando ao

resultado correto.

S* (item c) para indicar que o aluno explicitou duvidas ao concluir a

questao.
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Quadro 1 — Tabulagdo dos resultados da Questéo 1

Questio 1

O grafico da funcao dada por f(x) = —x2 +2x+3 esta representada abaixo:

Item a

ltem b

Item c

Calcule

Qual o significado

Duplas 3 i btid Indique no grafico esse
de alunos I(—xz +2x +3)dx geometrico oblido no resultado.
! item a?
S S’
A1 S O resultado geométrico | Produgéo do aluno
obtido é a area figura 29
S S S
AD O valor obtido
representa a area
sobre o gréfico.
S S S
A3 Que a area do ponto
(0,0) ao (0,3) é igual a
9 u.a.
S S S
Ad Area
S S S
A5 Area do grafico no
intervalode 0 a 3
S S S
A6 Area do grafico no
intervalode 0 a 3
B S S
3 , 3 3 Area do grafico no
A7 (f)_ X“dx + !)ZXdX + (j)3dx intervalode 0 a 3
2 2
—3?+2'3 +3.3=21
S S S
A8 Area
S S S
A9 Area
B S S
3 2
A10 —XT+2X +3xg+C Area

=27 +9+9=45u.a

88




B S S*
3 2 Area no intervalo de 0 | “Porque néo pinta para
A11 j(_ 3) +2.3+3- (J;(+ 3) a 3 baiXO.”

=9+6 =15u.a

B S S
X 2x*P Areaentre 0 a 3
A12 3 2
3
:—%+32:£+9:18
B S S
3 X3, Calculo da area no
A13 L XA +C intervalode 0 e 3

=-9+9+3+C=3+C

Apresentamos a seguir a avaliacdo do desempenho dos estudantes

relativo ao item a):

Analisando a produc¢ao da dupla A7, pudemos observar que foi aplicada

a propriedade aditiva, porém, ao determinar a primitiva da fungdo g(x) = —x? a

dupla deixou de somar uma unidade no expoente, determinando, o resultado

da integral incorreto.

Figura 24 — Questéo 1 a - Produgéo da dupla de alunos A7.

3
a) Calcule j(—x: +2x+3)dx ;

K(%lom J le S € 5\5 Ay
9 0

2 0
,3“(-“_7'/7-—5# 3.2 72+ 5¢9 =21

Apesar de ndo terem chegado ao resultado correto verificamos que
esses estudantes sabem determinar a primitiva da fungdo como também

calcular a integral; possivelmente houve uma distracdo ao determinar a

primitiva da funcéo g(x) = —x2.

A dupla A11 nado langou mao da propriedade aditiva da integral, também

nao determinou a primitiva da fun¢do. Analisando o protocolo dos estudantes,
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observamos que eles substituiram os limites de integracao na fungdo dada sem
determinar a sua primitiva, grafando um sé limite em cada parcela da fungao
polinomial. A substituicdo da variavel pelos limites de integragdo foi um fator

complicador, a ponto de eles ndo buscarem uma primitiva.

Figura 25 — Questdo 1 a - Produgéo da dupla de alunos A11

a)jCaIcu|e j(—x2 +2x+3)dx
AP B
JF3)2.3343) 0{[7&3)

Ac Q‘}G | :JSM,A

A dupla de estudantes A12 nao apresentou o resultado correto, porém
verificamos pelos seus protocolos que ao calcular a primitiva da constante
cometeram um engano grafando zero, o que pode indicar equivoco com a

derivada de uma constante.

Figura 26 — Questdo 1 a - Producéo da dupla de alunos A12

3
a) Calcule [(—x" +2x+3)dx

+f *\%Tﬁ P 13438

3 3

A dupla de alunos A13 determinou a primitiva da funcédo. Eles
explicitaram a utilizagdo da propriedade aditiva da integral, e expressaram x em
vez de 3x, como sendo a primitiva da constante g(x)= 3. Verificamos que foi
apresentada a constante arbitraria em sua resposta. E possivel que os
estudantes saibam determinar a primitiva de uma fungdo como também

calcular a integral, e que nao tivessem atentado para a constante 3.
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Figura 27 — Quest&o 1 a - Produgéo da dupla de alunos A13.

a) Calcule .f(—xz +2x+ 3)dx
i( XS_\_f\(_ 44()+C
.0 3
-3+9 43 +C
12 +Q

O protocolo da dupla de estudantes A10 indica que os alunos
determinaram a primitiva, ndo fazendo explicitamente uso da propriedade

aditiva e ndo observaram o sinal negativo do numerador da primeira parcela

3
. . - X
desconsideraram o denominador, ao calcularem g(x) = 3 no ponto 3.

Figura 28 — Questdo 1 a - Producéo da dupla de alunos A10

3
a) Calcule j(—x3 +2x+3)dx

- %,»faxlg’w
3
&449-\-% 345U.a.

De acordo com a fundamentagdo tedrica, consideramos que esta
questao néo envolvia qualquer conhecimento novo para o aluno. Entretanto as
duplas de estudantes A7, A10, A12, A13 ao determinarem a primitiva de uma
funcdo cometeram alguns enganos prejudicando o resultado final. A dupla de

alunos A11 mostrou desconhecimento em relagcdo a determinagéo da primitiva.

Tomando no Quadro 1 o relato dos estudantes relativos ao item b) da
Questao 1 verificamos que para eles o calculo de area de figuras planas pode

ser feito por integragao.

As duplas de estudantes A1 e A11 relacionaram a integral com a area de
regiao plana, porém ao identificar tal regido mostraram desconhecimento de

que a regido plana em questdo estava limitada pelo grafico de f, pelas retas
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x=0, x=3 e o eixo dos x. Relatamos no Quadro 1 a observagéo deixada
pelos estudantes. Na figura 29, a indicagdo incorreta da regido, apresentada
pela dupla A1.

Figura 29 — Quest&o 1 ¢ - Produg&o da dupla de alunos A1

Iy

4.01

- -fo

De acordo com a fundamentacédo tedrica a resolugédo desta questdo
envolve conhecimentos matematicos (determinacdo da primitiva, célculo da
integral, propriedade aditiva, simplificacédo de fracdo) que sao aplicados como

ferramentas explicitas.

No Quadro 2, referente a Questdo 2 a primeira coluna exibe os cddigos
das duplas de alunos e as trés colunas seguintes referem-se as suas

respostas.

Adotamos a seguinte legenda:

S: para indicar que o aluno expressou o valor da integral de f (item a);
que calculou a integral, no dominio algébrico, de uma funcdo descontinua e
confrontou o resultado com aquele obtido graficamente (item b); que as

respostas dos alunos sobre a continuidade da fungéo estéo corretas (item c).

B: para indicar que os estudantes iniciaram o calculo da integral de f,
porém cometeram erros durante o processo nao chegando ao resultado

correto.

B* (item a) para indicar que o aluno explicitou que o valor da integral € &

(vazio).
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B** (item c) para indicar que a resposta da dupla, sobre continuidade,
ndo esta correta ou respondeu que a fungdo néo € continua, sem justificar, ou

gue nao se lembrava.

B*** (item b) para indicar que calcularam algebricamente a integral
interpretando a fungdo no intervalo [1,2] de x e a fung&o no intervalo [2,3]

f(x)=x+1.

B**** (item b) para indicar que calcularam o valor da integral
geometricamente.

N: para indicar que as duplas n&o resolveram a questao.

E: para indicar que o aluno exibiu processos equivocados.

Quadro 2 — Tabulagdo dos resultados da Questao 2

Questao 2
Considere a fungao f cujo grafico é representado abaixo:
ye—
[T 23
Item a Item b ltem c

A expresséo algébrica da fungéo

acima representada é:
Observando o

Duplas de | grafico indique o Afuncao f é
alunos valor da integralde | f(x ) = {0’ se T<x=<2 continua?
f no intervalo [1,3]. 7, se 2<x<3

Como vocé calcula algebricamente
a integral dessa fungéo?

B* B‘k** B**
Ovaloré D porque |2 3 x22 x? 3 3 7 Nao é continua
A1 o0 segundo o {X+£X+7:71+?+X2:§+§:5 como mostra o
gréfico, a fungéo gréfico
nao tem area
S
AD S S Nao, ha uma

descontinuidade
no ponto x=2.
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S S B**

A3 Nao, pois ha
intervalos entre
uma e outra

S B**** B**

Ad A=bh=1ua Nao

E B**** B**

?x.dx:x—2+cs_‘gfi A=1.1=1m? Sim
A5 3 2 , |2 2

5

T2

S N B**
A6 Nao
A7 S S S

S B**** B**
A8 A=[? -1 Sim

S S B**
A9 Nao

S B**** B**
A10 1m> No

N S B**

Indi 7( )d N&o lembro
A11 ndicou £ X)dx ,

nao efetuou

calculos.

S B**** B**
Al2 A=bh=1, NZo

B* B*** B**

O valor é 9, pois 2 3 x2 Nao, pois é

A13 de acordo com o {X + gx +1=— 2 delimitado entre 1

grafico a funcao e3
nao tem area. [i_ljJr(g__ "
2 2 2

A anadlise da Questdo 2 foi realizada observando primeiramente as

producdes dos alunos referentes aos itens a e b e em seguida ao item c.

As duplas de alunos A1 e A13 explicitaram que o valor da integral de f é

vazio porque segundo o grafico, a “funcao néo tem area”. Nos seus protocolos,

(item b), verificamos que calcularam algebricamente a integral chamando de

f(t)=x se 1<t<2 e f(t)=x+1 se 2<t<3. Talvez tenha interpretado que

em [1, 2], pelo grafico coincidir com o eixo x, a fungédo € y = x e em [2, 3] pelo

grafico ser paralelo ao eixo x e estar uma unidade acima, a fungdo é y =x+1.
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Figura 30 — Quest&o 2 - Produgéo da dupla de alunos A1.

a) Observando o gréfico indique o valor da integral de f.
0. \ewe € ¢ Trave SEomO © GREI®, A Fongdo
_ V4
NG T Ao .

As duplas A1 e A13, no item b), ao aplicarem a propriedade aditiva da

integral deixaram de colocar a diferencial dx.

Figura 31 — Questéo 2 — item b) Producgé&o da dupla de alunos A1

-

Como voceé calcula algebricamente a integral dessa fun¢do?
2 E 7”& Y g 2 &) -—-‘t /\‘? B
(X—\-S‘u—/\: . ’7:"'2"-"(—* (
3 _ 4. 3 ﬂ 3 N . 0.
-—‘X __+ Xl B _é{‘ Ai ) k > z z

A dupla de alunos A5 ao calcular o valor da integral provavelmente n&o

N |-

observou o grafico da fungéo no intervalo de [1,2] partiu para o intervalo |2,3]

denotando a funcao de x, mostrando desconhecimento para identificar a lei da

fungao a partir do grafico.

Esses estudantes aplicaram a técnica de integragcdo corretamente
acrescentando a constante C, mas talvez ndo tenham percebido que ao efetuar
o calculo da integral definida ndo é necessario colocar a constante. Fizeram a
substituicbes dos extremos superior e inferior corretamente, porém nao

chegaram ao resultado correto.

A dupla de alunos A11 apenas indicou a integral de f e ao colocar os

1
extremos de integracdo inverteu as posigdes expressando [xdx. Além disso,
2

denotaram a funcao integranda por f(x)= x, expressando desconhecimento

para identificar a funcdo sendo dado o seu grafico.

Em relacéo ao item b as duplas A4, A5, A8, A10 e A12 calcularam o
valor da integral geometricamente e ndo algebricamente conforme pedia o

enunciado, isto é calcularam a area do retangulo.
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O protocolo da dupla A4 dado a seguir, ilustra tal fato.

Figura 32 - Questao 2 - Producéo da dupla de alunos A4

b) A expresséo algébrica da fungéo acima representada é:

_ {0 selsx<2-{(<)=0
F®= 1, se 2<x<3 -((x\.

Como vocé calcula algebricamente a integral dessa 'fungéo?
Ap=b-h
Aa=(3-2) - |

An:l-\

Aa- 1 oq

De acordo com a fundamentacgao teorica, esses alunos langcaram méo de

conhecimentos antigos resolvendo a questdo no dominio geométrico.

Quanto ao item ¢ o Quadro 2 mostra que somente a dupla de estudantes
A2 deixou registrado que no ponto x =2 a fungao f é descontinua, indicando

que suas concep¢des sobre continuidade ndo estéo claras.

As duplas de alunos A1, A3, A4, A6, A10, A11, A12, A13 expressaram
as suas respostas sem o rigor necessario ou por desconhecer sobre as

concepgdes de funcado continua, conforme os protocolos a seguir.

Figura 33 — Questao 2 - Producéo da dupla de alunos A1

c) Afuncdo r é continua?

\r\o_uo €  contmaa G NPSTRA © Qemcz:;

Figura 34 — Quest&o 2 - Produgéo da dupla de alunos A3

¢) Afungdo t é continua?

ko, po;: K ndepurdh s et umo.
/N7
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As producdes dos estudantes indicam que os conhecimentos anteriores
utilizados como ferramenta, tais como o calculo de area de uma regido de
integral definida foi utilizado, porém ficou constatado que em muitas situagbes

tais ferramentas ndo foram empregadas corretamente.

No Quadro 3, referente a Questdo 3 a primeira coluna exibe os cddigos
que designam as duplas de alunos e as trés colunas seguintes referem-se as
respostas dadas pelos estudantes.

Adotamos a seguinte legenda:

S: para indicar que o aluno conseguiu determinar: a) F(1) b) F(2) c)
F(x), 1<t<2

B: para indicar que os estudantes iniciaram o calculo da integral

X
F(x)=[f(t)dt, porém cometeram erro durante o processo ndo chegando ao
1

resultado correto ou iniciaram a resolugao, mas ndo concluiram.

B* para indicar que os alunos colocaram somente o resultado sem

explicitar qualquer procedimento.
N: para indicar que as duplas n&o resolveram a questao.

E: para indicar que a dupla exibiu processos equivocados.

Convém enfatizar que as questbes 3 e 4 visam subdisiar a compreensao
do significado da fungdo F, principalmente no caso de ser ela definida por
mais de uma sentenca, fornecendo assim ferramentas para a resolugdo da

questao 5.
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Quadro 3 — Tabulagdo dos resultados da Questéo 3.

Questéao 3
Dada a fungéo f(t)=0, para 1<t <2, considere agora a fungdo F dada por

F(x)= )j(f(t)dt e determine:
1

Item a ltemb ltem c
Duplas
de F(1) F(2) F(x), 1<t<2
alunos
A1 N N N
A2 S S S
A3 S S S
A4 S S S
A5 S S S
S S B
2 2
A F(x) = [ £yt =[ f(x)dx
1 1
E E E
A7 1 2 2
F(1)=[tdt = [1dt =t F(2)=[f(t)dt F(x)=t+[f(t)t
1 1 1
B* B* B*
A8 F(1)=0 F(2)=0 F(x)=0
A9 S S S
A10 S S S
B* B* N
A11 _ [ #(t)dt = [ odt = 2
F(1) gf(t)dt £Odt 0x+C F(2) = {f(t)dt
B* B* B*
A12 F(1)=0 F(2)=0 F(x)=0
A13 S S S

A dupla A6 resolveu corretamente os itens a) e b) e no item c) colocou 2
e ndo x como limite superior da integral. Substituiu a variavel t por x, mas

deixou de empregar f(t) =0 para obter F(x)=0.

A dupla A7 cometeu equivocos na resolugédo da questdo. Tal fato pode

revelar uma dificuldade dos alunos em calcular a integral da funcao f(t)=0,
para 1<t < 2. No entanto, eles perceberam o significado de F(x), ao colocar

no limite superior da integral os numeros 1 e 2 respectivamente quando se

pediu para calcular o valor de F(71) e F(2), porém ao integrar a fungcdo no
intervalo [1,1], substituiram a fungao f(t) por t, eliminando os limites de

integracdo, e no lugar da funcdo t foi colocado 1. Provavelmente derivaram
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f(t)=t e em seguida integraram, pois o resultado final foi t. Indicaram
2

F(2) :Jf(t)dt e ao calcular o valor de F(x) somaram os resultados obtidos
1

nos itens a) e b).

As duplas de estudantes A8 e A12 n&o explicitaram qualquer calculo,

mas expressaram corretamente o resultado dos trés itens.

A producgédo exibida pela dupla A11 apresenta desenvolvimento correto

ao calcular o valor F(1), porém nao finalizou o procedimento acrescentando a
constante C. Quanto ao item b esses estudantes indicaram o calculo de F(2),

mas nao o concluiram e ndo resolveram o item c.

As producgdes indicam que os estudantes buscaram os conhecimentos
anteriores para utilizar como ferramenta, tais como o calculo de primitivas e
conceito de integral definida, porém ficou constatado que em muitas situagbes
tais ferramentas ndo foram empregadas corretamente, principalmente no que

se refere a integral da fungéo nula.

No Quadro 4, referente a Questéo 4 adotamos a seguinte legenda:

S: para indicar que os alunos determinaram: a) F(2); b) F (g] e C)

F(x) dada, a funcdo f(t)=1, para 2<t <3, deram significado geométrico a
cada um dos resultados.

B: para indicar que os estudantes iniciaram o calculo da integral

X
deF(x)=[f(t)dt, porém cometeram erro durante o processo ndo chegando ao
2

resultado correto ou iniciaram a resolugao, mas nao concluiram.

B* para indicar que os estudantes colocaram somente o resultado sem

efetuar qualquer procedimento.
N: para indicar que: as duplas ndo resolveram a questéao.

E: para indicar que os alunos exibiram processos equivocados.
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Quadro 4 — Tabulagdo dos resultados da Questéo 4.

Questao 4
Dada a fungéo f(t)=1, para 2 <t < 3, considere agora a funcdo F dada por

X
F(x)=[f(t)dt e determine:
2

ltem a Item b ltem c ltemd
Duplas 5 Qual é o significado
de F(2) F (E) F(x), 2<t<3 | geométrico de cada um
alunos dos resultados
A1 N N N N
A2 S S S N
S S S S
A3 Os resultados representam
area
S S S S
Ad Area
S S S S
Significado geométrico é
A5 sua correspondéncia com
a area do grafico montado
para as integrais.
N N N N
A6
N N N N
A7
S S S S
A8 A area
S S S S
A9 Area
A10 S S S N
S S S S
A11 Area
B B N N
2
A12 F(2)=f2dt=2t| g9 )|_5
(@)=] F( 2) >
A13 S S S S

Todos determinam area

resolveram a questdo 4, assim como

Considerando as produgdes da

dupla de alunos A1 notamos que nao

também nao resolveram a questéao 3,

indicando dificuldade em interpretar o significado da funcdo Fou nao

disposicéo para realizar a tarefa. J&4 os estudantes da dupla A6, que haviam

resolvido satisfatoriamente a questao 3, ndo resolveram esta questao 4.
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Os estudantes das duplas A2 e A10, de acordo com os seus protocolos,
resolveram as questbes 3 e 4, porém ndo responderam qual o significado
geométrico dos resultados obtidos, indicando que possivelmente nao

relacionaram a integral com o calculo de area de uma regiao plana.

A dupla de alunos A12, no item a, apresentou o calculo da integral
substituindo o limite superior por 2 quando se pedia para calcular o valor de

F(2), porém substituiu a fungcdo f(t) por 2, concluindo que F(2)=2t. Com

este resultado “generalizou” que F(g) =gt e nao resolveu os demais itens.

Comparando a resolugdo das questbes 3 e 4 feitas por esta dupla
percebemos que nao realizaram calculos na questéo 3, tendo colocado apenas

o resultado.

Na questdo 4 as produgdes indicam que os estudantes buscaram
conhecimentos anteriores para utilizar como ferramentas, porém estas nao

foram empregadas corretamente. Sobre o significado geométrico de F(x),

esses alunos explicitaram algo que dificulta nossa conclusao a respeito de eles
terem ou ndo a compreensdo do significado da integral. Das treze duplas de
estudantes que resolveram o item d), sete duplas produziram respostas
corretas.

Figura 35 — Questéo 4 - Produgéo da dupla de alunos A12.

/ -
4) Dada a fung&o f(t) =1, para 2 <¢t=<3, considere agora a funcéo F dada

por 17-(x) = j' () dt e determine:

a) F(2) -

or(3)

5~

c)F(x), para 2=x=<3

d) Qual e o significado geométrico de cada um dos resultados?

Unn  constnie o Ged Flc
Ay
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No Quadro 5, referente a Questao 5 adotamos a seguinte legenda:

S: para indicar que os estudantes:

Esbogaram o grafico da fungéo F .

A partir dos graficos de f e F, responderam se cada uma dessas

fungdes é ou ndo continua.

Sabem afirmar se a fungéo F é derivavel.

B (item a) para indicar que os alunos esbogaram o grafico da funcdo F,

porém nao fizeram corretamente.

C (item a) para indicar que os alunos efetuaram calculo de integragéo

em relacao a fungao f e ndo esbogaram o grafico da fungéo F.

B* (item b) para indicar que a concepc¢ao da dupla sobre continuidade

nao € compativel com a definigdo matematica ou que ela respondeu que a

funcao n&o é continua sem justificar ou explicitou “n&o lembro”.

B** (item c) para indicar que a concepgdo da dupla sobre funcgéo

derivavel ndo é compativel com a definicdo matematica.

N: para indicar que as duplas n&o resolveram a questéo.

E: para indicar que os alunos exibiram processos equivocados.

Quadro 5 — Tabulagéo dos resultados da Questéo 5.

Questio 5

Considerando a fungéo f(t)= {

0,se1<t<2
1,52 <t<3

pelos resultados anteriores, expressa—se por:

0,se1<x<2
F(x)=
X-2,8¢2<x<3

X
, observe que a funcéo F(x)=[f(t)dt,
1

ltem a ltem b Item c
Observando os graficos de | Ainda observando o
Dupla Esb i . ~ R
s de S oce~o grafico f e F, responda se cada grafico Qa funcao F, vocé ,
da fungéo F uma dessas fungdes é ou | sabe afirmar se a fungéo é
alunos - N .
ndo continua? derivavel.
N N N
A1
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B*
F é continua, f &

S
N&o,em x=2

A2 descontinua no ponto
x=2.
S B* B**
A3 F é continua Sim, é derivavel, pois é
continua.
S B* N
A4 F n&o é continua f é Nao fez a questao
continua
S B* N
f n&o é continua, pois ndo | N&o lembramos
A5 ha uma “ligagcéo” entre
elas.
F é continua, pois ha uma
“ligacdo das funcdes”.
C N N
2
[f(t)at=0
1
3
A6 [F(t)t =1
2
1
[f(t)dt =
1
S B* B**
A7 F é continua Sim
f n&o é continua
A8 S B* B**
Ambas s&o continuas Ambas sdo derivaveis
A9 N N N
a0 | N N N
A1 | S B’ B* .
N&o é continua A funcao é derivavel
B B* B*
A12 (protocolo do aluno | N&o sao continuas Nao é derivavel
figura 36)
S B* S
A13 Nenhuma das duas N&o é derivavel no ponto

fungbes é continua no
ponto x =2.

X=2.

quaisquer dos itens desta questao.

O Quadro 5 mostra que as duplas A1, A9 e A10 ndo realizaram

Comparando os protocolos destes alunos referente as questbes 3 e 4

com a questdo 5, notamos que a dupla A1 também n&o resolveu nenhuma

dessas questdes, mostrando desconhecimento sobre o significado da funcao
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F(x) como também, concepg¢des sobre fungdo continua e derivavel

inadequadas. Lembramos que as questbes 3 e 4 visam subdisiar a
compreensao do significado da fungdo F, principalmente no caso de ser ela
descrita por mais de uma sentenca, fornecendo assim ferramentas para a
resolucao da questéo 5. Ainda assim, para os estudantes das duplas A9 e A10,
provavelmente, as ferramentas utilizadas naquelas questées como: calculo da

integral, significado da funcdo F(x), ndo os ajudou, pois ndo foram utilizadas

na resolucao da questao.

A dupla A6 nao esbocgou o grafico de F, mas esbogou dois célculos de
integracdo, um dos quais, errado. Esses calculos sdo supérfluos, uma vez que
a expressao algébrica de F é dada no enunciado da questéo. Pelo protocolo
dessa dupla referente a Questdo 3, parecia indicar que esses estudantes

haviam entendido o significado F(x), porém, nao fizeram as Questdes 4 e 5.

Tal situagdo nos leva a questionar a nossa interpretacdo em relacao aos seus

conhecimentos e sobre o entendimento das ferramentas por eles utilizadas.

A producédo da dupla A12 indica que, esses alunos ao esbogar o grafico
da funcdo F, cometeram equivocos. Estando a fungcdo F representada no
dominio algébrico, a passagem para o dominio geométrico acarretou
dificuldade.

Figura 36 — Quest&o 5 - Producédo da dupla de alunos A12

a) Esboce o gréfico da fungéo F.

{
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Os protocolos apresentado pelas duplas de estudantes A1, A3 até A13
indicam que a nog¢ao sobre continuidade nao é clara. Possivelmente, para
essas duplas de alunos o conceito de continuidade em um ponto ndo esta
institucionalizado. Com o propoésito de ilustrar esta afirmacéo, reproduzimos a
resposta da dupla de estudantes A5: f ndo é continua, pois ndo ha uma

“‘ligagédo” entre elas. F é continua, pois ha uma “ligagéo das fungdes”.

Somente uma dupla de alunos a A2 demonstrou conhecimento sobre
continuidade, reproduzimos sua resposta: “F € continua, f € descontinua no

ponto x =2"”. Isto talvez se deva a sua boa leitura dos graficos das fungdes.

Figura 37 — Questéo 5 - Producao da dupla de alunos A2

selst=<2

L2y’ DO gt A finghc

Siconsidondo o urgso f{f}={

F(x}:ff{:}d:, pelos resultados anteriores, expressa - se por

F)= 0, se 15;.@:‘2
x-2,5¢ 2<x s3

5 a) Esboce o gréfico da fungio F.

¢) Observando os gréficos de f e F, responda se cada uma dossas
fungdes & ou nfo continua.,
e Wl mun

g MR G’Muﬁ o @ovko X= 9,

- ¢) Ainda cbservando o grifico da fungao F, vocd sabo-afirmar se a funglo &
derivével?

Nk-:}. om X =2 |

No Quadro 6, referente a Questéo 6 foi adotada a seguinte legenda:

105



S: para indicar que o aluno identificou o grafico que representa a fungéo

X
dada por F(x)= [f(t)dt, assim como, qual representa a funcdo F' justificando
1

sua escolha.

B: para indicar que a dupla de estudantes fez sua escolha, mas néo a

justificou.
B*: para indicar que a dupla de estudantes fez sua escolha justificando.

C*: para indicar que a dupla de estudantes analisou o0 comportamento da

funcéo f nos intervalos [-1,7], [1,2] e [2,5], mas nao fez sua escolha.

C**: para indicar que a dupla de estudantes analisou a fungéo f nos

intervalos [-1,7], [1,2] e [2,5], fizeram a escolha e justificaram.
N: para indicar que as duplas n&o resolveram a questéo.

E: para indicar que o aluno exibiu processos equivocados.

Quadro 6 — Tabulagéo dos resultados da Questé&o 6.

Questao 6
Dado o grafico da fungado f definida no intervalo [-17,5]

e mais os graficos
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pergunta-se:

Item a

Item b

Quais dos graficos a); b); c¢); d); e) vocé

Considerando a fungao F definida no

Duplas | acha que representa a funcdo dada por: | item anterior.
de X Quais dos gréaficos a); b); c); d); e)
alunos F(X)'Lf(t)dt? representam a fungdo F'?
Justifique sua escolha Justifique sua escolha.
A1 N N
c* S
A2 Nenhum, calculando o valor de f(x) no
intervalo dado nao ha grafico que
represente os valores obtidos.
A3 N N
S S
Escolheu o grafico b) Escolheu o grafico d)
A4 Pois a fungdo Fé a integral de f,
quando deriva F ela fica igual a fungdo
f.
S N
Escolheu o grafico b)
AS Unico que apresenta x—1=0
(Protocolo do aluno figura 38)
B SeB
A6 Escolheu o grafico a) Escolheu o grafico d)
A7 N N
S B
A8 Escolheu o grafico b) Escolheu o gréfico c)
Pois, quando y =0, x=1
A9 N N
A10 N N
N N
A11 (N&o Lembro)
B B
A12 Escolheu o grafico a) Escolheu o grafico b)
B B
A13 Escolheu o gréfico c) Escolheu o grafico c)

Figura 38 - Questao 6- Produgéo da dupla de alunos A5

Pergunta-sa:

®

‘a) Quais dos graficos a); b); ¢); d) ; @) vocd acha que representa a fungo dada

por: F(i)-jf(‘)ﬁf"?.jmtl'lquemeom."
]

qlf'ﬁﬂ}-ﬂ"‘!"‘“l" x-2=0
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Os alunos da dupla A2 ndo souberam identificar o grafico de F. No

entanto essa dupla deu indicios de que tentaram relacionar o grafico de F com

o de f, conforme exibido no protocolo.

Eles interpretaram a fungédo f descrita por trés sentencas como sendo
trés funcgbes: f(x)=-2x,f(x)=-2,f(x)=x—-4.

A dupla A2 calculou a integral de cada fungdo, cometendo um equivoco

ao integrar f(x)=-2x, como mostra sua producdo. Possivelmente se essa

dupla realizasse o jogo de quadros entre o grafico e algébrico, observando que

a integral de uma funcao positiva € positiva, teria optado pelo grafico b.

Figura 39 —Questao 6 - Produgédo da dupla de alunos A2

b4

2) | PGI=—2< e)
) FGO= —253 LGe)= X =<
32 N 20 7
5) FGe) = —2x ’\(:‘ /
C—) F(l()—_ _%?—— <’)£ N Tl‘? \ 1.0 20 3f07 4.0 75‘
. o) | (%)==

-Pergunta-se:

‘a) Quais dos gréaficos a); b), c); d); e) vocé acha que representa a fungdo dada

por: Fo) =? f()dt? yustifique sua escolha.
e ﬁ(x) no  inlevalo papo

JAloszt OBl o)

NENHY M, ecllewlbanns o valoc

N AL GuTFloo QUG ﬁs;ﬂﬂas:a% Os

b) Considerando a funcao F definida no item anterior.

Quais dos graficos a); b); ¢); d) ; e) representam a fungdo F' ?Justifique sua

escolha. ) .
@) %ra*\aw d, Pols veresgmia 0 mmesmo gralsee 43 Lemgio ‘!'Ul)l N

we  QEW < JW-

Observamos que os alunos da dupla A2 ao fazerem o estudo da fungéo

f, possivelmente perceberam que no intervalo [— 1,1] trata-se de uma funcgéo

decrescente, que integrada, resultava numa funcdo do segundo grau cujo

grafico seria uma parabola com concavidade para baixo. Provavelmente,
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usaram esse raciocinio nos intervalos [1,2] e [2,4], mostrando que

compreendiam a relagao dos graficos das fungdes F ef.

Os estudantes da dupla A2 e A4 ao nomearem quais dos graficos
representam a fungdo F' optaram pelo grafico d, indicando que para essas
duplas é claro que a integracdo e a derivagdo sdo operagbes inversas. Os

alunos da dupla A2 aplicaram corretamente o TFC em um contexto grafico.

Os estudantes da dupla A4 fizeram uma analise do grafico da fungéo f
nos intervalos [-1,1], [1,2], [2,4] provavelmente interpretando como sendo uma

funcao descrita por trés sentencas apesar de néo terem explicitado isto.

Os estudantes da dupla A4 realizaram jogo dos quadros grafico e

algébrico e optaram pelo grafico b).

Figura 40 — Quest&o 6 - Produgao da dupla de alunos A4

Pergunta-se:

‘a) Quais dos graficos a); b); ¢); d) ; e) vocé acha que representa a fungdo dada

por: F(x) = If (H)dt ? yustifique sua escolha. )
|

?)- hy I"Y\)M\w&ﬂ [-\ |‘\) Vo dar umo ‘de\)&a\ Jde umtandode paves begso
Yo m!qu&b(\\ﬂ vai dor V& rehs decrmante
o inkvelo (9"") Vi day  vwag Vqra(llﬂtu di encandady poyo amA
b) Considerando a fungéo F definida no item anterior.
Quais dos gréaficos a); b); c); d) ; e) representam a fungio F’.?Justifique sua

escolha.

D). PD‘) a {\n\f.a\) F¢ a mkam‘l de {,K\vwﬂt‘o a,w\'vq F Lo f"cq \'Suo& LY FLMQ&B ’Q

Relativamente ao item a os alunos da dupla A5 e A8 optaram

corretamente pelo grafico b), explicitaram: “Pois, quando y =0, x=1".
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A dupla A5 néo resolveu o item b) e a dupla A8 escolheu o grafico c)
sem justificativa, possivelmente por dificuldades para interpretar o significado

das fungbes F e f.

As duplas de estudantes A12 e A13 deram indicios de que fizeram uma
escolha aleat6ria, sem justifica, indicando desconhecimento da relagao entre

integracéo e derivacgao.

Com a Questao 6, que envolve concepgdes de integracao e derivagéo e
a relacao entre elas, as produgdes dos alunos indicaram, que as ferramentas
nao foram bem utilizadas, todavia, como ja mencionamos, devemos considerar

gue a questao nao € simples nem trivial.

Por isso foi reconfortante observar que uma quantidade razoavel de
alunos apresentou discussdes corretas sobre a interelacdo entre derivagéo e
integracao explorando o quadro gréfico.

No Quadro 7 referente a Questao 7 € adotada a seguinte legenda:

S: para indicar que o aluno concluiu os resultados corretamente e

completou o item b satisfatoriamente.

B: para indicar que a dupla de estudantes verificou cada uma das

afirmacdes dos itens da questéo, concluindo e completando corretamente.

B*: para indicar que a dupla de estudantes verificou cada uma das
afirmagdes dos itens da questdo, ndo concluiram ou nao completaram

corretamente.
N: para indicar que as duplas n&o resolveram a questéo.

E: para indicar que os alunos exibiram processos equivocados.
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Quadro 7 — Tabulagdo dos resultados da Questéo 7.

Questéao 7
As afirmagbes abaixo sdo verdadeiras.
Como vocé justificaria cada um dos resultados, partindo do se e chegando no entéo:

X
l)se f(x)=2tdt, entdo, f'(x)=2x;
0

X
ll) se h(x)= | sentdt, entdo, h'(x)=senx;
2
y
) se m(y)= | 3dt, entdo, m'(y)=3.
4

O que vocé conclui destes resultados

ltem a ltem b
X

Dupla A . Complete: g(x)= [f(t)dt,, entdo,
s de O que vocé conclui destes resultados 0
alunos g'(x)= ,
A1 N N

B B
A2 Que derivando uma Integral, obtém a ' _

funcéo primitiva. g'(x)=1(x)
A3 N N

. B

A |B g'(x)=f(x)
A5 B B

Derivada da Integral é sua primitiva g'(x)="f(x)

. B

A6 |B g'(x)=f(x)
A7 N N
A8 N N

B B
A9 g'(x)=f(x)
A0 | N N
A1 | N N

S S
A12 Dif iai Int is sdo funcod /

inlvcz:igglals e Integrais sdo fungdes 9'(x) =f(x)

S S
A13 Quando integro e derivo volto na oy

primitiva g'(x)=1(x)

Os resultados chamam a atenc¢ado para o fato de 6 duplas ndo terem

respondido a esta questdo. No entanto isto ndo deve causar surpresas se
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analisarmos a natureza abstrata das questdes, como também o modo que se
apresenta o enunciado. Este requer certo grau de abstracéo e o item b uma
enorme “generalizacao”, a partir de trés exemplos tinhamos consciéncia disso,
mas mesmo assim resolvemos manter esta questado do piloto, na expectativa

do que seria respondido.

As duplas de alunos A2, A5, A9, verificaram cada uma das afirmagdes
feitas na questdo, calculando a integral e em seguida derivando o resultado
obtido. Observamos que esse procedimento também ocorreu com as duplas A
e B do questionario piloto, podendo indicar que talvez ndo tenha sido dada a
devida atencé&o a primeira parte do enunciado, em que se afirma que sé&o
verdadeiras as afirmacgdes e também porque esse tipo de procedimento é muito

mais visual do que esta sendo proposto.

A dupla A2, ao ler o enunciado da questdo, fez uma retificagdo no

enunciado expressando a sua duvida.

Figura 41 — Questao 7 - Produgéo da dupla de alunos A2.

7) As afirmagdes abaixo séo verdadeirasc.z Como vocé justificaria cada um dos

resultados, partindo do se... e chegando no entéo...
?
I) se f(x)= .ﬁ 2de, entdo, £ (x)=2x; \/
©

Il) se h(x) = _[sentdt, entdo, A'(x) = senx; \/

1905
1}

¥y
) se m(y) = j3dt, ento, m'(y) =3. ’\/
-1

a) O que vocé conclui destes resultados?

g.ue. se &QVN&«\&Q d¥Y 3 ‘_QNAQW;\, oLA’B'»M-sg, a !,umg‘ia (,r\vm\—w;

b) Complete: g(x):j'f(t)dt, entdo, g'(x)= dx).

As duplas A4 e A6 também verificaram cada uma das afirmacdes feitas,
calculando a integral e em seguida derivando o resultado obtido. Esse fato
aconteceu também com outras duplas, o que reforca nossa observacao

anterior sobre o enunciado.
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X
Os estudantes A4 e A6 no item b) ao completar que “Se g(x)= [f(t)dt,
0

entdo, g'(x)=f(x)”, indicaram compreender que a derivacdo e a integracao

séo fungdes inversas.

Figura 42 — Questéo 7 - Producao da dupla de alunos A4.

7) As afirmagdes abaixo sdo verdadeiras. Como vocé justificaria cada um dos

resultados, partindo do se... e chegando no entéo...
E[y\:ﬁ],(% Kl: g\xl\
Z 4y —

") m*]fl m X T - oo
2

) se f(x)= IZrdt, entdo, f(x)=2x;

Il) se h(x) = j sentdt, entdo, h'(x) = senx;

NN [‘/\\ = X

N

-1

) se m(y) = Jadt, entdo, msy=3. +6)= 3] = 3y*3~m'lyl=3

a) O que vocé conclui destes resultados?

b) Complete: g(x) =,«’I' f(©)dt, entdo, g'(x)= f(ﬂﬁ)

Com a questao 8, desejavamos oferecer um espacgo para que os alunos,
se quisessem, pudessem opinar sobre a “fundamental” relacdo entre a
derivada e a integral. Além disso, desejavamos verificar se os alunos
percebiam as condicbes que uma fungcéo f deve satisfazer para que o TFC

seja valido.

Os protocolos das duplas A2, A5, A12, A13 indicam que os estudantes
tém a concepgéo de que a relagéo entre Integral e derivada é a pedra angular
do Calculo Diferencial e Integral. As demais duplas de alunos nao resolveram a
questdo. Quanto ao item b) somente a dupla A13 explicitou um exemplo de

uma fungao definida em um intervalo [a, b] que nao satisfazia o teorema.
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Figura 43 - Questdo 8 - Produgdo da dupla de alunos A13

8. LIMA (1976, p. 256) apresenta o Tecrema : .

“Dada 1 :[a,5] » Rk continua, existe F:[a,5]—» R derivével, tal qua F '= 1™,
Em seguida denomina de Teorema Fundamental do Célculo o seguints:

*Se uma fungio integrével s :[a,b]— Rpossui uma primitiva F:[o,5] - R,

v ontSof 76)ck = )~ Fl)”

n) Emwaoﬂi!&:mmm»m Teorema Fundamental
do Célculo?

b) Vocé pode dar um exemplo de uma fungo definida em um intarvalo
; [2, b] que nfo satisfaca o tecrema?

(9(?*39\@0 € & UM TMRORIANTE r&anehg

0t € G = WU AOR
EnVoluvE » Relix'ero e uTRE A DER

& ;‘JTegRﬂl_
a
@ A
o
\

Entendemos que esses alunos mobilizaram conhecimentos antigos que

funcionaram como ferramentas para responder a pergunta.

Somente quatro duplas das treze que participaram da nossa pesquisa,
ao ler a definicdo do TFC, explicitaram conhecimento sobre a relagdo entre a

integral e a derivada, fazendo uso dessa ferramenta.

Os dados coletados nesta investigacao demonstram que os obstaculos
dos estudantes para compreender o TFC estdo relacionados com uma
incompleta mobilizacdo das no¢des de derivada, integral e continuidade, uma
vez que utilizaram apenas parcialmente estes conhecimentos para a solucao

das questdes apresentadas.
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Capitulo 7

7 CONCLUSOES

Esta pesquisa teve como finalidade fazer uma investigagdo sobre os
conhecimentos mobilizados por alunos que estudaram o Teorema Fundamental
do Calculo. O TFC foi escolhido porque é um dos tdépicos mais importantes
ensinados no Calculo, estabelecendo a ligacdo entre os conceitos de

diferenciagéo e de integracgéo.

O estudo das dissertacdes, teses e outras pesquisas em Educacgéo
Matematica que abordam as dificuldades existentes na disciplina de Calculo
nos nortearam nas escolhas que fizemos durante o desenvolvimento e
construgdo do trabalho. Entre essas pesquisas ressaltamos a de Segadas
(1998) intitulada “Students’ Understanding of the Fundamental Theorem of

Calculus: An exploration of definitions, theorems and Visual Imagery”.

Escolhemos investigar questdes relacionadas a esse tema, motivada
pelos trabalhos desenvolvidos no nosso grupo de pesquisa o G2, intitulado
“Matematica do Ensino Superior: Didatica do Ensino do Calculo®, que, como o
préprio nome indica, desenvolve investigagdes a respeito do ensino de Calculo
e, em particular, sobre o Teorema Fundamental do Calculo. Por ocasido do
desenvolvimento de nosso trabalho, duas outras pesquisas estavam em
andamento sobre esse assunto: um deles dedicava-se sobre a investigacao
sobre as representacdes de professores a respeito do Teorema Fundamental
do Calculo, a outra refere-se a uma investigacéo sobre as representagcbées do

Teorema Fundamental do Calculo em livros didaticos.

Nossa pesquisa fundamentou-se nos pressupostos teoricos contidos na

dialética ferramenta-objeto e nos jogo de quadros de Douady (1987). De
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acordo com Douady, manipular objetos matematicos em varios contextos ou
quadros pode favorecer o processo de construgdo do conhecimento desses
objetos. Segundo ela, um quadro constitui-se de objetos de um ramo da
Matematica, de relagdes entre eles, de suas formulagdes e de imagens mentais
que o individuo associa aos objetos. O jogo de quadros sdo mudangas que o
docente faz e que visam fazer o aluno avangar nas etapas do estudo e, em
conseqiéncia, evoluir suas concepgdes. A dialética ferramenta-objeto € um
processo de varias fases, pelas quais o aluno precisa passar, para resolver um

determinado problema e adquirir um conhecimento.

No instrumento proposto aos alunos, fizemos uso dos quadros
geométrico e algébrico e também das ferramentas explicitas e do novo

explicito.

Para atingir nossos alvos utilizamos um questionario como instrumento

de pesquisa.

Trabalhamos com dois grupos de alunos. Fizemos previamente um
questionario piloto que foi aplicado a 3 duplas de alunos que ja haviam
estudado o Teorema Fundamental do Calculo e faziam o curso de Ciéncia de

Computagao.

O questionario definitivo foi aplicado a um segundo grupo, formado por
13 duplas de estudantes que também haviam estudado o TFC e faziam o curso

de Licenciatura em Matematica.

Realizamos uma analise qualitativa dos dados coletados. Com relagéo

aos objetivos que buscavamos investigar, que eram respectivamente:

a) Se os estudantes identificam que a derivada da integral € a funcao

integranda:

Os protocolos permitiram concluir que os alunos conseguem determinar
a primitiva da funcéo e aplicar a propriedade aditiva da integral apresentando
algumas vezes alguns equivocos algébricos. Permitem também, concluir que
sabem como derivar a integral e verificar que derivada da integral é a funcao
integranda. No entanto essa relagéo fica evidente no dominio algébrico, mas

quando mudamos para o dominio geométrico, muitos estudantes nao utilizam
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0os conhecimentos contidos nas representagdes para a solugdo das questdes
apresentadas, o que pode significar que eles dominam apenas parcialmente

estes conceitos.

b) Se os estudantes identificam que a integral (indefinida) da derivada de

uma fungéo é a prépria funcéo:

Os registros dos estudantes mostram que, para maioria, o entendimento,
da idéia fundamental do Calculo Diferencial e Integral, ou seja da relagao entre
integral e derivada (a derivacdo da integral indefinida de uma funcao continua
resulta na mesma fungéo) é parcial quando mudamos do dominio algébrico

para o geométrico.

c) Se os estudantes identificam que a integral de uma fungéo resulta do
calculo da diferenga entre o valor de uma primitiva dessa fungao no

limite superior e no limite inferior de integracéo:

A maioria dos estudantes buscou conhecimentos anteriores como
ferramenta, em calculo de primitivas e conceito de integral definida, porém
constatamos que em muitas situagdes tais ferramentas ndo foram empregadas
corretamente, o que confirmam as conclusdes anteriores que o conceito de

derivagédo, integracéo e continuidade ndo estavam totalmente construidos.

d) Se os estudantes identificam que a derivacdo e integracdo sao

operacgoes inversas:

Foi possivel verificar que para maioria dos alunos a derivacédo e a
integracdo séo operagdes inversas, porém foram identificadas dificuldades na

visualizacao e interpretacédo geométrica, confirmando as conclusdes anteriores.

e) Verificar de que maneira os alunos manipulam os conceitos
relacionados ao TFC, tais como: a continuidade e a diferenciagao,

etc.:

As analises mostraram que alguns dos obstaculos dos estudantes para
compreender o TFC estdo relacionados com os conceitos de continuidade,
derivada, integral, pois mobilizaram apenas parcialmente os conhecimentos.

Podemos concluir que, para alguns estudantes, o calculo da primitiva de uma
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funcdo polinomial ndo traz dificuldades, mas percebemos variados erros nos

procedimentos de calculo.

No questionario piloto havia uma questdo sobre o calculo de uma
integral impropria, que foi incluida porque essa nogao estava prevista na grade
curricular do curso. Sé uma dupla de alunos mostrou perceber que a funcao
integranda ndo esta definida em um ponto do intervalo de integracdo. As
duplas de estudantes ndo demonstraram conhecer que a integral poderia ser
expressa como soma de duas integrais impréprias. Alguns expressaram tratar-
se de uma fungdo descontinua. Tal afirmacéo pode significar, para esses
alunos que a funcdo nado esta definida no ponto. Tratava-se de uma funcao
continua nao definida num ponto interior do intervalo de integracdo; decidimos
incluir no questionario definitivo uma fungao definida em todo o intervalo, porém
descontinua em um ponto, para verificar a mobilizacdo do conceito de
continuidade e pudemos inferir a partir das concepg¢des dos alunos que esse

conceito merece atengao no ensino.

As produgbes indicam também que, embora os conhecimentos
anteriores tenham sido utilizados como ferramenta, tais como o calculo de area
de uma funcdo e o calculo de integral definida, em muitas situagdes tais

ferramentas ndo foram empregadas corretamente.

De uma forma geral, pudemos verificar que a maioria dos alunos
apresentou dificuldade para solucionar questées em que a simples visualizagao

de um grafico faria com que n&o necessitassem desenvolver longos algoritmos.

Ao lerem a definicho do TFC somente quatro duplas das treze
envolvidas nesta pesquisa demonstraram conhecimento sobre a relagcdo entre
a integral e a derivada fazendo uso dessa ferramenta.

Os resultados encontrados podem também estar associados a habitos
dos estudantes, que tendem a nao focar a aten¢ao aos aspectos conceituais do
teorema, apenas memorizando o algoritmo dos procedimentos sem, todavia

refletir sobre a sua aplicabilidade.

A dialética ferramenta-objeto bem como o jogo de quadros de Douady

mostrou-se um poderoso e eficiente instrumento para nossas analises.
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A pesquisa aponta para algumas questdes que merecem estudos mais

aprofundados, como por exemplo:

Quais sédo os obstaculos na aprendizagem de um conceito matematico

guando se estuda o Teorema Fundamental do Calculo?

Ao desenvolvermos nossa pesquisa pretendiamos também motivar a
reflexdo de pesquisadores e educadores, e assim estimular a busca da
compreensao dos fendmenos que interferem na aprendizagem do Calculo

Diferencial e Integral.
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Anexos

Anexo 1 - Questionario — Piloto

As quatro questbes que compdem o questionario foram inspiradas nos questionarios
trabalhados por Segadas (1998).

Questao 1: Calcular as integrais

3
a) [(2x? —4x—1)dx

a) 9(3)=
b) g'(x)=
c) g'3)=

Questao 3: Dado o grafico da funcado f definida no intervalo [-1, 5]

t/




Considere os graficos a); b); ¢); d); e) abaixo.

a) b)

i : ; —a

. X
Qual dos graficos a); b); ¢); d); e) poderia ser o grafico da F(x) = [f(t)dt?
-1

Circule a letra correspondente a resposta certa. Justifique sua escolha.

abcde



Considerando a fungédo F definida no item anterior quais dos graficos a); b); c); d); €) que

representa a fungao F'? Circule a letra correspondente a resposta certa. Justifique sua
escolha.

abcde
Questao 4: as afirmagdes abaixo sdo verdadeiras, como vocé justificaria cada um dos
resultados, partindo do se... e chegando no entdo...

X
a) se f(x)=[2tdt, entédo, f'(x)=2x;
0

X
b) se h(x)= [sentdt, entdo, h'(x) = senx ;
2

y
c)se m(y)= [3dt, entdo, m'(y)=3.
-1
X
Sendo g(x)= [f(t)dt e considerando os dados acima, o que vocé pode dizer sobre
0

g'(x)?



Anexo 2 - O Questionario

Curso: Semestre: Data /]

1. O grafico da fungéo dada por f(x) =-x? +2x+3 esta representada abaixo:

3
a) Calcule [(—x2 +2x+3)dx.
0

b) Qual ¢ o significado geométrico do resultado obtido no item a)?

¢) No grafico, indique esse resultado.

2. Considere a fungéo f cujo grafico é representado abaixo:

5
—
1 2 3

a) Observando o grafico indique o valor da integral de f.

b) A expresséo algébrica da fungcéo acima representada é:

0, se 1<x<2
1, se 2<x<3

f(x):{

Como vocé calcula algebricamente a integral dessa fungéo?

c) A fungéo f é continua?



3. Dada a fungéo f(t)=0 para 1<t<2, considere agora a fungdo F dada por
X

F(x)=[f(tpt e determine:
1

a) F(1)
b) F(2)
c) F(x),para1<x<2

4. Dada a funcgédo f(t)=1, para 2<t<3, considere agora a fungdo F dada por

F(x)= )j(f(t)dt e determine:

c) F(x), para 2<x<3

d) Qual é o significado geométrico de cada um dos resultados?

0,se1<t<2

5. Considerando a funcéo f(t):{1 se2<t<3’
] <t=

observe que a fungdo F(x)=[f(t)dt,

\ — X

pelos resultados anteriores (questdes 2, 3, 4), expressa - se por

F = e penea

a) Esboce o grafico da funcéo F.

b) Observando os graficos de f e F, responda se cada uma dessas fungbes € ou nao
continua.

¢) Ainda observando o grafico da fungéo F, vocé sabe afirmar se a fungéo é derivavel?

6. Dado o gréfico da fungéo f definida no intervalo [-1,5] e mais os graficos a); b); c); d);

€) a sequir:




Considere os graficos a); b); ¢); d); e) abaixo.

a) b)

o + —a

Pergunta-se:

a) Qual dos graficos a); b); c); d); e) vocé acha que representa a fungcdo dada por:

X
F(x)= [f(tyt? Justifique sua escolha.
1

b) Considerando a funcdo F definida no item anterior.

c¢) Qual dos graficos a); b); c); d); e) representa fungdo F'? Justifique sua escolha.

Vi



7. As afirmagbes abaixo sé&o verdadeiras. Como vocé justificaria cada um dos resultados,

partindo do se... e chegando no entéo...
X
[) se f(x)=[2tdt, entdo, f'(x)=2x;
0
X
Il) se h(x)= [sentdt, entdo, h'(x) = senx ;
2

y
Ill) se m(y)= [3dt, entdo, m'(y)=3.
-1

a) O que vocé conclui destes resultados?

b) Complete: g(x) = )j(f(t)dt, entdo, g (x)=
0

8. LIMA (1976, p. 256) apresenta o Teorema:

“Dada f: [a,b] — R continua, existe F : [a,b]—> R derivavel, tal que F'=f".
Em seguida denomina de Teorema Fundamental do Calculo o seguinte:

“Se uma fungdo integravel f:[a,b] > R possui uma primitiva F:[a,b]—> R, entdo
b

[f(x)dx = F(b)-F(a)”.

a

a) Em sua opinido, porque esse teorema chama-se Teorema Fundamental do Calculo?
b) Vocé pode dar um exemplo de uma fungéo definida em um intervalo [a, b] que ndo
satisfagca o Teorema?

Vii



Anexo 3 — Termo de Compromisso

Campus Marqués de Paranagua -PUC -SP
Programa de Estudos Pés-Graduados em Educacdo Matematica
Mestrado Académico

TERMO DE COMPROMISSO

Este termo tem como objetivo esclarecer os procedimentos de nossa pesquisa,
principalmente no que tange a utilizagcado dos dados nela coletados.

O material coletado, as atividades realizadas, as transcricbes e os registros
escritos, servirdao de base para pesquisas. Os nomes dos sujeitos citados nas
transcricdes, assim como nos registros escritos, serdo trocados por pseuddnimos,
preservando suas identidades em sigilo. As demais, as pesquisas que utilizarem o
material coletado n&o seréo feitas mengao a Instituicdo onde o sujeito leciona ou
estuda.

As informagbes provenientes da analise desse material poderdo, ainda, ser
utilizadas pelos pesquisadores em publicagcbes e eventos cientificos.

Sao Paulo, de 2006.

Prof. Gracia Maria Catelli Anacleto
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Anexo 4 - Ementa disciplinas de Calculo Il do Curso de
Licenciatura de Matematica e Ciéncias da Computacao

Ementa das disciplinas de Calculo Il do Curso de Licenciatura de Matematica e Ciéncias da

Computagéo, fornecida pela universidade em que a pesquisa foi realizada.

Plano de Ensino
Atualizado em: 15 de setembro de 2006.

1° Semestre/ 2007

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL I
100.1289.3

Matematica

04 aulas

04 aulas

28

GERAIS: Proporcionar aos alunos condigdes para
compreender conceitos fundamentais de Calculo assim como
desenvolver a competéncia técnica para discutir e descobrir
diferentes maneiras de solucao de problemas.
ESPECIFICOS: Estudar conceitos de integral indefinida e
integral definida, as técnicas de integracao e as aplicagdes
geométricas e fisicas.

Primitivag&o - Integral indefinida. Integral definida. Aplica¢des.
Técnicas de integragéo. Calculo de areas, volumes e
comprimento de arcos. Coordenadas polares.

Aulas tedricas expositivas e aulas com listas de exercicios.

No decorrer do semestre serao realizadas 4 provas (P, ,P2,
Ps; e P4), e no final, a prova de avaliagao final (PAF).

A média final sera: MF = 0,3 (P1+ P3) + 0,3 (P, +P4) + 0,4
PAF.

O critério de aprovacao sera de acordo com o Ato 6/2001 da
Reitoria.




e Primitivacdo. Conceito de integral indefinida. Aplicacao
a cinematica.

e Conceito de integral definida como limite de Somas de
Riemann. Interpretacdo geométrica. Propriedades.

e Teorema Fundamental do Calculo e aplicacdes. Areas
e volumes.

o Técnicas de integragdo: integragao por substitui¢do,
integracao por partes, integrais trigonométricas,
integracéo por substituicdo trigopnométrica, integragcéo
por decomposi¢céo em fragdes parciais.

e Aplicagbes das integrais definidas ao calculo de areas,
volumes e comprimentos de arcos.

e Coordenadas polares: Calculo de areas em
coordenadas polares. Calculo de comprimentos de
arcos em coordenadas polares.

Basica:

STEWART, J., Calculo. 5.ed. Sao Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2006, v.1.

STEWART, J., Calculo. 5.ed. Sdo Paulo: Pioneira Thomson
Learning, 2005, v.2.

Complementar:

GUIDORIZZI, H. L., Um curso de calculo. 5.ed. Rio de
Janeiro: Livros Técnicos e Cientificos, 2004.

LEITHOLD, L., O calculo com geometria analitica. 3.ed.
Sao Paulo: Harbra, 1994.

SIMMONS, G. F., Calculo com geometria analitica. Sao
Paulo: Pearson Education, 1988.

SWOKOWSKI, E. W., Calculo com geometria analitica. Sao
Paulo: Makron Books, 2000, v.1.

SWOKOWSKI, E. W., Calculo com geometria analitica.
2.ed. Sao Paulo: Makron Books, 1994, v.2.



PLANO DE ENSINO DO CURSO DA CIENCIA DA COMPUTAGAO

Disciplina: Calculo Diferencial e Integral Il Etapa: 2
Créditos: 3 Carga Horéria: 3 Teoria: 3 Pratica: 0
Objetivo

Estudo do conceito de integral de funcdes de uma variavel real, técnicas de
integracfio e aplicacbes a problemas geométricos envolvendo curvas
parametrizadas mergulhadas nos espacos R e R™.

Ementa
Integral indefinida. Técnicas de integracdo. Integral definida. Curvas
parametrizadas. Aplicacdes de integracdo a Curvas.

Metodologia
Aulas tedrias e de exercicios.

Contetdo Programatico

1. Integral indefinida
1.1. Definicdo de integral via limites
1.2.  Teorema fundamental do calculo

2. Técnicas de integragao
2.1,  Integracéo direta
22 Integracdo por substituicdo de variaveis({inclusive trigonometrica)
2.3, Integracdo por partes
24 Integracéo de funcdes racionais via fracdes parciais
25 Integrais improprias

3. Integral Definida
3.1, Integral definida de Riemman
3.2, Interpetacao geométrica de integracio

4. Curvas parametrizadas 2
41. Curvas paramétricas em R%e R?
472, Parametrizacdo por comprimento de arco
43. Curvas em coordenadas polares

5. Aplicacdes de Integragdo a Curvas
51. Areas entre curvas
52. Comprimento de arco de curvas
53 Area e volumes definidos por revolucio de curvas
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