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RESUMO

Em 1929 Alfred Tarski escreveu o artiQoConceito de Verdade nas Linguagens For-
mais 0 qual apresenta a questdo sobre a atribuicAweddade’. Sua hipotese € que
‘verdade’ ou ‘falso’ ndo sao predicados de coisaas atributos de expressées — mais
precisamente deentencasPor isso Tarski constréi um modo de predicarseagéutos
sem chegar a uma auto-referéncia contraditériawmradverdade’, ou o ‘falso’, é e ndo
é predicado ao mesmo tempo: o uso de uma linguéwemal e da metalinguagem para
essa linguagem formal. O presente trabalho temjetiab de explicitar a Teoria Tarski-
ana de Verdade. Uma geral exposi¢ao prévia nadungém desta dissertacdo mostra a
limitacdo da definicdo para as linguagens natu@isorpo central deste trabalho € de-
dicado uma analise cuidadosa, minuciosa e exaudtiveorpo principal do artig®
Conceito de Verdade nas Linguagens Formalizag8as 83 (até o Teorema 7), esclare-
cendo os pontos principais, para situar-se cont dgmte do que era para Tarski o sig-

nificado semantico da palavra ‘verdade’.

PALAVRAS CHAVE: Tarski, conceito tarskiano de vedeaefinicdo de sentenca ver-

dadeira, verdade em linguagens fornalizadas, mgtaigem.
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ABSTRACT

In 1929 Alfred Tarski wrote the pap&he Concept of Truth for Formalized Languages
which presents the question to respect use corafefituth”. His hypothesis is that
‘truth’ or ‘false’ are not predicates of things,thattribute for expressions — more pre-
cisely of sentences. So Tarski constructed a wapréach these attributes without
reaching a self-reference contradictory in that'theh’ or the ‘false’ are not predicated
the same time: the use of a formal language andlamguage for this formal language.
This paper aims to explain the Tarskian Theory nftil. A previus exposure in the
general introduction of this paper shows the litiota of the definition for natural lan-
guages. The body of this paper is devoted carefallyais, thorough and comprehensive
part of the artcle The Conceopt of Truth in Formedi Languages, 82 and 83 (Theorem
7), clarificity the main points to be locasted psety at what for Tarski the semantic
meaning of the word ‘truth’.

KEY-WORDS: Tarski, tarskian concept of truth, trsentence definition, truth in for-
nalizeds languages, metalanguage.



INTRODUCAO

A SOLUCAO SEMANTICA DE TARSKI

Em As Viagens de Gullivede Jonathan Swift, quando Gulliver esta no pais d
Liliput, o rei do pais ordena a seus delegadosfagsm um inventario dos objetos que
Gulliver carrega. Ao cumprirem as ordens, os delegdescrevenos objetos ao invés
de nomeé-losisso porque ndo ha na lingua liliputiana palapas “pistola” ou “relo-
gio”, por exemplo. Eles descrevem assim apgmte de cabelo$(...). Na algibeira di-
reita, havia uma grande maquina chata, armada eotes muito compridos que pare-
ciam a palicada que ha em volta do palacio de Sajadtade. (...\"

Por que para Gulliver o termo “pente de cabelestVia bem, mas para os lilipu-
tianos o melhor era usar a expressao “maquina deatientes compridos como palica-
da"? O mais interessante é que dificilmente alguéntordaria que dizgrente de ca-
belosé o mesmo que dizemdquina chata de dentes compridos como palichtis to-
dos concordam que se referem ao mesmo objetorésa k& livro). Assim, no caso do
pente de Gulliver, 0 nome do objeto ndo remetesarigio feita dele, nem a descricado
ao nome.

No universo da linguagem e da logica por trasrdis;des linguisticas esse é
um problema de dificil solu¢ao: conciliar aquileegtireferido com a referéncia. Em ou-
tras palavras € dar a linguagem base epistemol@gi@aconseguir inserir o sinal de i-
gualdade (“=") entre os termos “pente de cabelo$h&quina chata de dentes compri-
dos como palicada”; além disso, dizer em que c@edi¢sso € possivel, se nao for im-

possivel. Da4-se o nome ‘semantica’ a essa empresa.

A semantica cientifica de Tarski
Quando Tarski se propdem resolver o problema fiai¢lo de verdade, ele esta

ciente da maioria das tentativas anteriores as teteresumo bastante pratico de seu

! SWiIFT, JONATHAN; As Viagens de GulliverColecadClassicos Jacksgvol. XXXI, 1950.
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projeto pode ser lido effihe establishment of Scientific Semantipsiblicado pela pri-
meira vez em 1936, do qual muitos pontos ele expandoutro artigo, o de 1944, inti-
tuladoA Concepcdo Semantica da Verdade e os Fundamemt®srdantich onde trata
também dos mesmos temas que@@onceito de Verdade nas Linguagens Formaliza-
dasde 1935, mas de modo mais simples e menos té@uaca facilitar o acesso a seu
trabalho por pensadores que nao tinham conhecingenlidgica e/ou da lingua para le-
rem a versao em alemaad primeiro passo de Tarski € dizer o que ele eetpodse-
manticae dar sua posicdo quanto as causas que fizeraar fad projetos semanticos
anteriores.

Tarski (TARsKI, A.; [1983a], p.401) entendeeménticacomo a totalidade das
consideracOes a respeito dos conceitos que expressaexdes entre expressoes da lin-
guagem e 0s objetos e estados de coisas referdts gxpressdes. No seu artiger-
dade e Demonstracide 1969 ele entende semantica como “aquela pattgita que,
informalmente falando, discute as relagfes entre@bgetos linglisticos (tais como sen-
tencas) e aquilo que é expresso por esses objdtesski, A.; [2006] p.206.). Ele a-
ponta (TARSKI, A.; [1983a], p.401) como exemplo de conceitos seit@adenotacao,

satisfacdce adefinicdo Como exemplo, d4 as seguintes senténcas

(1) A expressao ‘o vencedor de Jena’ denota Napple

2 TARSKI, A.; [1983a], The Establishment of Scientific Semantiond ogic, Semantics, Metamathematics
— papers from 1923 to 1938egunda Edicdo, Hackett Publishing Company, Eyp01-408. Este arti-
go é resumo da comunicacao feita no Congressaatiemal de Filosofia Cientifica, em Paris, 1936. A
tigo em polonés: “O ugruntowaniu naukowej semaritydin Przeglad Filozoficzny.39 (1936), p.50-7.
Artigo em alemdo: “Grundlegung der wissenschaftlitisemantik”, eni\ctes Du Congres International
de Philosophie Scientifique.3 (Actualités Scientifiques et Industrielles3®0), Paris, 1936, p.1-8. Exis-
te uma traducdo para o portugusEstabelecimento da Semantica Cientifita ARsKI, A. [2006]; A
Concepcao Semantica da Verdade — Textos Classicdaiskj Cezar Augusto Mortari e Luiz Henrique
de Araujo Dutra, orgs., Editora UNESP, Séo Paybal40-156.
% Titulo original: The Semantical Conception of Truth and the Forniuist of Semantici Philosophy
and Phenomenological Research, 4, 1944, p341-3&8&eNrabalho usaremos a traducdo portuguesa em
TARSKI, A.; [1990].
“ Esse artigo de Tarski foi publicado em 1969 nistawde divulgacao cientifica norte-americ&uenti-
fic Americanpara tornar de dominio comum algumas de suasdmragsibes basicas sobre a semantica.
Trata-se de um resumo bem pouco profundo de ss@s peincipais.
> Em TARSKI, A.; [1990], p.80-81, Tarski apresenta os seguistesnplos para explicar as mesmas idéi-
as:

- A expressao “o pai deste pais” designa (denota)rgedVashington;

- a neve satisfaz a fungéo proposicional (a coali¢x € branco”;

- a equacédo “2x = 1" define (determina univocamend nimero %.
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(2) A neve satisfaz a condicéo ‘x € branco’;
(3) A equacdo %= 2’ define (determina univocamente) a raiz cGlicaimero

Apés apresenta o conceito dgerdadetambém como um conceito semantico
(TARSKI, A.; [19834a], p.401.)*O conceito deverdadetambém — e isto ndo € comumen-
te reconhecido — deve ser incluido aqui, pelo memossua interpretacéo classica, se-
gundo a qual ‘verdadeiro’ significa 0 mesmo querespondente a realidade™.

Apesar da importancia que os conceitos semangEogre tiveram na filosofia,
l6gica e filologia, quando aplicados acabaram puelar insustentaveis os projetos se-
manticos que se pretendiam. O resultado foi untisetb quanto a possibilidade da
construcdo de uma semantica. Tal ceticismo seofund fato de que tenha falhado to-
da tentativa de caracterizar de modo mais preasmoteddos desses conceitos. Apesar
de tais conteudos serem claramente identificAveinguagem coloquial (todos sabe-
mos apontar uma verdade, apontar uma denotac¢dicaetonsequéncia da nocao vaga a
respeito de que coisa exatamente é a verdade,otagéaq, etc., levaram sempre a cair
em antinomias e paradoxos as discussdes ondecessestos apareciam. O mais famo-
so deles é o Paradoxo do Mentiroso, mas s6 paiaungpouco do lugar comum, ve-
jamos um problema de denotagdo muito curioso etiiee o Cachimbo de Magritte
gue nédo pode ser classificado como paradoxo, nues e tomado como upuzzlevi-

sual:

Ceci neent nas une fufie.

Figura 1 —Isto ndo € um cachimb®&ené Magritte, 1928

Ha livros escritos sobre esse quadro para queseesgotar a discussdo em bre-

ves linhas, mas vamos a charada. A ‘figura de oaodii pode
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1 - denotar a si prépria;

2 - denotar o cachimbo real comprado nas tabacarias.
Por sua vezipe pode

a - denotar a si proprio;

b - denotar o cachimbo real comprado nas tabacarias.

Podemos reduzir a senterugi n'est pas une pigeforma genérica

X n'est pasy

onde no lugar d& escrevemos oli ou2 e no lugar dg escrevemos oa oub. Assim

teremos os seguintes casos:

| —1n’est pasa
Il -1 nest pash
Il — 2 n’est pasa
IV —2n’est pash

Ora, (I) é verdadeira, pois uma figura ndo é untavpa; (II) é verdadeira, pois uma fi-
gura nao € um cachimbo real; (lll) € verdadeiras pm cachimbo real ndo € uma pala-
vra; (IV) é falsa, pois um cachimbo real € um cadio real. Notamos que a sentenca é
falsa unicamente quando algum de seus termos (twwsanméo sdo auto-referentes,
guando denotam objetos distintos de si proprioseiNanto, ndo se pode decidir, exceto
se soubermos a intencao de Magritte. Assim, amsgat® quadro de Magritte ndo pode
ser decidida entre verdadeira e falsa. Faltam nmgbes que sé a estrutura simples da
lingua e a denotacdo como intuitivamente a pensamadisguagem coloquial ndo con-
seguem fornecer. Em outras palavfaka rigor.

Tarski aponta a causa da dificuldade: os conce#agnticos tém carater relati-
vo e devem sempre estar relacionados a uma lingupg#icular. A linguagerda qual
falamos nao precisa ser aquetaqualfalamos. O erro foi fazer a semantica da lingua-
gem na proépria linguagem, como se so existisselnta linguagem. A analise das di-

versas antinomias, paradoxopwzzledinguisticos revelam que os conceitos semanti-
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cos ndo podem estar na linguagem a qual eles agomhm e, principalmente, que a
linguagem que contém sua propria semantica € istente (BRsKI, A.; [19834a],
p.402).

Em vista disso, o projeto de Tarski para solugie@sse problema consiste em
lancar os fundamentos de uma semantica cientifisa.s6 € possivel caracterizando de
maneira precisa 0s conceitos semanticos e estahdleam modo que néo levante ob-
jecoes logicas e que seja materialmente adequaddtikrar tais conceitos. Para isso
Tarski (TARsKI, A.; [1983a], p.402) reclamara o aparato l6gico modgfortemente
matematizado e por isso bastante prestativo pafaramlizagcbes das linguagens, e
procurard atender aos processos metodoldgicodfiiestatuai& O desafio que se pro-
pde édefinir verdade semanticament&omo solucédo, Tarski diz ARski, A.; [1990],
p.81):

“(...) a maneira mais simples e mais natural deroltna definicdo exata de ‘verdade’ é
uma que envolve o uso de outras no¢des semanimasxemplo, a nogéo de satisfatibilidade. E
por estas razdes que incluimos o conceito de verdae é aqui discutido entre os conceitos da
semantica, e o problema de definir ‘verdade’ regela@omo estando intimamente associado ao

problema mais geral de estabelecer os fundameatssrdantica teérica.”

O projeto de Tarski desenvolver-se-a em duasdtte descreve cada parte no

formato de um roteiro conciso e pratico de comoougsso efetuar-se-a, como segue:

Primeira Parte (preparacao do terreno)

1. Descrever a linguagem cuja semantica se quer camnstr

2. Enumerar os termos primitivos dessa linguagem aslaegras de definicdo que,
obedecidas, permitem a introducéo de novos ter&oeprimitivos;

3. Distinguir as expressodes ditas sentencas, sepales ds axiomas, e formular as

regras que derivam teoremas a partir dos axidmas.

® Alfred Tarski era uniisicalista, o tipo de pensador que cré que a fisica é o roquadrao de ciéncia e
que toda nova ciéncia deve ser um simile dos psosassados pela fisica tedrica e/ou pratica. Eiesa i
estava muito em voga no tempo em que Tarski es@varientacdo de keiewski, devido a influéncia
dos pensadores do Circulo de Viena, de tendémsiialfsta.

" Neste ponto Tarski avisa que s6 é exata e clirgaagem puramente estrutural, i.e., se empregamos
nela sé os conceitos relacionados com a formareaaja dos signos e expressdes compostas da lingua-
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4. Construir a linguagem da semanticanetalinguagerh
5. Determinar as condi¢Oes que dariam um modo de essed conceitos semanti-

cos de uma forma materialmente adequada e de acomigeu uso ordinario;

Segunda Parte (o problema principal: construir usggmantica cientifica)
6. Definir os conceitos semanticos em termos de ctoxeisuais da metalingua-
gem, reduzindo a conceitos puramente l6gicos tastoonceitos da linguagem

original quanto os conceitos proprios da morfolatadinguagem.

Esse mesmo roteiro, de forma bem mais sucintaudo np artigo de 1936
(TARSKI, A.; [1983a]), aparece no artigo de 194AK$KI, A.; [1983a], pp.82-83.):

“Existem certas condi¢Bes debaixo das quais ssidemra a estrutura de uma linguagem
como estandespecificada de um modo exafgssim, para especificar a estrutura de uma lin-
guagem, temos que caracterizar de forma nao-amhiglesse daquelas palavras e expressfes
gue queremos considerar como sendo dotadas ddasdrin particular, temos que indicar todas
as palavras que decidimos usar sem as definireesguhamarttermos nao-definidogou pri-
mitivog”; e temos que dar as chamadegras de definigdpara introduzir novos termos ter-
mos definidosPara além disso, temos que estabelecer critgai@s distinguir, dentro da classe
de expressfes, aquelas a que chaméfrases”. Finalmente, temos que formular as condigBes
debaixo das quais uma frase da linguagem podafiserada Em particular, temos que indicar
todos osaxiomas(oufrases primitivay i. e., aquelas frases que decidimos afirmar geatquer
demonstracdo; e temos que proporcionar as chamegess de inferéncigou regras de de-

monstracad, por meio das quais podemos deduzir novas frassamente afirmadas a partir

gem. As Unicas linguagens que atendem isso s@oraalizadas Como o grau de precisdo de toda inves-
tigacdo semantica que se pretende em seguida degardareza e precisdo dessa descrigiia, seman-
tica das linguagens formalizadas pode ser constrygdr métodos exatod/er TARSKI, A.; [1983a],
p.402.

® Quanto a metalinguagem, Tarski é cauteloso. Hie sae o problema sera conferir & metalinguagem
um vocabulario rico. A solucéo segue a naturezéicpdar dos conceitos semanticos. De fato elesesxpr
sam relagbes entre objetos (estados de coisapressiies da linguagem que se referem aqueles @bjeto
Logo, os enunciados que expressem as propriedadesodceitos seméanticos devem conter tanto a de-
signacao dos termos para referir 0s objetos ads geaonceitos se referem, como os termos usadas p

a descricao estrutural da linguagem (que pertermemiominio da chamaduaorfologia da linguagem
sendo designacdes de expressées individuais daatiegn, de propriedades estruturais das expressdes,
das relacdes estruturais entre as expressdesnemssdiante). Assim, a metalinguagem que deveadar
base das investigacdes semanticas da linguagentdetar as expressdes da linguagem original e-as ex
pressdes da morfologia da linguagem. Além dissogtalinguagem deve conter uma reserva maior ou
menor de expressdes logicas. Ora, a questido ésabenl metalinguagem forma base suficiente ggra
investigacdes seméanticas. VexrRBKI, A.; [1983a], p.402.
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de outras frases que foram previamente afirmadasx®@mas, tal como as frases deles deduzi-
das por meio das regras de inferéncia, sdo refeddmo“teoremas” ou “frases demonstra-
veis”.

“Se ao especificarmos a estrutura de uma linguagesnreferimos exclusivamente a
forma das expressdes envolvidas, a linguagem dieidermalizada Em tal linguagem, os teo-

remas sdo as Unicas frases que podem ser afirrhadas.

Executado esse roteiro Tarski conclui gaeepbssivel construir na metalingua-
gem definicbes metodologicamente corretas e méteiate adequadas de conceitos
semanticos se e somente se a metalinguagem € dgupan variaveis de tipo légico
mais elevado do que todas as varidveis da linguageené investigada(T ARSKI, A.;
[1983a], p.406). E assim, “com isto 0 problema skalgelecer uma semantica de base
cientifica esta completamente resolvidoARBKI, A.; [1983a], p.407).

No entanto, em comparag¢@o com a longa histérised#@ntica, com as anterio-
res pretensoes e resultados da semantica, a peetéandida por Tarski impdem limites
as atuais habilidades l6gicas e filosoficas nesserdo: como a metalinguagem sé pode
ser obtida para linguagens com estruturas espasificfelizmente estas sdo ainda ape-
nas as linguagens formalizadas, isto é, plenaertie dspecto matematico e bastante ar-
tificiais se comparadas as linguagens cotidianaselacbes humanas e na qual se dis-
cute filosofia. “Contudo” — aponta TarskiARskiI, A.; [1990], p.83) —, “0 ambito de a-
plicacédo de tais linguagens [formalizadas] é basteompreensivo; somos, teoricamen-
te, capazes de nelas desenvolver varios ramo£daia;j por exemplo a matematica e a
fisica tedrica.? Assim, ‘o problema da definicdo de ‘verdade’ obtém um sengireci-

S0 e pode ser resolvido de um modo rigoroso sonpamgeaquelas linguagens cuja es-
trutura foi especificada de um modo eXdfbAarskl, A.; [1990], p.83).
Quanto as esperancas de se conseguir uma defgeg@ntica de ‘verdade’ nas

linguagens nao-formalizadas, Tarski escreveRéKi, A.; [1983a], p.407):

° Tarski acrescenta em seguida a essa passagenodgm ger imaginadas linguagens que tenham uma
estrutura especifica de um modo exato, semelharta@ais, mas nao séo formais (ndo tém o forte apa
rato matematico sustentando-as). Nessas linguagden3arski, asseverar frases pode ndo depender da
forma da frase, mas de outros aspectos até mesoilingéisticos. Tal linguagem seria util, segundo
Tarski, para traduzir os eventos empiricos prop®salgumas ciéncias e, entdo, para substitumrgaid-

gem comum no discurso cientifico.



“S6 o futuro pode definitivamente dizer se investi@ies posteriores nesse campo dardo
frutos para a filosofia e para ciéncias espectpje a semantica tera lugar na totalidade do co-
nhecimento. Mas parece que os resultados alcangadoaqui justificam um certo otimismo

guanto a isso.”

‘Verdade’ como conceito seméantico

Em 1933 Alfred Tarski escreveria seu mais famatiga O Conceito de Ver-
dade nas Linguagens Formalizadad\Nesse longo artigo, em linhas gerais, Tarski mos-
tra como nossa nocao intuitiva de verdade é peeeatbmo sO pode ser concebida com
rigor nas linguagens fortemente matematizadagronais

A nocdo de verdade é um critério que permite emasdvimento da cultura e do
conhecimento humano, dai sua importancia. No estaie no debate filoséfico ou ci-
entifico, quando tomamos por verdade qualquer tigda (ou todas as declaracdes, ou
premissas) de um argumento qualquer, ndo podemissalmendonar essa condi¢cado du-
rante todo o debate, caso contrario prejudicarisanoseréncia do discurso. Principal-
mente quando se pratica filosofia (e ciéncia emalgemdo podemos ter davida de que
aquilo que tomamos por verdadeiro continua verdadkirante a exposicao. Estabele-
cer as condi¢des da verdade € o “Santo Graal'l@sofia desde Parménides, no século
V a.C.

Na primeira parte do trabalho de 1933, Tarskiuigea longa analise das dificul-

dades de se conceituar ‘verdade’ na linguagem coduidia-a-dia.

O projeto extensional

Antes é melhor conhecer o que Tarski entendetivaniente por ‘verdade’, que
coisas, no entender dele, sdo verdadeiras.

O projeto de definicdo de verdade de Tarski € tojef extensional Tarski es-
ta imbuido dos fortes alicerces lancados por Gdtlelge (1848 — 1925) e de sua légica
proposicional inaugurada rfeundamentos da Aritmétiode 1884 (primeiro volume) e
de 1903 (segundo volume). Em 1892 Frege publicattigo Sobre o sentido e a refe-

9 Na versdo polones®&ojecie Prawdy w dzykach Nauk Dedukcyjnycpublicado pela primeira vez em
Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, WydHiahatematyczno-fizycznych, No. 34, War-
saw, 1933. A traducgdo para o aleméo apareceu @endVahrheitsbegriff in den formalisierte3pra-
chen in Studia Philosophica 1, 1935, pp. 261-4@%a BRadugdo brasileira ven®ski, A. [2006].

19



réncia onde fica estabelecido que o significado de umaessfo tem pelo mensen-
tido ereferéncia(KIRKHAM, R. L.; [2008], p.17). A referéncia € chamadad#motacdo
ou extensaala expressao. A extensao da expressd@onjunto dos objetos apontados,
indicados ou referidos por el&irkham chama derojeto extensionah tentativa apon-
tar o conjunto de objetos referidos pelo predic&dweerdadeiro”, isto é, dar a extensao
de “é verdadeiro”.

N&o é dificil compreender o conceito de extenBéi@rentes expressdes podem
ter a mesma extensdo (sfdensionalmente equivalentes extensdo de “vertebrados
com figado” é a mesma de “vertebrados com corag@&kHAM, R. L.; [2008], p.18).
Isso é til para entender uma expressao em furgaatda. Se soubermos a extensao de
A, mas nao soubermos aBemas tivermos qua e B sdo extensionalmente equivalen-
tes, teremos uma compreenséo do quesseja

Visto assim, para projeto extensionateria Util encontrar uma expressao exten-
sionalmente equivalente a “é verdadeiro”. Mas é&gpooblematico.

Kirkham (KIRKHAM, R. L.; [2008], pp.19-22) faz notar quatro pontos impo¥
tes sobre as caracteristicas das equivalénciassextais. (Conservando os exemplos

dados por Kirkham):

1- Primeiro, duas expressfes extensionalmente equieal®@do precisam ter a
mesmo grau de complexidade sintatica. Por exerf\phy, cidaddo america-
no” € extensionalmente equivalente a “nascer eriiGe@o americano e nao
ser naturalizado em nenhum outro pais”.

2- Segundo, quando express@esy sao extensionalmente equivalenteppde
ser pensado como as condi¢cdes necessarias e raigficpara algo ser Por
exemplo, ser “vertebrado com figado” € necesséasigfieiente para ser “ver-
tebrado com coracdo”. Mas “nascer em territoriorézaro e ndo ser natura-

lizado em nenhum outro pais” é suficiente para @8daddo americano”,

mas ndo necessario (porque alguém nascido nouqpede naturalizar-se

! FREGE GOTTLOB; [1892],0On sense and Referenceitschrift fir Philosophie und philosophische-Kr
tik 1000, p.25-50 (apud, IKKHAM, RICHARD L.; [2008], Teorias da Verdade — uma introducao critica
trad. Alessandro Zir, Editora Unisinos, S&o LeopplS, Brasil.)
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norte-americand}. Podemos dizer quepojeto extensionabusca pelo con-
junto das condi¢des necessarias e suficientesafgoaer verdadeiro.

3- Terceiro, as expressdes extensionalmente equiealggudem ser mais do
que apenas duas. “Vertebrado com figado”, “verthbbreaom coracdo” e
“vertebrado com rim”, por exemplo. Assim, ao fixasra extensdo de %é
podemos descobrir varios equivalentes extensioAaenalise desses equi-
valentes os coloca em uma hierarquia que distiogpee é apenas suficiente
do que é suficiente e necessario. Assim, por exemmalo ha coracao fun-
cionando sem rim plenamente funcionando, apesaader coracdo funcio-
nando com figado doente. Entéo ter rim € necessdepfigado é suficiente.
Por isso, descrever a extensdo de “vertebrado cwatd@o”’ como sendo a
dos “vertebrados com rim” é preferivel a usar ‘slerados com figado”.

4- Quarto, quando dois termos séo extensionalmenigadgutes, as sentencas
onde eles aparecem permitem certas constru¢cdesa$ogiteressantes. As-
sim, se “John tem coracédo” é verdade, entdo “Jehmfigado” também é

verdadeiro. Escrevemos:

a) John tem corac¢do John tem figado.

Isto €, “John tem coracaahplica materialmentgue “John tem figado” (di-
zemos, “se John tem coracdo, entdo tem figado”)a Mez que o conjunto
das coisas com coracgao é idéntico ao das coisasigado, entdo:

b) John tem figadal John tem coracéao.

Um principio logico diz que se duas coisas implicssrmaterialmente mu-

tua mente, entdo se equivalem:

12 Uma boa diferenca entre “necessario”, “suficierge’hecessario e suficiente” é como segue: para o
homem viver éhecessariaespirar, mas respirar nao € suficiente, poissaqeeprecisa se alimentar tam-
bém; para alguém ir ao trabalheficientetomar um dnibus, mas ele ndaecessarippois se pode ir a
pé; para o homem atarraxar um parafuse@ssariaima chave de fenda, e elalficientepara isso.
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c) John tem figade John tem coracéo.

onde =" pode ser traduzido por “se e somente se”. Visgina, 0 projeto

extensional seria o de preencher a lacuna da se@firmacéao:

d) xé verdadeire

O projeto extensionabai buscar um equivalente material a afirmacéae Yer-
dadeiro” (KRKHAM, R.L.; [2008], p.22.). Mas esse equivalente ndo pantder a pala-
vra “verdadeiro” (pois resultara em ser uma andiseular improdutiva). Nao pode
conter um termo que exija que antes se saiba @ geedadeiro (assim, a express#o “
nao é falso” ndo servira, pois para sabermos @&dakso precisamos saber o que é ver-
dadeiro. Além disso, a lacuna deve iséormativoem relacdo ao programa mais amplo
gue motivou a busca pela analise extensional dertadeiro”, isto é, deve trazer como
arcabouco as concepcgdes semanticas por tras daig@ks de verdade.

Séo essas dificuldades iniciais que Tarski pretermhtornar com seu trabalho.
O projeto pretendido por Tarski é extensional:ggler apontar (pelo menos para o con-
junto das linguagens formalizadas, como veremogbg@tos que podem ser chamados

de verdadeiros (no caso, as sentengas das linguitayeralizadas).

Uma definicédo coloquial de ‘verdade’.

Como vimos, Tarski aponta que construir a semarmtilinguagem é o que da
condi¢des de tornar a linguagem correta. Paradgsecessario eleger certos conceitos
semanticos, conceitos que expliguem a linguagemgeitos que prediquem a lingua-
gem. Mas, no caso das linguagens comuns, cologuigi®jeto de construcdo semanti-
ca falha.

Ele abre o artigo de 1944 Af&ski, A.; [1990]) explicando que ‘verdade’ seria
um conceito semantico aplicavel a frases (expresgadingua), mais adequadamente
(TARSKI, A.; [1990], p.76). Mais adiante no mesmo artigaK3kI, A.; [1990], p.81),
ele volta nesse ponto, dizendo que ‘verdade’ seriaconceito semantico diferente da
denotacao, satisfacé®definicdo(os trés exemplificados respectivamente em (1)e (2)

(3)), por néo se referir a relagdes entre sentemgas por se referir as proprias senten-
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cas. Em seguida (ARsKI, A.; [1990], p.76) Tarski comenta das “dificuldadesito sé-
rias” quando se pretende dar um sentido (ou intgrdi@ conceito de verdade. Ele esco-
Iherd como uma boa (mas néo perfeita) definica@laggue ele denominaoncepcao

aristotélica classica de verdad€&Arski, A.; [1990], p.77):

(4) dizer daquilo que é que nao €, ou daquilo que ng§oeé, é falso, enquanto

dizer daquilo que € que €, ou daquilo que ndo énduee, é verdadeiro.

Tarski concorda que essa definicdo tem forte ligagdn a idéia de realidade e de como
a linguagem expressa esse realidade. Por issoes(igerskl, A.; [1990], p.77) que (4)

possa ser escrita como:

(5) a verdade de uma frase consiste na sua concordaeiaa realidade (ou
correspondéncia com a realidade)

A partir disso, Tarski considera que frases tampégem ser “reais”, podem ser um
modo de estado de coisas. Assim, a paldesignarpoderia ndo so relacionar frases a
realidade, mas frases a frases e a definicdo (oys& (TArRSKI, A.; [1990], p.77.):

(6) uma frase é verdadeira se designa um estado dasceisstente

Em seu artigo de 1969 ARskl, A.; [2006], pp.203-233) ele dira que as defini-
cOes (5) e (6) sdo substitutos dados pela “filasofoderna” para a classica verséo de
Aristoteles (RRskI, A.; [2006], p.205). Essa tentativa de precisar defnicdo comum
dentro da linguagem coloquial € um desenvolvimelas idéias tratadas brevemente
logo no inicio de seu artigo de 1935 (Tarski, A9§3b]). Ali Tarski inicia seu trabalho
(TARSKI, A.; [1983Db], pp. 154-165) expondo como se d& o misozo da falha, em es-
pecial a respeito do conceito semantico de ‘verd&de primeiro apontara o que a lin-
guagem comum entende por ‘verdadeAK3kI, A.; [1983b], pp. 154-155) e, tendo em
mente as idéias que sé explicitaria no artigo d&1(Jarskl, A.; [1990]), ele escolhe
como definicdo de ‘verdade’ nas linguagens colagué que segue ARski, A.;
[1983Db], p. 155):
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(7) uma sentenca verdadeira é aquela que diz que d@sta coisas é tal e tal,

e 0 estado de coisas é, de fato, tal e tal.

Tarski afirma (BRrski, A., [1983], p.155) que a definicdo (7) deixa muito a de
sejar em clareza, correcédo e ndo-ambiguifa@e fato, citando a sentenca problemati-

ca levantada por Gotlob Frege (bem antes do tratashrarski):

13 Apesar de que effiruth and Proof, p. 63, &pud CHATEAUBRIAND, O.; [2001], p.93, nota 1) Tarski
tenha dito que “é minha impressdo que as novasufages, quando analisadas mais cuidadosamente,
provam ser menos claras e inequivocas do que aqusléransmitida por Aristoteles”, ele acrescenta
adiante §pud CHATEAUBRIAND, O.; [2001], p.93, nota 1):

“O teor intuitivo da formulacdo de Aristoteles pageser preferivelmente claro. Todavia, a
formulacdo deixa muito a desejar do ponto de wistaprecisdo e da correcdo formal. Para
algumas coisas, ndo € geral o bastante; refer@-®santengas que ‘falam’ sobre algo ‘que é’ ou
‘gue ndo €é’; na maioria dos casos dificilmenteaspuossivel produzir uma sentenca neste molde
sem dar intencao ao sentido da sentenca e fogsioto da linguagem.”

Chateaubriand (€ATEAUBRIAND, O.; [2001], p.93, nota 1), no entanto, acredita Gaeski tenha erguido

tal objecdo por puro mal-entendido: essa ‘formuaadstotélica’ vem da passagem onde Aristotebdsa tr

de negar ou afirmar a predicacdo a um sujeito, ama fla validade do Principio do Terceiro Excluido
(Metafisical011b.23). De fato, A preocupacdo de Aristételaséde o ser é e se 0 ndo-ser ndo €, mas
se, ao se falar deles, as premissas da sentedgadma o real. Aristoteles também deixa claro isshle-

taphysica £, 4.027b

“(...). O que faz do ser tal verdadeiro e do néiotal falso, consiste na reunido e na se-
paracao do atributo e do sujeito, em uma pala@aafinmacdo ou na negacdo. O verdadeiro € a
afirmacéo da conveniéncia do sujeito com o atribaitoegacado a afirmacdo de sua ndo conveni-
éncia. (...) O falso e o verdadeiro néo estdo omag, como por exemplo, se o bem fosse o ver-
dadeiro e o mal fosse o falso. S6 existem no pemstame as no¢cbes simples, a concepcgao das
puras esséncias, tampouco produzem nada semettiapemsamentd”

Isto é, quando se diz ou se pensa ‘homem’ ou ‘cgvabr exemplo, ndo se esta afirmando ou negando
nada, por isso ndo se esta dizendo ou pensandveataleiro ou falso. Verdade e falsidade exigeen qu
haja um sujeito e um atributo e que se negue emafsua conveniéncia ou ndo conveniéncia. Depois
dessa reflexdo, Aristoteles vai fazer a correspuatidéque deve existir entre o discurso e a readidias
coisas. Ele escreve Metaphysica, IX, 10

“(...). A reunido ou separacéo, eis aqui o questita a verdade ou a falsidade das coi-
sas. Por conseguinte, esta na verdade o que ci& que realmente esta separado esta separado,
gue o que esta unido esta unido. Mas esta naddksid que pensa o contrario do que em cir-
cunstancias dadas sdo ou ndo sdo as coisas. Bottait o que se diz é verdadeiro ou falso,
porque € preciso que se reflita a respeito do guizs Nao porque cremos que tu és branco que
és de fg[o branco, mas porque és de fato brancoaquaizermos que tu és branco, dizemos a
verdade®.”

No De Interpretione QAristételes vai tratar bem disso: ndo é o queisguk faz a realidade, mas € a rea-
lidade que exige do discurso verdadeiro correspmidé& do falso ndo-correspondéncia. Mas ndo vamos



(8) a estrela da manha é a estrela da tarde

Temos que (8) € uma sentenca completamente cditradgue fere os principios da

l6gica (Bivaléncia, Identidade, Terceiro-Excluiddas ela descreve um estado de coi-
sas e 0 estado de coisas € tal e tal como elaegtesqois ela fala de Vénus e Vénus du-
rante seis meses é a Estrela da Manha e durametros seis meses é da Tarde. Por
causa de problemas desse tipo, um dos objetivosldaho de Tarski é dar precisao ao

trabalho de Aristételes. E necessario ‘fortaleaeefinicéo (7).

Uma definicdo materialmente mais adequada

Como se comeca esse ‘fortalecimento’ da concepearntica classica de ver-
dade? Para Tarski comeca-se pela generalizacaefidéc@io, de modo que ela possa
caber de modo idéntico para todos os estados dascaiqual se refira.

No seu artigo de 193@he establishment of Scientific Seman(itsrski, A.;
[1983a]), diz que € imprescindivel determinar asdogbes que permitiriam usar 0s
conceitos semanticos de uma formaterialmente adequada de acordo com seu uso
ordinario, seu uso comum na linguagem cotidianaxdaralo como modelo o que acon-
tece com o conceito de verdade, Tarski (como j&mad notar até aqui) considera que
a definicdo comum de ‘verdade’ aplicada a uma seat@& ‘sua [da sentenca] corres-
pondéncia com a realidade’. Para exemplificar eteara as sentencasa@ski, A.;
[1983a], p. 404):

(9) a sentenca ‘esta nevando’ € verdadeira se e sorsergsta nevango
(10)a sentenca ‘a guerra mundial vai comecar no and @&3’ é verdadeira se

e somente se a guerra mundial vai comecar em.1963

No artigo de 1944 Tarski expdem seu exemplo maws$a:

nos estender mais neste ponto, a respeito daipedig Aristoteles, pois aqui ndo ha espago snficie
nem é este o tema deste trabalho.

25
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(11)a frase ‘a neve é branca’ é verdadeira se e somantneve é brancé

Nesses exemplbs a sentenca que se pretende ser verdadeira apardice do
enunciado. As aspas e a mesma sentenca colocadakst indicam umomeda sen-
tengca. Sabemos, intuitivamente, a fungdo dos nodsstar um estado de coisas. No
caso (uma vez que frases também sao ‘estados sbs'coo entender de Tarski), temos
que ‘esta nevando’ € o nome e&a nevandaNo artigo de 1944 @Rskil, A.; [1983a],
pp.78-79) Tarski explica (a respeito do exemplg éclma):

“Saliente-se que a express@oneve é branca’ocorre com aspas no lado esquerdo des-
ta equivaléncia, e no lado direito sem aspas. No threito temos a frase ela propria, e, no lado
esquerdo, o nome da frase. Empregando a termimotogtieval, poderiamos igualmente dizer
que, no lado direito, as palavras neve é branca”ocorrem ensuppositio formalise no lado
esquerdo, ersuppositio materialisE praticamente desnecessario explicar porque grgulado
esquerdo da equivaléncia, temos que ter o nomeade, fe ndo a frase ela prépria. Porque, em
primeiro lugar, do ponto de vista da gramatica dssa linguagem, uma expressdo da fobha
€ verdadeira’nao se torna numa frase dotada de sentido seutedéituirmos ‘X’ por uma frase
ou por algo diferente de um nome; uma vez queeaitsuje uma frase apenas pode ser um subs-
tantivo ou uma expressdo que funcione como sulpgiari, em segundo lugar, as convenc¢des
fundamentais relativas ao uso de qualquer linguagegem que, em qualquer elocucéo que fa-
¢camos acerca de um objeto, seja 0 nome do objetdegqha que ser empregue, e nao o préprio
objeto. Conseqlientemente, se quisermos dizer algyoade uma frase, por exemplo, que ela é

verdadeira, entdo temos que usar 0 nome dessadrade a prépria frase.”

O que Tarski quer dizer vamos mostrar como segpmg, um exemplo proprio.
Vamos supor, por exemplo, que fosse possivel cotocdjeto Planeta Terra real nesta

pagina e ter o que se segue:

* Em seu artigo de 196%¢rdade e Demonstracaio TARSKI, A.; [2006], p.206) ele também apresenta o
caso de uma sentenca falsaneve € branca’ € uma sentenca falsa se e soraamtge ndo € branca
>0 exemplo (9) é o que aparece em seu trabalh®3f8 TarRSKI, A.; [1983b].
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(12)

Vamos esquecer no decorrer deste texto que a fagnrél2) € simplesmente isso, uma
figura, uma fotografia, e vamos encara-la comadssdmos cosmonautas e (12) fosse o
qgue veriamos pela escotilha da espaconave. Poderidimer muita coisa diante de tal

visdo. Vamos tomar entdo, como algo dito a resppiat(l?2) a sentenca do cosmonauta

soviético luri Gagarin quando viu o Planeta Teea.rEle disse:

(13) A Terra é azul.

Temos (13) difere radicalmente de (12) porqumguagem Isto é, teriamos que (13)
satisfaz a condicdo de atender a definicdo dad&emqui em (13) temos algo que se
diz a respeito do real (12). E uma sentenca, paxquio que se diz faz uso de diversos
objetos linglisticos que se arranjam sob normawajieais (morfoldgicas e sintaticas)
adequadas a se possibilitar falar a respeito deg,18m especial, na propriedade que
tem (12) de ser azul.

Ora, podemos dizer que (13) é um tipo satisfatdei@ssociacdo de objetos lin-
guisticos que conseguem cumprir sua intencdo maaf@omo se apresentam (naquela
ordem, ocupando as adequadas funcdes linguistittas, Assim, esses objetos linguis-
ticos constituem juntos umome de sentenc&dJm nome de senteng®nveniente de
(13) é:

(14) ‘A Terra € azul’

Tendo a sentenca e seu nome conveniente, podemstsuioo modelo tipico de defini-

céo parcial de verdade:

(15) ‘A Terra é azul’ € uma sentenca verdadeira s@mente se a Terra € azul.
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Note: ‘a Terra € azul’ é o nome da sentenca (I#oeo objeto que naturalmente
gira em torno do Sol visto por Gagarin. Do mesmalonpa Terra € azylque é a sen-
tenca que se |é em (13) ndo é o objeto que natenééngira em torno do sol visto por
Gagarin. (14) € o nome da descricéo linguistica dei (13). Entédo (15) € uma discus-
sao a respeito dessas duas coisas: a expr@s&&wa € azuk o nome ‘a Terra € azul'.

Essa discusséo tem o seguinte formato:

(16)‘A Terra é azul’ é uma sentenca verdadeira se estase a Terra é azul.

— . A y
—~ — \'a v

definiendum definiens

As palavrasdefiniendume definiensaparecem no artigo de Tarski de 1969
(TARSKI, A.; [2006], p.207)° e s&o proprios de qualquer Teoria da Definig@efinien-
dumé aquilo que se quer definir, aquilo que se gupli@tar, que se quer tornar claro.
Definiensséo os termos (mais simples do quiebniendum que sao usados para defi-
nir o definiendumNo caso, quer-se defiiik Terra é azul’ € uma sentenca verdadeira
O que isso significa? O que se quer dizer codefiniendum ‘A Terra é azul’ é uma
sentenca verdadeifaO definiensexplicita que se quer dizerTerra € azulA expres-
sao ‘se e somente se’ traduz vesaivaléncia=) e por isso, aefiniendunequivale ao

'® Nesse artigo Tarski chama essa estrutura de sendeaquivaléncia légica explica assim:

“(...). Esta consiste de duas partes: os lado#talieeesquerdo da equivaléncia combinados pelo
conectivo ‘se e somente se’. O lado esquerddé&fiaienduma frase cujo significado é explica-
do pela definicdo; o lado direito édefiniens a frase que fornece a explicacdo. No casiefe
niendumé a seguinte expressao:
‘a neve é branca’ é verdadeira
o definienstem a forma:
a neve é branca

A primeira vista, pode parecer qaeneve é branca’ é verdadeira se e somente se a ne
ve é brancaquando considerada como uma defini¢do, exibefatha essencial bastante discu-
tida na légica tradicional com o nome de circuliogo. O motivo é que algumas palavras, ‘ne-
ve’ por exemplo, ocorrem tanto efinienscomo nodefiniendum Na realidade, entretanto, es-
sas ocorréncias tém carater inteiramente disthfpalavra ‘neve’ é uma parte sintatica, ou or-
ganica, dadefiniens na verdade, definiensé uma sentenca e a palavra ‘neve’ o seu sujeito. O
definiendumé também uma sentenca: expressa o fato de deéiriensé uma sentenca verda-
deira. Seu sujeito € o nome definiens o qual é formado colocando-s@efiniensentre aspas.
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definiens Esse tipo de definicdo, ondelefiniendume odefiniensequivalem, é chama-
do dedefinicao Iéxicae € a mesma que os dicionarios fazem.

No esquema visto em (16) temos um nome de senfentarra é azu) que se
refere a uma sentenca (a Terra é azul) que querdizersque € verdadeira, mas ela so
sera verdadeira se de fato a sentenca que tradguathmente um estado de coisas e-
xistente fora Terra é azullsso mostra como 0 nhome de sentenca € importsurdiena-
tureza é referir-se a uma sentenca que descrewmdanse essa referéncia ndo ocorrer,
€ impossivel definir a verdade parcial da senten€arra € azulPor isso dizemos que
0 nome de sentenca deve senvenientgisto é, deve impedir equivocoque seria ter
duas sentencas, por exemgdlerra € azuka Terra é redondgue descrevem estados
de coisas diferentes, nomeadas pelo mesmo nomentenea ‘a Terra é azul'. Isso pa-
rece obviamente claro, mas precisa ser determioantorigidez para se evitar confu-
s@es futuras. O nome de sentenca capaz de evVifarssivel equivoco é chamado por
Tarski de ‘nome descritivo-estrutural’ (Tarski, §3], p. 156) e se constitui das pala-
vras (no caso em alfabeto latino e em portuguésarmnaiem exigida pela gramatica da
lingua portuguesa) que compdem a sentenca.

Que natureza esté por tras dassme descritivo-estruturalVoltando ao exem-
plo (9) proposto pelo proprio Tarski, € 6bvio gest4 nevando’ impede que se faca
com as palavras entre aspas o mesmo que fazemosstd@mevandad\este Ultimo po-
demos identificar verbo, sujeito, estrutura sictgtc. Ja& em ‘esta nevando’ ndo pode-
mos por tratar-se de um ‘bloco uUnico’, algo intégsam partes. Fica 6bvio que se as
ferramentas da linguagem que destrinclestd nevandmdo consegue fazer o mesmo
com ‘esta nevando’, € porque ‘estd nevando’ natepes a mesma linguagem el&ta
nevandoEla é diferente: ‘esta nevando’ pertence a oratalinguagem

Como vimos pelos enunciados (9), (10) e (11), Kiastende que as sentencas
(ndo seus nomes) séo verdadeiras (ou falsas) sealkequ (ou ndo) a um estado de coi-
sas. A equivaléncta é chave para se precisar os conceitos semantieosémn da lin-

guagem comum. Vistos assim, os enunciados (9),g10)) sédo definicbes parciais do

" parece que a nocédo de equivaléncia é muito imperte teoria semantica de Tarski. Na verdade, é de
sua tese de doutorado na Universidade de Varsgmid, 923, que ele vai retirar quase todo o matexial
posto em seu artigdn the Primitive Term of Logistjgublicado no mesmo ano. Nesse traballaréKi,

A; [1983c]) ele se propdem responde a seguinteupéag“é possivel construir um sistema logico nal qu

o sinal de equivaléncia € o Unico sinal primitivo?”
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conceito de verdade. O desafio proposto por Targkrtir dessa idéia € como segue: se
conseguirmos introduzir o termo ‘verdadeiro’ naatiaguagem de modo que toda sen-
tenca que tenha estrutura semelhante a dos exe(8pl@30) e (11) possa ser provada
(com base nos axiomas e regras de inferéncia daingeiagem), entdo o modo de uti-
lizar o conceito de verdade assim estabelecidmi&rialmente adequad&e tal intro-
ducao for por meio de uma definicdo, entdo tahigfio é materialmente adequatda.

Mas nédo se pode fazer essa prova para todo edontgaforma vista, pois po-
demos enunciar infinitos. Neste trabalho mesmanuos nosso proprio enunciado (15).

O melhor a fazer sera generalizar, obter um esqgenah desse formato de enunciado.

Os nomes de sentencas

Antes de vermos como Tarski obtém o formato gesalespondente aos exem-
plos (9), (10) e (11), vamos reforcar a importam@aome de sentenca

Essa idéia foi introduzida por Tarski desde a piienvez. Foi ele que percebeu
que era possivel dar unomepara as diversas frases da linguagem cotidianse da)
nome nao precisaria ser uma abreviagcdo ou um singsplecial. Poderia ser a propria
frase colocada entre aspas. O nome de senten¢a@tom: ndo pode ser quebrado em
partes analisaveis.

O que Tarski quer com a nocdordemeé que ele indica uma senterggad ela
impedindo que se confundam duas sentencas distikg#asn, para cada sentenca ha um
e s6 um nome. Tanto no artigo de 193BRAKI, A.; [1983b], p.157) quanto no de 1944
(TARsSKI, A.; [1990], p.79) Tarski fornece outro modelom@Ene de sentengaara mos-
trar como é possivel dar um nome inequivoco pata santenca.

Tomemos nossa sentenca (13). Pode-se escrevalgI8aneira mais clara, de
forma a ndo dar margem a nenhuma ambiguidade xeorpo, podemos escrevé-la na

forma:

(17) Uma sentenca que consiste de quatro paladaasjuais a primeira € com-

posta da letra, seguida da segunda palavra que € composta destdee, erre,

18 Tarski dira (ver RRskKI, A.; [1983a], p.404) que se pode aplicar métodoagwik todo conceito se-
mantico. Para cada um formula-se um sistema decetlos expressos como equivaléncias e que tenham
o carater de definicbes parciais.
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erre ea (nesta ordem), seguida da terceira palavra quen@asta da letra sob
a marca grafica que indica acento agudo, seguiddtidea palavra que € com-

posta das letras z& u e ele(nesta ordem).

E impossivel confundir (17) com outra sentenca.ifso ela é perfeitamente e

inconfundivelmente designavel pelo seguinte nonmyeoniente de sentenca:

(18) ‘Uma sentenca que consiste de quatro palasteasquais a primeira € com-
posta da letra, seguida da segunda palavra que é composta destdet, erre,
erre ea (nesta ordem), seguida da terceira palavra quen@asta da letra sob
a marca grafica que indica acento agudo, seguiddtidea palavra que € com-

posta das letras z€ u e ele(nesta ordem).”’

Em (18) temos de maneira bem explicita aquilo gqupagle chamanome des-
critivo-estrutural Desse modo, tanto 0 nome visto em @eo o nome visto erfi8)
saonomes descritivo-estruturassambos satisfazem a nocao de verdade que Taiski g

deixar claro em (7).

Uma metalinguagem para as linguagens coloquiais

O que Tarski fez foi dar um ‘formato’ para o ‘lahio da linguagem’. A lingua-
gem se expressa por meio de muitas sentencas. Quaraldessas sentencas € coloca-
da no formato dado como €mneve é branca’ € verdadeira se e somente seva @e
brancg € como se um dispositivo ‘fora da linguagem’ adage a sentenca para lhe
conferir o critério de verdade. Esse dispositivafda linguagem € como alguém fora
do labirinto: consegue por em ordem a confusdoqfecfaz a metalinguagem.

Mas‘a neve é branca’ € verdadeira se e somente sev@ @dranca s6 um 0-
nico arranjo. H& muitas sentencas na linguagenoeern@ossivel ordenar todos os labi-

rintos um por um. Algo deve ser feito ahais geral

Forma geral da definicdo parcial de ‘verdade’: 0 TESQUEMA
O gque se fez até agora ndo serve como uma temrnardade, nem como efici-

ente projeto semantico. Tarski defirdlgumassentencas verdadeiras por meio de uma



estrutura sintatica que parece ser padrdo. Eleegains umacondicdo de adequacgéo
material para algumas sentencas, isto €, ele mostrou qussivpl fazer equivaler a
verdade de uma sentenca com sua extensdo. Esquamaiie (KRKHAM, R. L.;
[2008], p.22.), ele conseguiu (para algumas frasst&belecer o que colocar na lacuna
de:

(19)x é verdadeire

No caso, por exemplo:

(20) ‘a neve é branca’ é verdadefra neve € branca.
(21) ‘esta nevando’ é verdadeiraesta nevando.

(22) ‘a Terra é azul’ é verdadeiraa Terra € azul.

Mas se 0 que se busca é uma Teoria da Verdadentio ¢gie vista semantico, se-
ra necessarigeneralizaresse resultado, isto é, atender criteriosameictendicdo de
adequacao materigja que o projeto € extensional). Essadicdo de adequagado mate-
rial exige que a teoria semantica que Tarski desejgugpodas absolutamentéo-
das as sentengas possiveis com a estrutura vist@erf1Q) e (11), ou em (20), (21) e
(22) acima (que séo equivalentes em estrutura). K\&KHAM, R. L.; [2008], p.206)

Estabelecido que uma definicdo semantica de vergasksa por ser uma equiva-
|éncia, e verificado que a linguagem coloquial pEFrmonstruir um namero humana-
mente incontavel de sentencas semelhantes emuestéu(9) e as demais do mesmo ti-
po, seria interessante construir a forma geraladessutura. A expressao (19) esquema-
tizada da um indicio da aparéncia dessa estruéued. g

Pois bem, o esquema geral apresentado por Tacskih¢cido como T-
CONVENCAO ou T-ESQUEMA) é como segue:

(T) xé uma sentenca verdadeira se e somente se p

Ondex é uma variavel p é uma constante.
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A rigidez que essd@-ESQUEMAestabelece é impressionante: uma teoria que
consiga definir semanticamente ‘verdade’ deve catgas asl-sentencagpossiveis,
isto €, uma teoria ndo compativel cdasentenca® falsa (KRkHAM, R. L.; [2008],
p.207)

E facil ver como d’-ESQUEMAgeraT-sentencasNo lugar dex podemos colo-
car qualquer nome de sentenca. No luggr d@o podemos, porém, pér qualquer coisa.
Somos obrigados a atender a equivaléncia e no tlegacolocar a sentenca cujo nome
foi colocado no lugar de Por exemplo, tomemos o nome de sentenca vistd4he o

coloqguemos no lugar de

(23) ‘A Terra € azul’ é uma sentenca verdadeira semente sg

O que € neste caso? E aquilo denotado pelo nome de santemgaso a sentenca que
descreve o mundo (conforme vimos em (12) e (13%irA, ndo podemos colocar uma
sentenca qualquer que descreva o mundo, pois wadEutia ndo aconteceria. Nado ha
sentido na expressém Terra € azul’ € uma sentenca verdadeira se eesbense ama-

nha for primeiro de abrilO que faz sentido segundo a equivaléncia, ar pEri{23), é:

(24) ‘A Terra é azul’ € uma sentenca verdadeira s@mente se a Terra € azul.

Em geral, osi1omes por aspaGuotation-mark namé¥ — i.e. as sentencas que
se tornaram nomes de sentencgas ao serem colocdriaaspas — € que substiturmo
T-ESQUEMA (TARSKI, A.; [1983b], p.156), ma® nome descritivo estrutural como visto

em (18) também serve (apesar de pouco pratico):

(25) ‘Uma sentenca que consiste de quatro palastessquais a primeira é com-
posta da letra, seguida da segunda palavra que é composta destdet, erre, erre e

a (nesta ordem), seguida da terceira palavra quengasta da letra sob a marca gra-

19 Cezar A. Mortari e Luiz Henrique de A. Dutra inrRBKI, A.; [2006], p.23 traduzemuotation-mark
namespor ‘nomes por citacédo’.



fica que indica acento agudo, seguida da ultimavpalque é composta das letaagé

u eele(nesta ordem)’ € uma sentenca verdadeira se e sos®Ra Terra € azul.

Relacéo entre Linguagem e Metalinguagem

Em vista do mecanismo de definicdo da verdade gt T-ESQUEMA, cabe
explicar o que esta acontecendo a nivel linguishicoT-ESQUEMA Tarski apresenta a
nocao geralinguagem L(ou simplesmentk) e deMetalinguagem L{ou simplesmen-
teLl’). A linguagemL € a linguagem-objeto, a linguagem onde estdo dsrgas que
descrevem o mundo. Por exemplo, a sentenca visfd&nesta em uma linguagdm
A linguagemL é a linguagem investigada, a respeito da qual quereonstruir uma
semanticaPara construir tal semantica precisareffiater de L, escrever sentencas so-
bre L, ‘apontar’ para Le dizer o que esta certo e 0 que esta erradosdségossivel se
tivermos outra linguagem ‘acima’ de uma linguagenL’, a qual Tarski chamou de
metalinguagem

A relacéo que ha entre a linguagem e a metalinguagkastante complexa. Pa-
raL os objetos de quem fala sdo os objetos reais adnlows estados de coisas. Nlas
se torna objeto de’ quando criamo&’. Os objetos da metalinguagem sao as expres-
sbes de linguagem. Por exemplo, tomemos a expré€s3fa Terra é azulOs objetos
dessa expressao sao 0s noitersa e azut Terrapara a Terra real que gira em torno do
Sol eazulpara o azul real, a cor, a luz em comprimento @ @zul. Uma sintaxe sim-
ples liga esses nomes. Para falarmos da linguagamas de uma metalinguagem cujos
objetos sd@s sentencas de Por exemplo, se tivéssemos uma linguagernja estru-
tura s6 permitisse escrever unicamente a sentefgra € azula metalinguagerh’
capaz de falar de teria como objet@ sentenca Terra € azuha forma do nome de
sentenca ‘A Terra € azul’ visto em (14).

O que Tarski propde é que para qualquer lingualgenpossivel obter sempre
uma metalinguager’ onde existe o predicado ‘é verdade’ que se aplicalas as sen-
tencas verdadeiras de Isso nos permite dizer, na metalinguagem, multes coisas
que precisamos dizer usando a nocéo intuitiva déade. Desse modo criamos uma
sintaxe e assumimos uma nog¢éao de teoria de cosjemtmlvidos em nossa defini¢ao,

de tal modo que nunca se é levado a um paradoxo.
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Mais simplesmente, Tarski prop6e uma linguagemfglgéede outra como se as
expressdes dessa outra fossem (de algum modo gs& par tornarem-sgme3 um
subconjunto de seus objetos lingtiisticos. Assindepws dizer que possui sentencas
referidas pelo simbolg’ da metalinguagem, de cada uma das quais dessasgant
na linguagem podemos dizer (na metalinguag&mna sentenca verdadeise satisfi-
zer uma condi¢ap, que € a condi¢do expressa por (7).

Através dos nomes proprios (substantivos) reladiosi@or meio de uma sintaxe
apropriada, dato quep € o objeto dé& (isto &, L fala do estado de coisas) enquanito
€ 0 objeto d&.’ (isto é,L’ fala deL). Ainda,L é a linguagem da qual se quer um seman-
tica, eL’, ametalinguagema linguagem com a qual a semanticd_dsra construida.
EmL’ esta o conceito semantico ‘verdade’ — represemady — que pode ser atribui-
do a algum dos nomes pertencentes ao subconjutgt’.

A teoria seméantica de Tarski tem um caréater oblwg® em dia porque ela con-
sidera a linguagem como algo fora da metalingua@enesta dentro da metalinguagem
0 conjunto das sentencas da linguagem que viracenes, e como nomes elas nao per-
tencem mais a linguagem). Atualmente as logicasideram a linguagem como sub-
conjunto da metalinguagem.

Parece assim resolvido o problema de se definiasgoamente ‘verdade’ nas
linguagens comuns respeitando aquela velha dedirdtZ@ssica aristotélica de verdade
em (4) e em sua versao melhor posta em (7). Tamkita que as expressdes do tipo
visto em (9), (10) e (11) parecem ser claras e tetagpoem concordar com o modo co-
mo (7) definiu ‘verdade’. Se as sentencas quersan@nomes por aspasstao claras
guanto ao que dizem e corretas em como dizem, esk#o clareza de seu conteldo e
essa corretude de sua forma permanecem dentro BBQUEMA (TARSKI, A.;
[1983b], p.157). Assim, ndo haveria por ora nenhdinada de que qualquer sentenca
deduzida a partir do T-ESQUEMA usandomes por aspas sentencas da linguagem
coloquial referidas por aguelasmes por aspasdo uma definicdo adequada de verda-
de. A certeza s0 viria se tal definicdo de verdadse submetida a um bom teste. Esse
teste, e como essa definicado falha, s6 veremosadsiste.

Por ora vamos “fazer de conta” que tudo tenha daito e o T-ESQUEMA

funcione perfeitamente para definir ‘verdade’ naguagens comuns. Agora vamos ge-
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neralizar o T-ESQUEMA e encontrar uma definicAo'sntenca verdadeira’ para as

linguas cotidianas.

Definicdo de sentenca verdadeira nas linguagens oquiais

O mecanismo de generalizagdo parece facil e Tdizlkdxatamente iSso ARs-
Ki, A.; [1983Db], p.158). Como colocar uma sentenca emfarmato como o visto em
(9), (10) e (11) permitiu definir ‘verdade’ parssas sentencas, podemos tomar uma de-
las como representante e pressupor que todo forrnato aquele permite definir ‘ver-
dade’ para as sentencas nesse formato. Por exemaptos tomar (9) que diesté ne-
vando’ € uma sentenca verdadeira se e somentésaa@smndoPodemos dizer que pa-

ra toda descricdo do evento real ‘brancura da neabe (11):

(26) Para toda vez que se descresta nevandpara o eventgueda da nevdo
estado de coisas, ‘esta nevando’ é uma sentengadedra se e somente se esta nevan-
do.

Podemos simbolizar a expressao (26) como seguwesKT, A.; [1983b], p.159):

(27) Para todp, ‘p’ € uma sentenca verdadeira se e somerge se

que pode se entender como sepdrm toda vez qup descrevejindicador-dep] € uma
sentenga verdadeira se e somentp descreve

O que se fez com (9) pode ser feita com outraeseas. E humanamente im-
possivel fazer isso com todas, por isso (crendoodgfeemato funciona), temos que ge-
neralizar as substituicdes feitas em (26) e (24 peEdas as sentencas desse tipo na lin-
guagem. Mas algumas coisas tém de ser preservadlagiro, devemos deixar claro
quep é uma descricdo que confere com o estado de apsasla descreve; segundo,
temos de deixar claro que aquilo que sera sulzititeinx no T-ESQUEMA seja 0 no-
me de sentenca, em outras palavras, (se a serftengmap qualquer) devemos ter
sempre que = ‘p’. Este ultimo pode ser traduzido no esquemar$Kki, A.; [1983b],
p.159,nota de rodap4d):
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(28) Para toda, sex € uma sentenca verdadeira, entdo, para um gexte i-
déntico &p’.

Que entendemos assim: para algo indefiridee esse indefinido € uma sentenca ver-
dadeira, entdo, para uma certa descrg;de um estado de coisas, o indefinidassu-
me ser cnomeda descrica@. Estabelecido isso, de (27) e (28) tiramos 0 sekgLes-
quema geral (ARsKI, A.; [1983b], p.159):

(29) para todx, x € uma sentenca verdadeira se e somente se, parariap,

X é idéntico ap’, ep.

Que podemos entender: para algo indefinidesse indefinidax € uma sentenca verda-
deira desde que, dada uma descrg@e um estado de coisas, temos que o indefiido
assume servome’p’ da descricéo, e a descrigdiconfere com o estado de coisas.

Assim, parece estar bem feito o trabalho parangsidgens coloquiais. Temos
duas ferramentas poderosas para lidar com a seaaessas linguagens

A primeira é o T-ESQUEMA. Ele d& a verdade de sewtenca qualquer, esco-
Ihida arbitrariamente. A segunda é o esquema (@8alque define o que uma ‘sentenca
verdadeira’ para todos os casos. Para sabermaaaerfam, devemos entéo testa-los.

Testes: antinomia do mentiroso e analise do®mmes

O que se |é neste paragrafo é falso.

A sentenca do paragrafo anterior € verdadeira lsa7alentar responder a essa
pergunta gastou bastante pergaminho e papel deedeupulides de Mileto (384-322
a.C.) formulou a primeira versdo das sentencaedgss na Grécia Classica. Ja logo
qguando surgiu Teofrasto (371- 287 a.C.) (sucessdrridtoteles nos estudos da logica e
da botanica) chegou a escrever trés rolos de papin® o assunto, que também se per-
deram. O mesmo aconteceu com 0s seis rolos deopegiritos sobre o mesmo tema
por Crisipo, fildsofo estdico.

O Paradoxo do Mentiroso proposto por Eubulidesdeseguinte formato:

(30) Um homem diz que esta mentindo. Ele diz aad#du mente?
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que levou a sua formulagédo classica:

(31) Eu estou mentindo agora

As versdes modernas do Paradoxo sdo mais clamm a thesma resisténcia e serem

respondidas:

(32)A: A é falsa.
Ou

(33) Esta sentenca é falsa.

N&o importa o formato, a paradoxalidade é geradandsmo modo: por auto-
referéncia. Sé para verificar, tomemos seu forroltssico (‘eu estou mentindo agora’).
O paradoxo gera o seguinte problema: se eu estotinue, entdo a proposicao ‘eu es-
tou mentindo agora’ € uma mentira e 0 que ela afirfalso, isto é, entdo estou falando
a verdade e nesse caso a proposi¢ao ‘eu estounoheaijjora’ é verdadeira e 0 que ela
afirma é verdadeiro. Em outras palavras, se digerdade estou mentindo e, mentindo,
estou dizendo a verdade. De modo que minto dizanderdade e digo a verdade men-
tindo.

N&o ha solucdo aparente. O trabalho de Tarskiénéesolver o Paradoxo do
Mentiroso, mas evita-lo: definir conceitos seméagide maneira suficientemente forte

para que tais dificuldades n&o surjam em qualaquiergretacéo de sentenca.



Tarski percebeu que a Antinorffidou Paradoxo) do Mentiroso era o teste pa-
dréo de toda semantica. Ele deve ter notado issmttuas palestras que Sshiewski
apresentou na Universidade de Varsovia entre 191926, onde um dos temas foi a
Antinomia do Mentiros@. Inspirado pela idéia de que a definicdo semaniicaerda-
de’ fosse a causa da origem da antinomia, Tarderd@®lveu seu famoso trabalho so-
bre a Concepcado Semantica de Verdade, objeto ttabedho. Assim, o Paradoxo do
Mentiroso nas maos de Tarski se torna uma provagtepadrédo para as definicdes

semanticas de toda linguagem.

Construcéo da Antinomia: versao de tukasiewicz

% Na tentativa de explicar o que é uma antinomiaskigropdem em seu artigo de 196&(dade e
Demonstracaon TARSKI, A.; [2006], p.213) o exemplo divro antinbmicq que é como segue. Suponha
um livro de 100 paginas com uma Unica sentencda®n cada pagina. A sentenca da pagina ladiz:
sentenca da pagina 2 é verdadeiRor sua vez, a sentenca da pagina 2adsentenca da pagina 3 é ver-
dadeira E assim por diante, exceto a pagina 100, cujesea diza sentenca da pagina 1 é faldafa-
cil ver a consequéncia disso. Se a senten¢a dagp&@0 for verdadeira, entdo a sentenga da pagiaa 1
€ verdadeira e sim falsa. Se ela for falsa, todadaisas, inclusive a sentenca da pagina 100 eStador
falsa, significa que a sentenga da pagina 1 € denda e assim por diante. Tarski enxerga aqui ton p
blema preso em um circulo, sem solugao.

Na verdade n&o € bem assim. E possivel sair dassén. No formato que Tarski deu para a su-
posta antinomia, a centésima sentenca diz quereipai sentenca é falsa, mas ndoetizque ela é falsa
Ela pode ser falsa apenas quamtcsujeito da sentencala seria falsa porque ndo é a pagina 2 que deve-
ria se referir, mas a outra pagina (ndo importd, ua@lendo ser até mesmo a centésima pagina). Se a
causa da falsidade dita pela sentenca 100 foroodermomeacdo da pagina pela sentenca 1, entd® nao
xiste antinomia. Como todas as sentencas (excptoneira) referem-se em cadeia sucessiva até a sen-
tenca 100, entdo a sentenca 1 estaria dizendo spregenca 100 é verdadeira. Teriamos algo assim:

Sentenca 1sentenca 2 (erroneamente, pois deveria ser fsgmtE00’) é verdadeira.
Sentenga 100sentenga 1 é falsa (quanto ao sujeito, que n&rideser ‘sentenca 2’).

Se realmente a sentenca 1 estiver errada quasigeitn, ambas, ela e a sentenca 100, serdo vénagde
sem geracao de antinomia.

L Fruto dos estudos de dreewski sobre as antinomias foram seus estudosré®og. Segundo Wos-

ki (ver WOLENSKI, JAN; [1994], p.393, nota de rodapé n°4)shiewski teria levantado uma lista de para-
doxos semanticos e feito a tentativa de soluciosaforém ele nao publicou nenhum trabalho sobre pa
radoxos, mas preparou uma extensa monografia sseeeassunto, manuscrita a lapis, cuja Unica cépia
desapareceu durante a guerra em 1944, Interessaateer (VBLENSKI, JAN; [1994], p.393) que Lmi-
ewski e tukasiewicz apontaram (antes de Tarskieemo problema nos paradoxos: as linguagens “fe-
chadas” (que contém sua propria metalinguagemamwias principios corretos de construcao légica das
linguagens formais e por isso podem ser banidasderso da logica.
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Tarski escolhe para teste a versao da Antinomilelatiroso proposta por Jan
tukasiewicz, a qual julga ser bastante sinfileSle procede como seguea@ki, A.;
[1983b], p.158).

Vamos usar o simbolo tipografid® como abreviacdo da expressaolnica
sentenca impressa nesta pagina escrita inteirameote letras maitiscul&s. Conside-

re agora a seguinte sentenca:
(34)‘C’ NAO E UMA SENTENCA VERDADEIRA.

Ora, considerando o estabelecido para o simbatmgejueC’ € um nome de
sentenca. Sabemos que um nome de sentenca € & EE@enca entre aspas simples
(apostrofos) ou um simbolo que se refira a esseermpostrofado. Assim, empirica-

mente se verifica que:

(35) “C’ NAO E UMA SENTENCA VERDADEIRA'’ é idéntico &’ .

22 Tarski, A.; [1983b], p.157. Porém Tarski ndo dé&feréncia de onde viu essa versdo de tukasiewicz.
Essa versdo de tukasiewicz aparece no artigo de, itituladoO nauce(Sobre a Ciéncia), iRoradnik

dia samoukéw(Um Guia para Autodidatas), Varsoévia, Heflich ididalski, pp.15-39 (ver WLENSKI,

JAN; [1994], p.393). Na péagina 35 do artigo de 1H.%¥s

“H& construgBes mentais que parecem conter unvtdmel contradicdo. Por exemplo,
a sentenca: a linha 13 na pagina 35 deste livriéoonma sentencga falsa, € uma construgéo des-
se tipo.

“Esta sentenca contém uma contradicdo porque \rs#w que essa sentenca € ela pro-
pria a da linha 13 na péagina 35 deste livro, d ftovar tanto que se ela for verdadeira entéo ela
é falsa como se for falsa entéo é verdadeira.”

tukasiewicz, nesse mesmo artigo, na mesma paginda3a sua solucdo do parad@WOLENSKI, JAN;
[1994], p.393):

“[...] todo principio légico contém variaveis.

“[...] Essas variaveis, como as variaveis na matiemgpodem ter varios valores. Agora ha uma
lei l6gica que diz que todos os principios légicoacernem sé daqueles objetos que podem ter
valores de variaveis. Isso mostra que a sentemge @aontendo a contradi¢do néo pode ter valor
de variavel. Assim, principios légicos ndo podemag®icadas a essa sentenca; essa construcao
esta fora da légica.”

%3 Essa modificacdo da versao original foi sugestiiprdfessor Dr. Edelcio G. de Souza, da PUC de S&o
Paulo, orientador do mestrado do autor deste tiabalfim de evitar confusdes de leitura e de garta

de linhas. A verséo original de Tarski faz ‘c’ abreviacdo de ‘a sentenca impressa nesta pagiha, 3i
desde o alto da pagina’. Essa versdo obriga a eitontar as linhas e ocorre que ndo ha segueares
peito do que é que o leitor entende por ser uméirtzss do texto, se deve incluir os titulos e gulats,

ou mesmo qual seria a primeira linha da paginaersao do prof. Edelcio evita essa dificuldade.
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A verificacdo é empirica porque s6 saberemos smeeseC é idéntico aC NAO E
UMA SENTENCA VERDADEIRA’ se seguirmos a descricaa expressaoa’ Unica
sentenca impressa nesta pagina escrita inteirameote letras maidusculas- expres-
s&o que da a natureza ou sentid€dee descobrirmos a tal senten€aNAO E UMA
SENTENCA VERDADEIRA'. De fato, € 0 que acontece sis temos uma sentenca e
um nome de sentenca, aquilo necessario para maganm T-ESQUEMA. O T-
ESQUEMA nés sabemos, tem a seguinte form@:uma sentenca verdadeira se, e so-
mente sep.

Atentando para o que ja estudamos, temos:

1. Estado de coisas: a pagina deste livro em queNta.ocorreu um fato que
deve ser capaz de ser descrito pela linguagemeobjet

2. Fato quep: € o fato de estar impressa uma expressao intntencom letra
maiusculas na pagina em questao.

3. p: é a descricao inteligivel na linguagem objetedentofato quep. No ca-
SO é a expressaca ‘Unica sentenca impressa nesta pagina escritarate
mente com letras maidscula€omo é uma sentenca muito longa, vamos a-
breviad-lo comaC. Assim um nome de sentenca adequado@areC’ .

4. x: no lugar da variavet do T-ESQUEMA é colocaremo€’, que € um no-
me de sentenca adequado para a senteny&rificamos além qu&C’ € i-
déntico a“‘C’ NAO E UMA SENTENCA VERDADEIRA'.

Voltando ao T-ESQUEMA, no lugar geescrevemo€ e no lugar de escre-

vemos'C’. Teremos:
(36)‘'C’ é uma sentenca verdadeira se e somer@e se
Mas sabemos o que'@ . Por causa de (20) sabemos que ela énica sentenca im-

pressa nesta pagina escrita inteiramente com latmagisculase tal sentenca é a vista
em (34). Substituindo:



(37)‘C’ NAO E UMA SENTENCA VERDADEIRA' ¢ uma sentenca vacti-
ra se e somente e

Por sua vez, sabemos de @iié abreviacdo: dex‘Unica sentenca impressa nesta pagi-
na escrita inteiramente com letras maiuscylgse ndo € outra coisa sendo (34). Subs-

tituindo:

(38) “C’ NAO E UMA SENTENGCA VERDADEIRA’ é uma sentenca vaddi-
ra se e somente &' NAO E UMA SENTENCA VERDADEIRA.

Novamente, por causa de (20) e substituindo, tenseguinte sentenca contraditoria:

(39)‘C’ € uma sentenca verdadeira se e soment&’sBlAO E UMA SEN-
TENCA VERDADEIRA.

Que € a velha Antinomia do Mentiroso que se quariar. O fato de uma cui-
dadosa substituicdo ao lado de uma definicdo secadde verdade que respeita a nogao
intuitiva classica aristotélica ter ainda assimatiy a Antinomia do Mentiroso, diagnos-
tica uma falha nessa semantica. Tarski explicaoguetivo do problema é que em (38)
substituimog por uma senteng@ que ja possuia em si propria a expressao ‘é verda-
deira’. Como foi definida a ‘verdade’, segundo odmalassico, ‘é verdadeira’ e@ e
‘e verdadeira’ no T-ESQUEMA tem a mesma definicmantica e por isso predicam

da mesma maneira. Dai a antinoffia.

2 Tarski apresenta 0 mesmo tipo de construcéo daoania, mas com formato distinto, em seu artigo de
1969 {erdade e Demonstracadn TARSKI, A.; [2006], pp.211-212). Vamos apresenta-lo commngi-
nal:

“Considere a seguinte sentenga:

(6) A sentenca impressa em vermelho na pagina 65 de&naide junho de 1969 do
Scientific Americané falsa.

Concordemos em usar ‘s’ como abreviacao dessangant®lhando para a data desta revista e
para o niumero desta pagina, podemos facilmentécagrgue ‘s’ é justamente a Unica sentenca
impressa em vermelho a pagina 65 do nimero de jdahP69 ddcientific AmericanEntdo
segue, em patrticular, que:
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A solucdo serd, entdo, saber como predicar adespesud@ o conceito semantico

‘@ verdade’ para evitar dupla referéncia (ou aeferéncia)

Andlise dos ‘nomes de sentenca’ e de sua denotagao

Falta testar o esquema geral (29) para saberesea@imente consegue definir

‘sentenca verdadeira’. Quando vemos sua constrdeBodesde (27), notamos que o

ponto mais importante € nome de sentenca que aeyaoo lugax. Seria uma boa de-

finicdo de sentenca verdadeira se néo tivessessagiavantes de interpretacao.

Primeiro, os nomes de sentenca sdo atomos (coditbjantes) e isso inclui as

aspas quando um nome de sentenca @ame por aspasPor exemplo, vamos tomar a

seguinte sentenca:

(40) esta nevando.

Seu nome de sentenca por aspas €é:

(41) ‘esta nevando’.

(7) 's’ é falsa se e somente se a sentenca impresseeenelho a pagina 65 do nimero
de junho de 1969 dScientific Americarg falsa.

Por outro lato, ‘s’ é, indubitavelmente, uma segéeam portugués. Assim, supondo que nosso
uso do termo ‘verdadeiro’ seja adequado, podenmsmvagar a equivaléncig[ é verdadeira se
e somente sg na qual ‘s’ entra em substituicdo a ‘p’. Podenassim afirmar:

(8) ‘s’ é verdadeira se e somente se s.

Lembremos agora que ‘s’ representa a sentenc®¢8ka forma, podemos substituir ‘s’ por (6)
no lado direito de (8), obtendo:

(9) ‘'s” é verdadeirase e somente se a sentenga impressa em vermelgra 65 do
namero de junho de 1969 &aientific Americarg falsa.

Comparando agora (8) e (9), concluimos:
(10)'s’ é falsa se e somente se ‘s’ é verdadeira.

Isso leva a uma contradi¢éo 6bvia: ‘s’ mostra-séotaerdadeira como falsa. Somos, entdo, con-
frontados com uma antinomia. A formulacdo da amimodo mentiroso dada acima € devida ao

I6gico polonés Jan tukasiewicz.”
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Podemos, em (40) mudar alguma parte da sentersgaever, por exemplo:

(42) néo esta nevando.

Mas néo se pode alterar (41) para fazé-lo virar:

(43) ‘ndo esta nevando'.

Isso porque (41) € o nome de (40) e 0 nome ndo geErdaterado. Se pudéssemos colo-
car um ‘ndo’ dentro do nome ‘esta nevando’, podeot fazer qualquer coisa com o

nome, inverter as silabas, colocar um ‘sim’ e u'nuntos, acrescentar a palavra ‘e-
lefante’, jogar as aspas para o fim do nome e ieves silabas. Teriamos um nome

com a aparéncia:

(44) taes dovanne sim nao elefante”

Qualquer pessoa concorda que se pudéssemos muodareo‘esta nevando’ até ele se
tornar tes dovanne sim néo elefante”, ficariécdifi comunicagdo. Os nomes de sen-
tencas sdo &tomos e ndo podem ser alterados padiquEm partes. Assim, (43) é o
nome de (42) escritoriginalmentee ndo por transformacédo de (41) (Qque ndo pode ser
transformado, por ser atdmico).

Pois bem, o que lemos em (26)? A seguinte expressa

a) Para toda vez que se descregt nevandpara o eventgueda da neveo
estado de coisas, ‘esta nevando’ € uma sentengadesra se e somente se a
esta nevando.

Ela € usada para criar a generalizacao (27), que é:

b) Paratod@, ‘p’ é uma sentenca verdadeira se e somerge se



Isto €, 0 nome de sentenca ‘estd nevando’ em @) \d@’ em (b), mas isso ndo podia
ser, pois sendo ‘esta nevando’ um atomo, néo podalstituir cesta nevandentre as
aspas por uma letqa ‘Estd nevando’ € um nome por aspas e isso imduaspas no
nome. De modo que ndo se pode usar a express@ssraieira como as vistas em (9),
(10) e (11) para generalizar, pois isso s6 podeise de modo errbneo ‘partindo ato-
mos’.

Para piorar, em (b) o nome ‘p’ entdo ndo é nada dwmque o0 nome da letpé
do alfabeto, a décima quinta letra do alfabetoalfido portugués do Brasil. Se insistis-
Semos em usar esse nofpe a Unica versao correta nao seria a que se ob&e2odl
para (27), mas:

(45) Para toda vez que se descresi@ nevanddp’ é uma sentenca verdadeira

se e somente se esta nevando.

Que de modo algum é uma férmula geral, mas é umegsao totalmente sem sentido,
que diz que a letrpé € uma sentenca.
Para ficar pior ainda, vamos tomar a sentencag4®nstruir a seguinte defini-

céo parcial de verdade dela:

(46) ‘ndo esta nevando’ € uma sentenca verdageieasomente se ndo esta ne-

vando’

Se insistirmos e usarmos o nofpe no lugar do nome ‘nao esta nevando’, tere-

MOos a seguinte expressao (como em (45)):

(47) Para todo vez que se descre&la esta nevand®’ € uma sentenca verda-

deira se e somente se ndo esta nevando.

Agora temos qué’ € uma sentenca verdadeira quer neve ou nao. Issotr@aditorio,
pois ele deveria estar no lugar da descricdo doteyveo entanto ele € a mesma Igtéa
tanto em (45) e (47n&o h4 sentido em dar 0 mesmo nome para sentengaadito-

rias.
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A solucéo Obvia € essa: ndo ha atomos. Os nomssrdencas ndo podem ser
atomos, mas sim compostos e as aspas entrariaa c@epOoSiCA0 como instrumentos
semanticos que ajudariam na confeccdo de nomesntiensa. Vamos chamar a esse
novo carater das aspas a&pas-funcionafs (que tornam os nomes de sentenca uma
funcao linglistica). E como se as aspas tivesseinassem a acdo de uagoritmo
semanticoque fazia a operacdo de tornar as sentencas eesnbdlaesse caso, as aspas
nao pertenceriam aos nomes, nem as sentencaserdspas seriam nomes, mame
seria aoperacaode fazer agir o algoritmo semantico (indicado petepas) sobre a
sentencga que aparece entre as asf@ndo isso, substituir ‘esta nevando’ fpornao
causa dificuldades, porque ndo existe mais a dgihderior, agorgp’ € um simbolo
que representa a algoritmizacdo semantico-niondmesta nevando

Ou seja, sob a condi¢cao acima, as aspas se tagarcomo ‘palavras indepen-
dentes’ que pertencem ao dominio seméantico dadomm, e traduzem algum tipo de
conexdao linguistica. Elas se tornam algo que podathamar déuncionais oupromo-
tores de funcaoOsfuncionaissdo argumentos que traduzem relacdes entre qatiaas
vrasnao-funcionaisPor exemplo, na express&olé’ (TARSKI, A.; [1983b], p.162, nota
1), a palavra ‘&’ € unfuncional formador de sentengpe tem como argumento um
nome individual X). Na sentencax‘'véy’, ‘'vé’ é um funcional formador de sentenca
que tem como argumento dois nhomes. As pro@gmspossuem funcao lingulistica,
nesse caso. Por exemplo, em ‘a neve é branca’pas adduncionais formadores de
nomes de sentengagumentando com a sentenca a neve é bfanca.

Tarski tomou essa teoria e esses nomes das edesketarbiiski e de K. Aj-
dukiewicz (TarskI, A.; [1983b], p.162, nota 1). Porém ndo € muitoacleamo se da es-
sa acao funcional daspas-funcionaisNao sabemos qual 0 mecanismo semantico in-

terno a linguagem que, por meio de aspas, faz @aarna ou sentenca se tornar um ob-

%5 No original, ‘quotation-functions’ (ARsKI, A.; [1983b], p.161). Cezar A. Mortari e Luiz Heruig de

A. Dutra in TARSKI, A.; [2006], p.29 traduzem conifuncéo de citacéo’.

% Tarski (TARsSKI, A.; [1983b], p.162) tomou o nonfancionais(‘functors’ no texto original em inglés de
Tarski; Cezar A. Mortari e Luiz Henrique de A. Datn TARSKI, A.; [2006], p.29 traduzem comfunto-
res’) de T. Kotarliski emElementy teorji poznania, logiki formalnej i mettalgi nau, Lvov, 1929 &-
pud TARSKI, A.[1983b],p. 458) e os nomes ‘funcional formador de sentefigahtence-forming functor’
no texto original em inglés de Tarski) e ‘funciof@mador de nome de sentenca’ (‘name-forming func-
tor’ no texto original em inglés de Tarski) de Kdakiewicz emGléwne zasady metodologji nauk i logi-
ki formalnej Varsoévia, 1928,apudTARSKI, A.[1983b],p. 456)



jeto linguisticofuncional Tarski é da opinido que, numa andlise profundquéstdo, é
impossivel dar um sentido claro pargposmotores de funcao

No entanto, como parece ser a unica solucdo viiarala formacao de nomes de
sentencas, vamos admiti-los como eficientes e gnte acontece quando submetidos a

prova da Antinomia do Mentiroso.

Construcédo da Antinomia do Mentiroso: teste da gemalizacdo de ‘sentenca ver-
dadeira’ para linguagens coloquiais

Um dos maiores perigos de se aceitgorosnotores de funcase da na interpre-
tacdo das antinomias, em especial a do ‘Mentiroso’.

E possivel construir o ‘Mentiroso’ sem usar a espéo ‘sentenca verdadeira’.
Vamos tomar o mesmo modo de construcdo que envdi€B4) até (39). Se aceitar-
mos como valida a generalizacdo (29), entdo podeenas simboldC’ como uma a-
breviacao tipogréafica da expressaolinica sentenca impressa nesta pagina escrita in-

teiramente com letras maiuscula&gora vamos considerar a sentenca que segue:

(C) PARA TODO P’, SE‘C’ E IDENTICO A SENTENCA P’, ENTAO
NAO-‘P’ .

Empiricamente é facil estabelecer que:

(48) A sentenca ‘PARA TODCP’, SE‘C’ E IDENTICO A SENTENCA'P’,
ENTAO NAO-‘P’’ é idéntica dc’.

A essa sentenca acrescenta-se a seguinte supgsiedege o modo como aspas-

funcionaisprocedem:

(49) Para tod@’ e‘q’, se a senten¢p” € idéntica a sententq’ , entdop’ se

e somente sg’ .

Em (49) podemos colocar qualquer coisa no lugag'dePodemos coloca€’ . Mas ai

termos em (49) a afirmaco.), se a senten¢@” é idéntica a senten¢&”, (...). Ora,

47



48

essa afirmacdo esta e@)( e resulta del&dJAO-'P’ . Respeitando essas interpretacdes,

de (48) e (49) temos a seguinte contraditoria:

(50) para tod¢p’ e‘C’, se“C” é idéntico &p” , entioNAO-'P’ e‘p’

Portanto, mesmo suprimindo a predicacdo ‘verdadeatia as sentencas envolvidas, a-
inda assim sempre é possivel encontrar um modelagio entre elas que gere a Anti-

nomia do Mentiroso.

Ultima tentativa de soluc&o para as linguagens calaiais: definicio estrutural

As conclusdes tiradas dos estudos vistos nodittorsos dois subtitulos levaram
Tarski a concluir que “a tentativa de construir utefinicAo semantica correta da ex-
pressdo ‘sentenca verdadeira’ choca-se contra ultiides severas” ARsKi,
A.[1983Db], p.162). E acrescentaslSki, A.[1983b], pp. 162-163): “Nao sabemos de
qualquer método que nos permita definir o significde uma expressao concreta arbi-
traria do tipo X € uma sentenca verdadeira’, onde no lugak'derihamos um nome de
alguma sentenca.”

Abandonando a tentativa de esclarecer o modo esaspasfuncionam na lin-
guagem natural, Tarski procura atacar noutra frendeigere que a solugéo passa por
traduzir ‘sentenca verdadeira’ como um sentidoepara o que se entende por senten-

ca estruturalmente definida. Assim Tarski definesdemodo ‘sentenca verdadeira’:

(51) Uma sentenca verdadeira € uma sentenca gseifais e tais propriedades
estruturais ou que podem ser obtidas a partir ideetsais expressdes estruturalmente

descritas por meio do significado de tais e taissformacdes estruturais.

Com ‘tais e tais’ Tarski quer dizer aquela definigdtrutural que se vé em (17). Por e-
xemplo, expressfes que traduzem os processosearénoia l6gica considerados ‘vali-
dos’ porque em algum momento, considera-se quelanwoatributo ‘verdadeiro’ (seja
no aspecto deerdade materiabu deverdade l6gich essas expressdes podem sofrer
uma definicdo estrutural que caracterize o valoveleade. Tarski propde o exemplo
(TARSKI, A.[1983b], p.163):
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(52) toda expresséo consistindo de quatro paaeg|dais a primeira a a palavra
‘'se’, a terceira € a palavra ‘entdo’, e a segundagearta sdo a mesma sentenca, € uma

sentenca verdadeira.

(53) se uma sentenca verdadeira consiste de cqueaties, das quais a primeira é
a palavra ‘se’, a segunda uma sentenca verdadeiesceira a palavra ‘entdo’, entdo a

quarta parte € uma sentenca verdadeira.

Apesar desse tipo de descricdo estrutural semondtiitpara traduzir as leis da
l6gica, no entanto, no que cabe a linguagem natdasse tipo de descricdo nao serve.
As linguagens naturais ‘crescem’ continuamente xmnessoes e sentencas. Nao ha fer-
ramentas que possam especificar estruturalmentes tedsas expressdes, nem dizer
quais sdo as verdadeiras e quais as falsas. Tarskskl, A.[1983b], p.164) conclui
que “a tentativa de ajustar uma definicdo estrltlmaermo ‘sentenca verdadeira’ — a-
plicavel a linguagem coloquial — choca-se contfeuldades insuperaveis.” Tarski es-
creve (TARsKI, A.[1983b], pp.164-165):

“A faléncia de todas as tentativas anterioresafgmgs a supor que ndo ha um
modo satisfatério de solucionar nosso problemaohaptes argumentos de natureza
geral podem de fato ser invocados em apoio deptas®dio, como indicarei brevemen-
te agora.

“Um aspecto caracteristico da linguagem coloqgi@al contraste as varias lin-
guagens cientificas) é a universalidade. Ndo aséar harmonia com o espirito dessa
linguagem se em alguma outra linguagem ocorressepatavra que nao pudesse ser
traduzida nela; pode-se declarar que ‘se podentasfeagnificamente sobre qualquer
coisa, podemos também falar sobre essa coisaqumtiem coloquial’. Se mantivermos
essa universalidade da linguagem cotidiana em émneam as investigacdes semanti-
cas, deveremos, para se ter consisténcia, adraiiiralda linguagem, em acréscimo a
suas sentengas e outras expressoes, também os dessas sentencas e expressoes, e
sentencas contendo esses nomes, bem como taissgsesemanticas como ‘sentenca
verdadeira’, ‘nome’, ‘denota’, etc. Mas é presurhivente certo que essa universalidade
da linguagem cotidiana que é a fonte primaria dagas antinomias semanticas, como
a antinomia do mentiroso ou das palavras hetemddgiEstas antinomias parecem for-

necer a prova de que toda linguagem que é univeosaéntido acima, e pelas quais as
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leis normais da légica vigoram, deve ser inconsistelsto aplica-se especialmente a
Antinomia do Mentiroso que dei nas pagfias57 e 158, que ndo contém aspas-
funcionais com variavel de argumento. Se analisaressa antinomia na formulacao a-
cima, alcancaremos a convic¢do de que nenhumaalijegu consistente pode existir a-
través da qual as leis da légica vigorem e que @snmo tempo satisfaca as seguintes
condigdes: (I) por qualquer sentenga que ocorifengaagem, um nome definido dessa
sentenca também pertence a linguagem; (1) todeessg@o formada a partir deé um
sentenca verdadeira se e somentg'sepor substituicdo do simbol’ por qualquer
sentenga da linguagem e do simbwlpelo nome dessa sentenca, considera-se como
uma sentenca verdadeira dessa linguagem; (llingadgem em questdo uma premissa
empiricamente estabelecida que tenha o mesmoisagif de ¢)?® pode ser formulada

e aceita como uma sentenca verdad@ira.

“Se essas observacdes estiverem corretas, amt#d possibilidade de um uso
consistente da expressao ‘sentenca verdadeira'egteja em harmonia com as leis da
I6gica e o espirito da linguagem cotidiana pareee lsastante questionavel, e conse-
guentemente a mesma ddvida atinge a possibilidedeodstrucdo de uma definicdo

correta dessa expressao

A consequéncia disso é que Tarski vai abandotemtativa de definir a expres-
sao ‘sentenca verdadeira’ para a linguagem natuwval tentar fazé-lo numa linguagem
formal, cuja construcao € assunto deste trabalho.

2" paginas no trabalho original em Tarski, A.[1988]ui é 0 que se viu em (34) até (39).

8 Neste trabalho, (35).

%9 Neste ponto, Tarski coloca a seguinte nota depéads\ antinomia das palavras heterolégicas (...) é
simplesmente a do mentiroso na medida em que uemigsa ndo empirica andlogaod §parece nessa
formulacao; entdo se é levado a correspondent dortseqiiéncia: ndo pode haver linguagem consisten-
te que contenha as leis ordinarias da légica sfaaéi duas condi¢cdes que sdo analogas a (I) endh,
difere delas em que elas néo tratam de sentengademaomes, e ndo da verdade de sentengas mas de re
lagBes de denotacdo. (...)".
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CAPITULO 1
CONSTRUCAO DA LINGUAGEM-OBJETO L

A segunda parte do trabalho de Tarski comeca ragpefo 2 de seGoncept of
truth in formalized languagede 1935 TARSKI, A.; [1983b], p.165), onde em uma longa
introducéo prévigdTARSKI, A.; [1983b], p.165-168) expdem sua esperanca deague
linguagens formalizadas possam, de modo muito goe@m consideravel vantagem

frente a linguagem natural), definir o conceitcsdatenca verdadeira

[pp.165-166]
82.LINGUAGENS FORMALIZADAS, ESPECIALMENTE A LINGUAGEM
DO CALCULO DE CLASSES

Pelas razdes dadas na secao precedente abandoa@adgotativa de solu
cionar nosso problema para a linguagem da vidaiaaa e me restringirei daqu
em diante inteiramente as linguagens formalizAdastas podem ser aproximada-
mente caracterizadas como linguagens artificialeneanstruidas onde o sentido de
cada expressao € univocamente determinado poosua.f

2 Os resultados obtidos para a linguagem formalizacéém tem uma certa validade para a lingua-
gem coloquial, e isto é devido a sua universalidaddraduzirmos para a linguagem coloquial qual-
guer definicdo de uma sentenca verdadeira que gdbaonstruida por alguma linguagem formali-
zada, obteremos uma definicéo fragmentaria de derdae abarca uma categoria de sentencas mais
ampla ou mais restrita.

Apesar de na secao anterior Tarski ter mostragwaidemas de definsenten-
ca verdadeiranas linguagens naturais, nata de rodapé 2le aponta que € possivel,
atraves da definicdo de sentenca verdadeira pairsgaagens formalizadas, obter a de-
finicdo de sentenca verdadeira para um grupo grangeequeno (depende do resultado
formal) de sentencas da linguagem cologifidlarski aponta duas condi¢ées funda-

mentais de uma linguagem formalizada:

%0 Karl Popper sera um dos principais seguidoresad@ssposta’ feita nessa nota de rodapé por Tarski.
S6 para deixar exemplificado esse ponto, o prdpojpper afirma em sua autobiografia intelectlaén-
ded QuestPoPPER KARL R.; [1993], p.112):

“Quando em 1935 Tarski explicou-me (dolksgartenem Vienna) a idéia de sua defi-
nicdo de verdade, eu notei o quéo importante aelaeeque ele tinha finalmente reabilitado a t&o



1. As linguagens formalizadas sao artificialmeraastruidas (isto é, seus

mentos basicos — letras, palavras, simbolos —@@encionalmente estabelecidos)
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ele-

2. Nas linguagens formalizadas o sentido de capigessdo depende unicamente

da forma em que foi escrita.

Mas essas duas condi¢des ndo caracterizam o stdicima linguagem formali-

zada. Por isso:

[p.166]-1
Sem determo-no
em uma descricdo completamente exaustiva e pregiea matéria de consideray
dificuldade, darei atencdo aqui a algumas propdesi@ssenciais que todas as
guagens formalizadas possuem) para qualquer dessas linguagens, uma list
descricdo é dada em termos estruturais de todegais com 0S quais as expre
sOes da linguagem sao formagas

S
el
in-
h ou
S_

Realmente, é uma tarefa hercllea descrever todesracteristicas de uma

lin-

guagem antes de apresentar as suas clausulasdricaéo. Tarski passa a enumerar

algumas propriedades comuns a todos os modelagalizacdo de linguagem. Ser&o

quatro propriedades, a primeira é essa chanmgdgye diz, em outras palavras, que pa-

ra uma linguagem formalizada, cada simbselog]) dentro da linguagem tem uma

fun-

céo clara e especifica, ndo ambigua. Sabemos quearéibigua pela propria nog¢ao que

difamada teoria da correspondéncia da verdade la @uaugeri, € e sempre tem sido 0 senso

comum a respeito da idéia de verdade.
“Meus pensamento posteriores sobre isso foram ega lmedida uma tentativa de

tor-

nar claro para mim mesmo o que Tarski tinha fé\o que ele realmente tenthefinidoverda-
de. Para ser exato, ele tinha definido verdade waaa linguagem formalizada singular, e tinha

ensaiado métodos de definicdo para uma classetdes dnguagens formalizadas. Desse modo,
ele tinha também deixado claro que havia outro®snessencialmente equivalentes de introdu-
zir verdade: ndo por definigdo, mas axiomaticamestetio a questdo de a verdade ser melhor
introduzida ou axiomaticamente ou por definicdo pédia mais ser fundamental. Além disso,
todos os métodos precisos restringiram-se as lgensformalizadas, e ndo poderiam, como
Tarski mostrara, ser aplicadas as linguagens aidmécom seu carater ‘universalistico’). Entre-
tanto ficou claro que podemos aprender da anadiseadski como usar, com um pequeno cuida-
do, a nocéo de verdade em um discurso ordinarieada, além disso, em seu sentido ordinario,
como correspondente aos fatos. Eu decidi por fimagque Tarski tinha feito fora mostrar que
uma vez que tenhamos entendido a distingdo entrebjeto linglistico e um (semanticamente)
metalingliistico — uma linguagem em que podemos $alare proposicdes e sobre fatos — nédo
haveria grande dificuldade em entender como umgogsigdo pode corresponder a um fato.”

Apesar da importancia da interpretacdo popperiarteathalho de Tarski, aqui ndo é o espacgo para-este
dermos mais o comentario a respeito.



Tarski tem dedescricao estruturalAnteriormente, na primeira parte deste seu thabal

(TARSKI, A.; [1983b], p. 156), Tarski ja havia apontado astagens de uma descr

estrutural, principalmente em permitir evitar a aiildade.

[p.166]-2

B) dentre todas as possiveis expressdes

podem ser formadas com esses simbolos, aquelasadassentencasao distin-
guidas por meio de suas propriedades puramenteugsis.

Em outras palavras, sentengaé entendida como tal a partir dodo como

iIcao

que

0s
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simbolos se associana sentengaHa regras que determinam como os sinais devem se

associar para gerar sentencas (apesar de quenpelgai a associacdo nao regulada de

sinais que resultam, fatalmente, em expressteseetialo).

[p.166]-3

Agora, linguagens for{

malizadas tem sido até agora construidas exclusiveEntom a proposta de estud
ciéncias dedutivaormalizadas com base de tais linguagens. A liggoae a ci-
éncia constituem um Unico conjunto, tanto que fakha linguagem de uma cié
cia dedutiva formalizada em particular, ao invéstaleu daquela linguagem form
lizada. Por esta razao algumas propriedades cdsdicts das linguagens forma

zadas aparecem em conexdo com o modo segundo asqci@ncias dedutivas s&

construidas;

Sobre o0 modo como as linguagens formalizadas e€asias dedutivas estéo li-

gadas, Tarski ja havia escrito em 1930 em seuwodftigdamental Concepts of the
thodology of the Dedutive Sciend@aRrski, A.; [1983d], p. 60):

“As disciplinas dedutivas constituem assuntongietodologia das ciéncias dedut

Me-

ivas

gue hoje, gracas a Hilbert, é usualmente chamatamatematicado mesmo modo como enti-

dades especiais sdo assunto da geometria e amiaamologia. Naturalmente nem todas as ci-
éncias dedutivas sdo apresentadas em uma formaaatdegara a investigacdo cientifica. As
que, por exemplo, ndo se apresentam de modo ade§uyaatque nao repousam sobre uma base
I6gica definida, ndo tendo regras precisas deénfga, e seus teoremas sédo formulados usual-
mente em termos ambiguos e inexatos da linguagéoquial — em uma palavra, em termos
ndo-formais. As investigacdes metamatematicas ecomstemente, ficam restritas as disciplinas
dedutivas formalizadas.

“Estritamente falando, a metamatematica néo é dereila uma teoria particular. Para
a proposta de investigacdo de cada disciplina dedutma metadisciplina especial deve ser
construida.”

Percebe-se aqui que aquilo que Tarski entenddingpragem formalizad# o

tipo de linguagem capaz de sustentar os teorensasiélacias que sofrem de forte ma-

tematizacdo, em especial a fisica. Porém, a pregéopque motivou o trabalho de



Tarski sobre a definicdo de verdade néo foi a pe&cdo com as linguagens para as ci-
éncias dedutivas. O logico R. L. Vaught, que tdabaljunto a Tarski longamente nos
Estados Unidos, apontou que Tarski ndo sofreuénflia nenhuma do ‘fisicalismo’ dos
tedricos do Circulo de Viena antes de seu trabsdiwe a definicdo de verdade (mas
parece ja ter sofrido essa influéncia quando esarseu artigo de 1944he Establish-
ment of Scientific Semantjaseste trabalho citadoaRski, A.; [1983a]). Segundo Vau-
ght, Tarski se motivara na heranca de uma discusstiga que vinha da Escola de
Lvov-Varsévia onde havia uma preocupacdo em se aiteritérios de formalizacao

rigidas da linguagem. Vaught AVGHT, R.L.; [1974], p. 161) ainda acrescentou:

“(...) A ‘'motivacao’ eshocada acima para o traballeoTarski sobre a verdade foi dada inteira-
mente do ponto de vista da matematica e da l6gatamatica. Historicamente falando, isso foi
somente uma parte da motivacédo de Tarski, j& questhva muito mais de acordo com as posi-
¢Oes e atitudes sobre a nogéo de verdade ditedpos\il6sofos (tais como Wittgenstein, sé pa-

ra citar um nome).”

Mais especialmente, Tarski j& havia avisado n@noConcept of Truth in
Formalized Language6TARSKI, A.; [1983b], p.153) que a linguagem que construiria
para nela definiverdade(esta linguageni desteparagrafo 3 seria uma linguagem

formalizada das ciéncias dedutivas.

[p.166]-4

(y) uma lista, ou descricdo estrutural, € dada dateisgas chamadds

axiomasou declaracdes primitivgyd) em regras especiais, chamadagas de in-

feréncig certas operacfes de um tipo estrutural sdo incadps, 0 que permite [a
transformacao de sentencas em outras sentencagnfeicas que podem ser obti-

das de dadas sentencas por uma ou mais aplicaggesscperacdes sdo chamadas

de consequéncias dessas sentencas dadas. Emlagaréis.Lconsequéncias de ax|o-

mas sdo chamadas sentencas demonstraveis asseveradabs

LA formalizacdo de uma ciéncia usualmente admitessipilidade de introduzir novos simbolps
dentro daquela ciéncia os quais ndo foram expingtée dados antes. Esses simbolos — chamadgps de
simbolos definidoéem contraste acgmbolos primitivos— aparecem na ciéncia em primeira instén-

cia em expressfes de uma estrutura especial chadefdacoes que sdo construidas de acordo cpm

regras especiais — eagras de definicAoDefinicdes sdo algumas vezes tomadas como sastelee
monstraveis de uma ciéncia. Este aspecto da faagdldo das linguagens ndo sera consideradp no
gue segue.
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As clausulasy) e ©) evidenciam a idéia de que se fala de linguagemadis
paraciénciasdedutivas ou seja, derivagdo de sentencas a partir dergasteladas (a-

xiomas, clausulayf) por meio de regras (clausug)(

[p.166]-5

Resta talvez acrescentar que ndo estamos aguassdéelos em linguagens e
ciéncias ‘formais’ em um sentido especial da palaformal’ - a saber, as ciéncias
dos signos e expressdes aos quais nenhum sigoificattibuido. Para tais ciéncigs,
o problema aqui discutido ndo tem relevancia, nessmo significativa.

Este trabalho ndo precisa de uma teoria da coastrdgs signos, de uma histo-
ria das raizes das palavras, ou da fixagdo dosofdmdas linguagens, nem de uma ci-
éncia que dé os motivos do uso de cada simbolspeatial. Nao € designdo simbolo
que importa, mas o significado que ele carregae Eabalho (ocConcept of truth in
formalized languag@® completamente inutil para uma ciéncia lexogeafi

[p.167]-1

Iremos sempre atribu

significados bem concretos e, para noés, inteligivads sinais que ocorrem nas ljn-
guagens que iremos considerar.

=

! Estritamente falando, isso se aplica apenas adso&ischamados constantes. Variaveis e sinais
técnicos (tais como parénteses, pontos etc.) ndsupm nenhum significado independente, mas
exercem uma influéncia essencial no significadoedgsessdes das quais fazem parte.

A linguagem que sera construida teeaitido Nanota de rodapé Tarski adian-
ta os limites da significacdo dos simbolos de umguagem formalizada: nelas s6 as
constantes ndo-légicas tém significados (por iS&oc®nstantes, pois o significado de
cada constante € um e um unico). Os simbolos cemémigses, ponto, dois pontos, hi-
fen etc., ndo significam nada além de seu praegign As variaveis estdo no lugar do
espaco vago deixado livre para ser ocupado porngimiduo ou classe de individuos

guando for exigido.

[p.167]-2

As expressOes que chamamos sentencas aindangeend

sentencas depois que 0s signos que ocorrem netas foaduzidos para a lingua-

gem coloquial. As sentencgas que sao distinguidagcaxiomas parecem-nos ser

materialmente verdadeiras, e, ao escolher regrasf@téncia, somos sempre guig-

dos pelo principio de que, quando tais regras phcadas a sentencas verdadeiras,
as sentencas obtidas por seu uso deveriam serrramgrdadeira$.

% Finalmente, as definicdes sdo construidas demald que elucidam ou determinam o significado
dos sinais que sao introduzidos na linguagem pao o sinais primitivos ou sinais previamente
definidos (cf. p.16, notal).
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Sobre o fato das sentencas formais permanecerem tgnquando traduzidas
para a linguagem coloquial, ndo poderiamos esperaoutra coisa, afinal as lingua-
gens formalizadas se apOiam sobre a nocdo matentkgeonjunta Ora, 0os elementos
de um conjunto qualquer podem ser objetos do muemlpassunto das sentencas colo-
quiais. Quanto aos axiomas, intuitivamente o tomsoaoono verdadeiros, pois é préprio
da natureza do axioma néo ser resultado de uma.p@ue sentencas verdadeiras s&o
inferidas de sentencas verdadeiras € uma crergigada naquilo que entendemos ser a
validadede um argumento: se por acaso cogitassemos dditerde sentencas falsas
serem inferidas de sentencas verdadeiras, namteyiseguranca em nenhuma ciéncia.
Na nota de rodapé Zarski afirma o carater recursivo da definicdo:audefinicdo so

pode se fazer por meio de simbolos previamente adosee definidos na linguagem.

[p.167]-3
Ao contrario das linguagens naturais, as linguagermalizadas nao tém |a
universalidade que foi discutida no final da seg@&zedente. Em particular, a maio-
ria dessas linguagens ndo possui termos pertescantmria da linguagem, isto
nenhuma expresséo que denote simbolos e expressdessma ou de outra lingup-
gem ou que descreva as conexdes estruturais éedréias expressées eu cham
por falta de termo melhor descritiva-estruturais Por essa razdo, quando investi-
gamos a linguagem de uma ciéncia dedutiva fornddizeempre podemos distingyir
claramente entre a linguagesnbrea qual falamos e a linguagem qual falamos,
bem como entre a ciéncia que € o objeto de nossatigacao e a ciéncia na qual a
investigacdo é efetuada. Os nomes das express@esndéra linguagem, e das rela-
cOes entre elas, pertencem a segunda linguagemadhametalinguagem (que deye
conter a primeira como uma parte). A descricaoatesgpressoes, a definicdo dos
conceitos complexos, especialmente daqueles ligadosstrucdo de uma teoria de-
dutiva (como o conceito de consequéncia, de semt@amonstravel, possivelmente,
de sentenca verdadeira), a determinacdo das ptades desses conceitos, e a tarefa
da segunda teorique chamaremometaeoria.

A secéo anterior referida por Tarski € o 81 detssbalho, comentado na IN-
TRODUGCAO nesta dissertacdo. Naquela secdo Tarskirma facilidade com que as
linguagens naturais tém de gerar paradoxos comarad&xo do Mentiroso, uma vez
que elas podem falar delas proprias (auto-refem@niéara Tarski essa ndo € a condicéo
das linguagens formalizadas. Uma vantagem intaresseste ponto do estudo € indi-
cada por Tarski: as linguagens formalizadas naocsiérbolos que caracterizem a auto-
referéncia, o que permitiria a essas linguagemaseial delas proprias; por isso fica mui-
to facil distinguir a linguagem formalizada prineei na qual as definicdes séo feitas —

e a linguagem formalizada segundanetalinguagemonde se fala das definicdes da



primeira linguagem e como se relacionam. Para anskeglinguagem falar da primeira
deve citar a primeira linguagem, por isso todauagem faz parte de sua metalingua-
gem (a linguagem € o objeto da metalinguagem).m\ssimo uma teoria da linguagem
permitiu construir uma linguagem formalizada, aatietjuagem € construida por uma

metateoria (idéntica estruturalmente a uma teoria).

[pp.167-168]

Para um extenso grupo de linguagens formaliz&dpsssivel dar um métq-
do pelo qual uma correta definicdo de verdade pedeonstruida para cada uma
delas. A descricdo resumidamente geral desse méatis linguagens as quais ele
€ aplicavel, seria problematica e ndo de todo cRwefiro, portanto, introduzir
leitor nesse método de outro modo. Construirei defaicao desse tipo ligada|a
uma linguagem concreta particular e mostrarei ajguge suas mais importantes
consequéncias. As indicacdes que apresentarei destd artigo serdo, espero, $u-
ficientes para mostrar como o método ilustradogsse exemplo pode ser aplicado
a outras linguagens de construcéo logica similar.

O que Tarski entende por “correta definicdo” éeéinicdo que é introduzida a
partir de regras logicas pré-estabelecidas. Famer ‘lieoria da Construcdo da Defini-
cdo da Verdade para as Linguagens Formalizadasi éabalho que ergueria tantos
problemas de formalizacédo que o resultado ser@mragqual ndo se veria a funcionali-
dade (que seria definir a verdade para as lingsafg@mmalizadas). O processo que
Tarski vai preferir € tomar uma linguagem formadaaimples e de conhecimento co-
mum para ele definir a verdade, para que o le@iohdin loco o modo como essa defi-
nicdo é introduzida na linguagem. Depois, no §uk (ndo serd assunto desta disserta-
cdo), regras generalizardo esse processo para tingaagens formalizadas similares a
linguagem tomada como modelo.

Isso deixa aberto que a problematica da definigdeerdade € ligada a constru-

cao légica da linguagem adotada.

[p.168]-1

Escolho, como objeto de minhas consideracfesgadgem de uma ciéncja
dedutiva de bastante simplicidade, que certamearte l'em conhecida do leitor |—
aquela dacélculo de classe célculo de classes € um fragmento da 16gica-mat
matica e pode ser tomada como uma das interpretaigdeiéncia formal que é co-
mumente chamada dégebra Boolean@ua &lgebra da l6gica

L Cf. Schroder, E. (62) vol. | (especialmente p.13@3Vhitehead, A. N.; e Russell, B. A. W (90Q),
vol, 1, p.205-12.
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Tarski escolhe o modelo mais simples de linguagetéd)culo proposicionglou
de classesousentencialoude predicadosConhecido como algebra booleana, consiste
em constantes e variaveis e de um numero discapenés quatro) de conexdes entre
esses termos. A simplicidade se da pelo nUmerogpeqde axiomas (apenas cinco), pe-
lo nimero pequeno de regras simples de formac&dnugolos (apenas duas) e por ter
apenas umeegra de inferéncigModus Ponens Nao vamos entrar em detalhes maio-
res sobre essa linguagem porque ela sera conspasda a passo para que seja possivel
a partir dela construir metateoricamente uma dgimide sentenca verdadeira.

Nanota de rodapé Tarski cita a literatura de base para essa lirguagimples
escolhida. Os numeros entre parénteses referemmgmeéracdo da bibliografia no fim
da coletanea das obras de Targkigic, Semantics, Metamathematics — papers from
1923 to 1938

Nos paragrafos que se seguem no texto de Tarskijrasapresentar gradativa-
mente 0s elementos principais da linguagem quesaelheu segundo o que ele disse

em cada uma das clausulas$, (B), (y) e ©). Vamos entender agora essa apresentacao.

1. Ao que se refere a clausulan): estudo dos simbolos da linguagem-objeto.
Tarski inicia agora a construcdo de uma linguagemmdl a partir da qual seja
possivel metateoricamente definir ‘sentenca veldad€omecara pela idéia dmns-

tantese depois deariaveis

1.1 Os simbolos intuitivos ou constantes

Tarski escolhe uma linguagem simples que pode tlizir por meio de quatro
relacdes intuitivas basicasegar, distinguir, universalizar incluir. Para traduzir em
linguagem essas relacfes, Tarski vai escolher umjurmim de quatro simbolos. S&o
constante®u simbolodntuitivos™. Intuitivos porque sabemos qual seu papel nadingu
gem, masido conseguimagrovar que tém esse papel porque eles s6 aparecem quando

estamos diante daquilo que fazem; é impossivelepemplo, fazer um argumento ca-

31 Estamos usando neste trabalho a segunda edic@®, H@ckett Publishing Company, EUA. Nessa
edicdo,(62). E. SCHRODER Vorlesungen Uber die Algebra der Logéxakte Logik (Leipzig; i, 1890; ii,
part 1, 1891; ii, part 2, 1905; iii, part 1, 1898)0). A. N. WHITEHEAD AND B. A. W. RUSSELL, Principia
Mathematica2nd ed., i-iii (Cambridge, 1925-7).

%2 Esta expressasimbolo intuitivo é nossa.
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paz de dar as razdes anteriores que esses sinttamlozem, porque o que eles repre-
sentam ja é o que ha de mais anterior na linguagesim a prova seria circular: para
provar seriam usados eles mesmos. Tarski cometfiagdinido os dois tipos de simbo-

los:

[p.168]-2
Entre os simbolos que compreendem as exprességs ldeguagem, distingui
rei dois tiposgconstante® variaveis®

2 Fazendo uso de uma idéia de tukasiewicz, evitatedduzir quaisquer simbolos técnicos (como
parénteses, pontos etc.) na linguagem, principakn@evido a que sempre escreveréimcionalan-
tes dos argumentos em toda expressao significativajkasiewicz, J. (51), em especial pp. v e 40

Constantesna interpretacéo de Tarski, sdo os simbolos oetem nenhuma
outra funcdo sendo significar eles proprios. Samémn chamados usualmente de ‘sim-
bolos ndo-l6gicos’. Na sentenca seguinte ele vesgmtar as quatro constantes esco-
lhidas. As varidveis ndo tém essa condicdo: etpsfisiam as coisas possiveis dentre os
elementos de um conjunto arbitrario que contémigrsfieados delas. Naota de ro-
dapé 2 Tarski opta pelamotacdo polonesade tukasiewicz, em que uma expressao se
escreve primeiro dizendo o que se fara com os m@endepois citando os termos na
ordem em que sofrem a ac&do. Neste trabalho vamamkiZir’ para a notagdo moderna
(usando parénteses) a notacdo polonesa usada isii. T@sfuncionais(no original
functor9, sdo aopromotores de funcaocitados na primeira parte deste trabalho de
comentario a obra de Tarski. O numero entre paséateefere-se a numeracao da bi-
bliografia no fim da coletanea das obras de Tatslgjc, Semantics, Metamathematics
— papers from 1923 to 1938

E interessante notar que Tarski esta construiduigaagem segundo um roteiro
gue ele ja fizera dois anos antes deste artigcg@me Observations on the Concepts of
w-Consistency andvCompletenessde 1933. Semelhantemente a que faz aqui em
[p.168]-2, Tarski escreve nesse artigag3ki, A.; [1983¢], p.280): “em nossa lingua-
gem ocorrem dois tipos de simbolos: constantesi@eds”.

Agora é necessario apontar quais sao os simbolosndéantes:

% Ver nota 31. Nessa edic&®,1): J.LUKASIEWICZ, Elementy logiki matematyczn@lements of mathe-
matical logic) (1929).
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[pp.168-169]

Vou introduzir apenas quatro constantes| o

simbolo denegacad N’, o simbolo desoma légicadisjuncag ‘A’, o quantificador
universal'[T’, e finalmente o signo declusao*I’. Considero esses simbolos eqpi-
valentes em significado, respectivamente, as egpessnao’, ‘ou’, ‘para todo’ (nd
sentido no qual essa expressédo foi usada no edon(@a do 8 1, por exemplo) |e
‘esta contido em’.

® Usualmente muitas outras constantes ocorrem nalloalte classes, por exemplo, o simbolo|de

existéncia, o simbolo de implicacdo, de produtaclddconjuncao), de equivaléncia, de identida-

de, bem como os de complemento, a soma e o proaduttasses (ver pagina 168, nota 1). Por|es-
sa razédo, apenas um fragmento do calculo de clpssies— falando formalmente — ser construjdo

na linguagem sob consideracdo. Contudo, é notaxekapas as constantes do calculo de clagses
podem ser introduzidas nessa linguagem como tedafisidos, se completarmos sua formaliza-
¢ao pela introducao, possivel por meio de defirigde novos simbolos (ver p. 166, nota 1). De-
vido a esse fato, nossa linguagem fragmentariasjdfieiente para a expressao de toda idéia que
possa ser formulada na linguagem completa dessei@iéEu ainda aponto que mesmo o simbplo
de inclusao I’ pode ser eliminado de nossa linguagem, pelapné¢acdo de expressdes do tipo
‘xy (em que quaisquer variaveis ocorrem em lugarxte ‘y’) da mesma maneira em que, na se-
guéncia, interpretaremos a expressag.

Os simbolos escolhid§sor Tarski s&o:

1. O simbolo N’ de negacéo que quer dizer ‘ndo’. Um simbolo moderno para
indicar a negacéo €1'; esse sinal permite que se diga que determinezf@ipdade néo
esta presente. 9@ for uma propriedade;M é a auséncia dessa propriedade. Por e-
xemplo, em “o niquel é magnético e o cobre é nagrélEco”, se representarmos o
termo ‘magnético’ poM entéo, o niquel ®1 e o cobre é&M.

2. O simbolo A’ de disjungéo(ou soma logicg, que quer dizer ‘ou’. Um simbo-
lo moderno para indicar a disjuncéol €;‘entre dois conjuntos disjuntos quaisquer, es-
se sinal determina que um elemento qualquer peri@m@ um conjunto ou a outro ou a
ambos.

3. O quantificadouniversal‘[]’, que quer dizer ‘para todo’; um simbolo mo-
derno para indicar a operacao universal'é Esse simbolo permite que consideremos a
totalidade dos objetos que discutimos, assim nd@eneonos dizer que ‘ha excecodes'.

Por exemplo, se considerarmos que dado objeto dalonieito de ouro € valioso e nédo

% Em TarsKI, A.; [1983e], p.280, Tarski prefere apenas trés taones: “Trés constantes bastam: o sim-
bolo de negacad\’, o simbolo de implicacddC’ e o quantificador universa[].” Em nota de rodapé a
esta passagem , Tarski ainda afirma que o simlmiedacao é dispensavel e que so6 serve para simplif
car a discussao.



gueremos que alguém suponha que h& objetos desenrovalor, diremos “para todo
objeto do mundo, se é feito de ouro, ha para elealor que lhe cabe”. E se o objeto
for um coelho? Se ele for de ouro, tem valor. Ebs@ cenoura do coelho? Se ela for de
ouro, tem valor. E se for o Papai Noel? Se eleléoouro, tem valor. A lista pode ser in-
finita se o interlocutor for inconveniente. Ent@ara silencia-lo escrevemos:X: x de
ouro, entda tem valor”, ondex pode ser substituido por qualquer objeto do mundo.
Além do mais, aqui é o lugar de falarmoss@tmbolo de quantificacd@ ndo de uma te-
oria a respeito da quantificacdo, que envolve umeudsdo muito mais acurada sobre
variaveis livres e ligadas, assunto que ainda vesem

4. O sinal denclusdo‘l’, que quer dizer esta incluso em’. Um simbolo nmode
para inclusdo €', mas Tarski, mais a frente, usard tomo simbolo metalingiistico.
Como temos a intencdo de traduzir para uma linguageis usual as expressdes da
linguagem formal em notac&o polonesa de Tarski,ogaf@azer o simbolot ficar no
lugar de I’ na nossa traducgéo e propor um simbolo adequadogpaclusao’ na meta-
linguagem (o leitor vera que escolheremos o simbolao lugar de 7). O simbolo
‘[’ permite que incluamos objetos (ou conjuntos), eotrieos objetos (ou em outros
conjuntos). Por exemplo, é facil perceber que tdmal de pélos € mamifero, mas que
baleias ndo tém pélo. Entdo o conjunto dos mansifénmaior do que o de animais de
pélo. Assim, sé representa ‘animais de pélosMerepresenta ‘mamiferos’, diremfs
M.

Nanota de rodapé 3Tarski lembra que ha outros simbolos para ogtastan-
tes, mas que elas podem ser introduzidas na lieguagmedida que forem sendo exi-
gidas segundo regras claras de definicdo de nordmkbs. Assim, a linguagem esco-
Ihida s6 com quatro constantes, ainda que fragmané&suficiente para nela se atingir
0 objetivo pretendido. Até mesmo tem simbolos dsmibarski diz que o simbolo de
inclusdo pode ser omitido, escrevergamo lugar dexy.®

As constantes sozinhas sdo expressdes, porénxgé@sses sem sentido. As

expressdes sO sdo escritas com sentido associandoidveis por meio de constantes,

% Mais adiante ficara explicado o que a expressgquer dizer.
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segundo regras que introduzam sentido na expr8s&éta agora sendo necessario ex-
plicar a idéia dearidvel

1.2. Variaveis

As variaveis sdo simbolos que se associam enp@ar sheio dosimbolos intui-
tivos’’. Com essa associacdo se formexpressfesAssim, nessas expressdes as varia-
veis podem ser substituidas por qualquer objetandeonjunto (ou de conjuntos) de
objetos. Por exemplo, expressadx € branco”, a variavet pode ser substituida por
um objeto. Talvez pelo objetq por exemplo, que podemos fazer significave Teri-
amos, entameve é brancaDevemos deixar claro que esse objetoconstante, isto &,
nao muda, porgue ndo queremos que signifique oatsa, mas sua natureza € distinta
daquela dos quatro simbolos (constantes nao-ljgi=scritos no [pp.168-169], aos
guais Tarski chamou identicamente de constantas (poca significam outra coisa
que aquilo que sao). Variaveis, entdo, sdo quaisjo®olos que possamos substituir
por outros que ndo sao, por sua vez, substituiMais. Tarski se preocupara com o mo-

do de se escrever os simbolos de variaveis panatse confusdo. Assim:

[p.169]-1

Em princi-

pio, quaisquer simbolos arbitrarios podem ser usadmo variaveis, desde que Seu
namero nao seja limitado e que eles sejam distiptda forma, das constantes. Mas,
para o decurso futuro de nosso trabalho, é teceicTimportante especificar exa-
tamente a forma destes simbolos, e de tal mod&lgsepossam facilmente ser qr-
denados em uma semcia.

As variaveis devem ser simbolos tirados de um naim#inito de simbolos
proprios para serem variaveis, com uma forma qyedga qualquer variavel de ser con-
fundida com qualquer das quatro constantes inipi@postas por Tarski Outra con-
dicdo é que esses simbolos de varidveis tenhanipondd escrita que permita ordena-

los infinitamente.

% As expressdes com sentido sdse@stencas

*’ Ver nota 32.

% Em Tarskl, A.; [1983e], p.280, Tarski escreveu: “por outrodadperaremos com infinitamente mais
variaveis.”



[p.169]-2

Usarei, portanto, como variaveis apenas simbolowocs,’, ‘x,,’, ‘X,,, € simbolos
analogos, que consistem no simbolo ‘X’ e em um marde pequenos tracos, ad
cionados abaixo. O simbolo que tem um nunkede tais tracos pequenos (serkd
algum numero natural distinto de 0) sera chanzaklésima variavel

O =
1

Escolher um simbolo fixo (como ‘x§eguido do acréscimo continuado e subse-
quiente de um simbolo auxiliar (como *,’) permiteesta idéia de sequéntlaAssim,k
simbolos ;" acrescido ao simbolo ‘X’ criakeésimosimbolo para &-ésima variavek
Tarski entende que (&-1)-ésima variavelem antes d&-ésima variaveem uma ex-
pressao.

Neste trabalho vamos modificar a notagdo de Tarskd lugar do simbolo ‘)
que se acresce ao simbolo ‘X', indicaremos por maisi® acréscimo sofrido. Assim,
neste comentéario faremos ‘x,’, ‘'x,,’, 'X,,,’ fica1’, ‘X2, ‘X3’ € manteremos que 0 Sim-
bolo ‘x’ que tem um nuamerk como indice (sendk algum numero natural distinto de

zero) sera chamadaok-ésima variavel

[p.169]-3

Na interpretacao intuitiva da linguagem,

gue sempre terei em mente aqui, as variaveis @mea nomes de classes de indi-
viduos.

O que Tarski quer dizer é que nao ocorre que catigiduo (objeto) de um con-
junto tenha a sua variavel correspondente. Se &sSm, ndo existiriam variaveis, mas
apenas individuos e seria impossivel a generabzde&jualquer conceito. Cada varia-
vel corresponde a um unico individuo do conjuntasmasse individuo pode ser qual-
guer um. Por exemple; pode ser substituido por ‘neve’ por que no lugax;deode-
Mos escrever qualquer coisa que sg#jgralmente de cor branc&oderemos escrever
‘cavalo’ no lugar de;;? Sim, desde que ‘cavalo’ seja algtegralmente de cor branca
Podemos escrever ‘Torre Eiffel'? Sim, desde quedaeo critério. ‘Sol'? ‘Mar Verme-
lho'? ‘Nuvem'? ‘Carbono’? Sim, para todos, desde aqtendam ao critéfid Assim,

39 Em TaRskI, A.; [1983e], p.280, Tarski escreveu: “como variduesaremos os simbolos* (1", x ([

[, x 0 [ete., i.e. simbolos compostos do simbodce’ de uma série arbitraria de pequenos tracos a-
cima e abaixo.”

“9Néo é trabalho para a l6gica verificar, por ex@mgé a ‘Torre Eiffel’ € um objeto integralmentar
co. Se esse objeto é citado sob esse critérioaddatum sistema, ele é tomado como tal. N&o qagia |
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‘integralmente de cor brant@ um nome de classe, que pode ser abreviado<pgua-
ra Tarski, e ‘X’ — isto €, seltélico — para n6s em nossa linguagem mais usual).
Obviamente, o simbolo ‘X’ ndo sera o Unico paraesgntar variaveis. Se “as
variaveis representam nomes de classes de inds/ideiatao fica implicito que ha va-
rias classes de individuos. Se para uma classeosabinbolos de variavel, X, X3
etc., existindo outra classe de individuos ser&sgio relacionar a ela outros simbo-
los de variaveis que ndo se confundam @, Xz etc. Por isso, além do ‘X’ Seréo
usadas, conforme a exigéncia para evitar confuseegpreas ultimas letras do alfabe-
to latino. Entdo, algumas vezes o simbolo ‘'y’, ou o0 ‘Z’,rapardo em nossa linguagem
como variaveis. Isso porque, muitas vezes, pailtda@ compreensdo, estaremos fa-
lando de certas variaveis do tip@s quais cabem certas propriedades diferentegudas
cabem para as variaveis do typoPorém, ndo vamos falar coisas covaoavel tipox
ou variavel tipoy. Vamos diferenciar os tipos de variaveis plarsses Para Tarski, o
simbolo X sem indice (feito por tracos, em seu caso) rgotesa classe que contém
os ‘x,’, 'X,,’, ‘X,,,’, etc. Para nds, aqui nesteraentario ao trabalho de Tarski, usaremos
X no lugar dex, por exemplo. AssinX é classe das variaveisY é a classe das varia-
veisy etc. Assim, na class€teremos variaveis;, x,, X3 etc. Ou, além dessas, na classe
Y teremos estas outrgg Yo, Y3 etc. Os simbolos, sejam para qual classe forenersao
namero infinito. Mas por enquanto ndo sabemos s@saisar uma quantidade apenas
‘muito grande’ desses simbolos ou uma quantidadieiia’ deles, pois ndo sabemos se
usaremos algumas ou infinitas variaveis de cadseldor isso € conveniente dizermos
gue vamos usal variaveis, que pode ser uma ou muitas. Assim @sem X, ..., %
variaveis, por exemplo. Isso caracteriza que o mdrde variaveis usadasgrande o
suficiente, mas nao infinito

Aqui acaba o comentéario a clausulg. (Variaveis mais constantes permitirdo a

escrita desentengasassunto da clausulg)(

2. Ao que se refere a clausul#y: estudo de expressdes sentenciais

ca é ignorante e aceita tudo, é que ela presecuadado de lidar apenas com as estruturas do famae
da linguagem e ndo com o conteudo. Ja existemawstig, politicos, cientistas e fildsofos em ninsro
ficiente, lidando com os conteldos.



Parcialmente, vimos exemplos de expressdes nog®l.a9]. A rigorexpressao
pode ser apenas um amontoado de simbolos enfdsisem ordem nem sentido, en-
guantosentencaseria uma expressao ordenada e com sentido. Ait@sjsso, Tarski

escreveu em seu artigo de 1968Rski, A.; [2006], p.204):

“(...). Sentencas sdo aqui tratadas como objatgsikticos, como certas sequéncias de
sons e de signos escritos. (Obviamente, nem tapl#seia desse tipo é uma sentenca.)
Além disso, quando falarmos de sentencas, deveresnesmpre em mente aquilo que,
em gramatica, sdo chamadas sentencas declaraive® sentencas interrogativas ou

imperativas.”

E importante ressaltar isso para ndo carregarm@sdentro de uma linguagem
formal a ‘liberdade poética’ comum da linguagemuraf onde ha muitas expressbées
problematicas. Por exemplo, a seguinte expresga@mssivel na linguagem cotidiana,

mas ndo podemos dizer que tenha a funcéo de desarawestado de coisas:
(). Bons dias aqui e ol&, adeus e benc¢éo acola!

Trata-se de uma trova, ou verso, ou brincadeirpat®vras, sem funcdo. A gramatica
normal das linguas taxa essas expressodrase isto €, uma expressdo sem funcéo
porque é desprovida de verbo e se torna apenasgminteressante de palavras, musi-
calidade sonora, sem outra funcdo além de prodozsom agradavel de ouvir.

Uma linguagem formal pode e deve se proteger dggsde construcdo. Assim,
frases como (1) séexpressdeslentro das linguagens, mas nao sé@otencasAnalo-
gamente, na linguagem formal (a partir dos simbtlms até aqui), 0 que segue € por
exemplo umaxpressan

(2) O=x100X1y2

Porém (2) ndo éentencgorque é desprovida de sentido l6gico (a0 menosaldesta

linguagem formalizada que esta sendo construidagugki, como veremos). A0 menos
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sabemos que dentro da linguagem formal erp@essa@ uma sequéncia finita de sim-

bolog*:

[p.169]-4

Comoexpressfeda linguagem temos ou constantes e variaveisias]au compo;
siches de tais simbolos seguindo-se uns aos opwogxemplo: X,Nx,,, ‘NIx,X,;,
‘AIX X, 1%, XTI, CIX,,X,,,, € assim por diante.

Ainda ndo conhecemos as regras de ordenacaordbslg$ para formar senten-
cas, mas Tarski escolhe para exemplifiegpressdalgumas sequéncias de simbolos
que ora estdo ordenados segundo regras que amtsemdencas, ora ndo (apesar de
Tarski ndo o dizer aqui, porque ele ainda nao doizau a nogédo deentenca Assim,

convertidas para a nomenclatura mais usual:

notacao polonesa notacao usual leitura
X,NX,, X11Xs “X1 ndo %" (ndo faz sentido)
NIX,X,, O(Xy L Xo) “ndo ocorre que xesteja incluso emyk
AlX,X,,IX, X, (X1 0 Xo) O (X2 [ Xq) | “Xq esté incluso emyou % esta incluso emgx
[, [Xq “Para todo X' (ndo faz sentido)
1X,,X,,, Xo [ X3 “X, esta contido emgk

As regras de ordenacao dos simbolos para formaessdes sdo bem mais sim-
ples nanotacao polonesde tukasiewicz do que na usual. Na notacao potones

- a constante deve anteceder as variaveis queo#&@o a relacao;

- as diversas relacdes aparecem na ordem invecsgrséante referente a dltima
relacdo aparece primeiro e as constantes referagtpameiras relagcdes aparecem por
altimo na expresséao.

A notacao usual € mais complicada de se redusgas simples: ela é floreada
para facilitar a leitura e isso implica em uma ctaxilade de escrita. As regras mais
basicas que auxiliam escrever em nomenclatura géwa{chamando as constantes de
conectivos as relagdes entre variaveis feitas por constalemonexoes

- 0S conectivos sao escritos entre variaveis aitne eonexoes;

“LEm Tarskl, A.; [1983e], p.280, Tarski escreveu: “As constamtemriaveis sio as expressdes mais
simples da linguagem.”
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- as conexdes que serdo conectadas entre si filtaenparénteses

- a negacdao so é colocada antes de conexdes arérggses;

- negacdes podem ser conectadas a outras conexoes;

- quantificadores antecedem variaveis;

- quantificagdes podem ser conectadas.

Essas regras, porém ficam mais claras com exemepi®rcicios de escrita, o
que nao faremos por ora ainda. Tarski exemplifieal@itura que espera que seja feita

das sentencas que surgirem em sua linguagem caue: se

[p.169]-5

Expressdes do tipdp, ‘Apd, ‘[xp e ‘Ixy,

em que, no lugar de*e ‘g, aparecem quaisquer sentencas ou funcdes seatenci
(esse termo sera explicado abaixo) e, em lugax' @e'y’, aparecem quaisquer va-
ridveis, sdo lidas: ‘ndp (ou ‘ndo e verdade qu®),* ‘p ou g, ‘para todas as clas
sesx temosp, e ‘a classe esta contida na clasge respectivamente.

1 ~ : =, a . ,
Por razées de estilo, usamos algumas vezes a edipresio é verdade que’ em vez da palayra
‘nao’, considerando a expressao inteira como un@vpaunica, ou seja, nao sendo dado nenhum

significado independente as partes separadas,padinular a palavra ‘verdade’, que ocorrem ne-
la.

Temos que os simbolop’ ‘e ‘q estdo no lugar de sentencas (cuja natureza o
proprio Tarski informa que ainda sera explicadaj esta no lugar do nome’‘do con-
junto de sentencas que podemos por no lugar dévpsss, X, X3 etc. (que ndo apare-
ceram na expressao, mas podem vir a aparecerrace-vem uma expressao futura). O
mesmo paray’. Esses ‘conjuntos de sentencas’ sdo as classefqimos: X e Y?

Traduzindo os exemplos de Tarski para a notacéal,Ltemos:

notacdo polonesa notacédo usual leitura
Np Op “ndo p”
Apq ptiq ‘pouq”

“2 Em TARSKI, A.; [1983e], p.280, Tarski escreveu: “As constaritgs sua interpretacdo usual: expres-
sBes da formaNp', ‘Cpd e ‘[]xp, em que, no lugar dg” e ‘q" quaisquer sentencas e ao invésxle '
quaisquer variaveis, ocorrem, sao lidogd p, ‘se p entdo 'cg ‘para todo x, prespectivamente. Varia-
veis com um traco acima sao tratados como nomesldéduos (objetos de 12 ordem), aqueles com dois
tracos como nomeando classes de individuos (objletd@® ordem) e assim por diante. O uso de tracos
abaixo com variaveis serve ao mesmo propdsito comastumeiro uso de letras de diversas formas no
papel de varaveis. Uma expressao da fortyiadnde ao invés dex* qualquer variavel ocorre e ao invés

de y' uma varidvel com um ou mais tracos em cima, é:lid € um elemento da classeoy ‘x tem a
propriedade ¥
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[Txp Ox; (p 0 X) | “Paratodo x p pertence a X'

Ixy XY “X esta incluso em Y”

As expressdes podem se unir em expressfes comgesessas expressoes
compostas nao constituem um simbolo, mas sao fitapressdes simples simboli-

cas). Tarski fala da composicao de expressoes:

[p.169]
Com respeito as expressées compostas,
isto é, aguelas que ndo sao simbolos, podemosdlieeglas consistem em duas [ou
mais outras expressfes mais simples. Assim, a ssgu'dlix,x,,; € composta das
duas expressodes sucessivdse ‘Ix,X,,, ou das expressoesll’ e x,x,, ou, final-
mente, das ¢presses'NIx,” e ‘x,, .

Qualquer expressao composta pode ser reduzidassoduaais expressoes sim-
ples, isto é, qualquer sequéncia de simbolos we@tiuma das partes da expressao
composta é um componente da expressao compostagheta expressallx,x,,” (u-
sualmente, /(X1 [ X2)) pode ser considerada composta de n0 maximo @t
pressdes: as expressobs “I’, ‘x," e ‘x,,. "

Aqui Tarski para o comentario a clausuB. (As clausulasy) e ©) deman-
dardo mais capitulos e subtitulos do que a queedie@u até aqui ao estudo (rela-

tivamente simples) das clausulag € ().

3 Em TaRskI, A.; [1983e], p.280, Tarski escreveu: “Ao escreveses simbolos um apés outro e em
qualguer namero ou arranjo, obtemos expressdescmaiglicadas. Toda expressao composta, i.e. aquela
contendo mais de um simbolo, pode evidentementéossda como o resultado de colocar duas (ou
mais) expressdes sucessivas. Por exemgbot [1x [1[1x [10] [’ consiste de[ e ‘x [ [Ix (J0Ix [1[]
[1"oude TIx [ [1"e ‘x [100x I [1" ou também de[]x [1 [x (11" e ‘x (101 [1". Uma categoria especi-
almente importante de expressdes seria distingudiaa, nomeadamente aquela das sentengas (significa
tivas).”
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CAPITULO 2
DESCRICAO DA METALINGUAGEM

Tarski vai iniciar o trabalho de construcéo dguiagem que ele citou nas clau-
sulas ¥) e ©) (TARsKI, A.; [1983b], p.166). Ele proprio dira que sera rsséeio traba-

Ihar em nivel denetalinguistico

[p.169]
Mas o dominio apropriado das consideracfes gaegeem nado € o célculo
de classes propriamente dito, mas sua correspanadesialinguagem.

Comeca neste ponto do texto de Tarski, e segos pebximos capitulos, o tra-
balho que tornou Tarski famoso: a definicdo dedade’ para as linguagens formaliza-
das. Ele usara de um recurso inédito: a metalireyjuad\ntes de Tarski, era comum se
confundir ‘linguagem’ e a ‘linguagem que fala dagliagem’. Exemplo classico é a o-
braMeditacBegle Descartes. Sua declaracdo mais fammsas6, logo exisja uma re-
flexdo a respeito da reflexéo.

Falar do que se fala, pensar sobre 0 que se aEmare foi uma pratica comum
dentro da filosofia. A falta de rigor que se pogeraar hoje €, porém, injusta: seria um
ato de violéncia sem sentido querer apoetess de interpretacédo a respeito dos termos
da linguagem quando este ou aquele fildsofo reflebee suas reflexées (ou fala daqui-
lo que fala), porque mesmo as modernas teses nigiaiicas sdo apenas ponto de
vistae ndo unponto finalna questao.

Assim, a metalinguagem de Tarski e toda a espardaguma metalinguagem
para as linguagens coloquiais é tambénpomto de vista

Apesar de que ao longo da histéria da filosofi@@sypensadores falaram daqui-
lo que falavam e perceberam um grau elevado deiciédis vagas e ambiguidades nes-
sas discussdes, ainda assim foi sé por causa plesEpcao que nasceu a idéia de uma
linguagem da linguagen® trabalho de Tarski foi mostrar que havia uro #gpecifico
de linguagem da linguagena metalinguagem para as linguagens formais, qunsee
guia evitar a ambiguidade e interpretacfes vagasuasinocdes basicas.

A preocupacéao de Tarski, entdo, é conseguir amar metalinguagem que possa

tornar claro a definicdo de verdade ao menos panteger as ciéncias positivas (que
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usam um discurso fortemente apoiada em uma linguagatemética) das condi¢cdes
vagas geradas por uma definicdo intuitiva de ‘véeddaquela intuicdo aristotélica).
Assim, ja que as linguagens formais séao o tipardpihgem das ciéncias dedutivas, é
necessario distinguir certas nuances de referéecime 0s elementos linglisticos no
tratamento que um tipo de ciéncia dessas da ansder expressdes que usa. Em outras
palavras, torna-se necessario distinguir a ‘linguag respeito da quase fala’ da ‘lin-
guagema qualse fala’.

Chamaremos assim de simplesmdiiguagemao ambiente de manipulacéo
lingUistica em que se fala e usaremos o prefixddirante todo elemento do ambiente
de manipulacgéo linguistica onde é possii@ker a respeito da linguagem

Mas o que énetalinguagemafinal de contas? E como seria soetassintaxe
Neste capitulo vamos buscar esclarecer a hocamtdinguagenpara no proximo ca-

pitulo lidar com anetassintaxe

1. A metalinguagem

Caracteriza-senetalinguagenpela lista de sinais e expressdes que nos permite
referirmo-nos a linguagem. Por exemplo, se na dggm encontramos a sentenca ‘a
Terra é azul’, na metalinguagem encontramos a risgmtéa Terra € azul’ tem quatro
palavras’. A expressdem quatro palavrag uma expressao metalinguistica, pois toma
‘a Terra € azul’ como um de seus objetos linglostimitarios.

As idéias que inspiraram a de metalinguagem,dée ha teoria tarskiana, ndo
foraminsightsde Tarski. Ja era uma tendéncia dentro da Escdl@aleVarsévia que
foi fundada no século XIX em Lvov, Polbnia, por Kaerz Twardowski (1866-1938).
Seu periodo de ouro foi entre 1918 e 1939. A guerap comunismo apos a guerra —
forcaram a disperséao do grupo, fazendo a Escolpdescer.

Entre 1918 e 1929 ocorreram a série de estudosferéncias de dois dos maio-
res ldgicos poloneses, dreewski e Lukasiewicz. Seus estudos dentro do casaplo-
gica e da logica da matematica influenciariam dgeragle jovens I6gicos no século XX,
dentro e fora da Polbnia. Eles comecaram com osepos conceitos dmetaldgica:
uma légica para falar da l6gicaEssa idéia levantava questdes sobre, por exemplo,
consisténciaa completude a decidibilidade dos sistemas formais classicos herdados

desde Frege e melhorados por Russell e Whiteh@ad.ofa dos dois configurou-se o



gue se entendeu chamarldimica PolonesaAs idéias metaldgicas da légica polonesa
exigiam de um sistema formal que ele fosse comtesteompleto tanto sintaticamente
guanto semanticamente e baseado em um conjunerrdes primitivos e axiomas. A
estrutura que recomendavam para um sistema foteradiia o que segue QVEXSKI,
JAN; [2003]):

(a) E melhor um sistema com poucos conceitos primitivos

(b) E melhor um sistema com poucos axiomas;

(c) Se definirmos o comprimento de um sistema axiomdatxno o nimero de
simbolos que ocorrem na totalidade de seus axioené&o o0 sistema axio-
matico mais curto € o melhor;

(d) E melhor um sistema com poucos simbolos diferentes;

(e) Se definirmos um teorema organico como aquele gag¢em nenhum outro
abaixo dele, entdo axiomas organicos sédo melharesog néo-organicos.
Assim, o sistema axiomatico ideal é aquele provamsistente e dos axio-
mas organicos mais curtos possiveis.

(H) O sistema axiomatico ideal faz todos esses criéneriores ser bem apli-

cavel no calculo proposicional.

Esse ambiente, onde se sai fora da l6gica panaagleegras metaldgicas capaz
de justificar a l6gica, foi propicio para Tarskirfaular seus conceitos metalinguisticos.

A idéia de uma metalinguagem € a de uma linguageencontenha seus pré-
prios simbolos (e consequentemente sua prépriaxginseus proprios axiomas e suas
proprias regras de inferéncia e possua ainda, setre objetos, a linguagem que Ihe es-
ta abaixo. A linguagerh vai participar de uma metalinguagémna forma de expres-
sOes-objetos: as expressodes da linguagemesao feitas de parte®rna-seum objeto
Unico e sem partedlesse formato novo, torna-se objeto da metaliggua

2. Metassintaxe
Essa palavra metassintaxe famais foi usada por Tarski e, até onde foram nos-
sas leituras, é a primeira vez que ela aparecanretmatado sobre semantica. Entende-se

sintaxepor uma relacéo formal entre as expressdes delingumgem, isto €, 0 modo
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como elas seonstitueme como sdo constituidas as relacdes entre ela® adlnlingua-
gem. Isso envolve o alfabeto usado, as regrasrdef@o das sentencas, 0s axiomas e
as regras de inferéncia. No casonuistassintaxesdo todas as mesmas ferramentas tipi-
cas da sintaxe da linguagem-objeto, mas com coesligé permitir & metalinguagem
falar inclusive da sintaxe da linguagemuando necessarioO objeto de estudo da
metalinguagem € a linguagem. A coisa que uma mgtaigem mais deseja evitar é a
ambiguidade, que pode cair em auto-referéncia.ig3or, a metalinguagem néo pode
usar as mesmas palavras ou simbolos da linguagemdewe saber reconhecer o
alfabeto e 0 modo de falar da linguagem, mas temsde um alfabeto e um modo de
falar distinto.

Tarski ndo pode continuar lidando com a linguag¢edusulasy() e ©)), sem es-
truturar a metalinguagem (que sera usada paradaléinguagem durante sua constru-

céo). Continua-se lendo no texto de Tarski:

[p.169]
Nossas inves{
tigacdes pertencem ao metacélculo de classes ddgidowmnessa metalinguagem.

Por ‘nossas investigagbes’ Tarski quer dizer baifeo de montar uma matalin-
guagem para a linguagem. As expressdes metalimgisistomo'a neve é branca’ é
uma sentenca verdadeira se e somente se a newanéalmu ‘a Terra € azul’ € uma
sentenca de quatro palavrésm a mesma natureza das constantes que entramgano
das variaveis proposicionais na linguagenisso quer dizer que a metalinguagem tem
suas proprias variaveis proposicionais, 0 que fiigngue tem seus préprios simbolos

primitivos, suas proprias constantes, suas propggss de composicao, etc.

[pp.169-170]

Disso
brota a necessidade de dar ao leitor alguma egpalicaainda que muito breve - ¢a
estrutura da metalinguagem e da metateoria. Vorestengir aos dois pontos majs
Importantes

N&o ha como fazer aqui uma constru¢cao de umaingaiagem do mesmo mo-

do como se quer fazer com a linguagem, caso cantgéria necessario ter umeeta-
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metalinguagengue exigiria suaneta-meta-metalinguagera assim indefinidamerife
Por isso Tarski vai apenas ‘situar’ o leitor nasmetntos basicos da metalinguagem (os
dois pontos referidos). A estrutura complexa queke a construcdo de uma metalin-
guagem nao sera exposta e essa estrutura metsliogugera introduzida — sem provas

— a medida que a construcao da linguagem exigida@spontos séo:

[p.170]-1
(1) a enumeracao de todos os simbolos e expregs@eserdo usados na metal(n-
guagem, sem explicar em detalhes a importancia delelecurso da investigacao| e
(2) a criacdo de um sistema de axiomas que sef@esué para o estabelecimento da
metateoria ou, pelo menos, que forme o fundameari® @s resultados obtidos neste
artigo. Esses dois pontos estao definitivamenteaados com nosso problema fun-
damental; negligenciemo-los e ndo seremos cap&zassgverar que tenhamos tido
sucesso em definir corretamente qualquer conceito ltase na metalinguagem, pu
gue a definicdo construida possua quaisquer coéseigis particulares.

A respeito do ponto (1), a metalinguagem necedsitsimbolos que se refiram a
expressoes, relacdes e inferéncias da linguagem, Taigki ndo pretende definir os
simbolos matalinguisticos com o rigor que estaende para os simbolos linguisticos.
Na verdade a definicdo dos simbolos metalinglistictemprestada’ dos simbolos lin-
glisticos aos quais correspondem, como aprenderamtmngo do processo de cons-
trucdo da linguagem.

A respeito do ponto (2), Tarski precisara de umwao de meta-axiomas para
poder definir de que modo a metalinguagem é capasedeferir a linguagem. Isso é
necessario porque € metalinguisticamente falandesguUfazem as definicdes da lingua-
gem. A falta de cuidado em se fornecer a metaliggaregras de como fazer referén-
cia’ impedira que se possa saber se as definigbéaguagem estédo corretas, inclusive
a definicdo de verdade e a definicAosdatenca verdadeird?orém nédo se trata, como
ja comentamos antes, de construir a metalinguagemocrigor de construcdo pretendi-

do para a linguagem:

4 Ja em BRsKI, A.; [1983¢e], pp.280-281, Tarski escreveu a respdatformalizacéo da metalinguagem:
“Para evitar uma complicagcdo desnecessdria ndceemperemos uma exata formalizagcao da metalin-
guagem.”
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[p.170]-2

Mas nao tentarei dar a metateoria o caratef de

uma ciéncia dedutiva estritamente formalizada. €uat-me-ei em dizer que - exce-
to os dois pontos mencionados - o0 processo de hlzana metateoria ndo mostfa
nenhuma peculiaridade especifica. Em particularegsas de inferéncia e de defini-
¢do ndo diferem de modo algum das regras usadesns&rucao de outras ciéncias
dedutivas formalizade

Tarski quer dizer que — apesar da metalinguagenesseultima instancia, a lin-
guagem de uma ciéncia dedutiva — ndo vai expofaaaoigor da construcdo que quer
para a linguagem (algebra booleana). Isso porgqoie miieciso saber como construir ri-
gorosamente uma metalinguagem, mas apenas saljeresamente — como usa-la, is-
to é, énecessario saber falada linguagem. Dizemos entdo, que ao se falar da
linguagem, que h@nodos de se exprimilentro da metalinguagem. TarskiARBKI,
A.;[1983b], pp.170-173) aponta dois modos de exgdr@expressdes metalinguisticas
de um carater l6gico gera expressées metalinglisticas de termos especificoweth-
linguagem de um caréter descritivo-estrutural

A descricdo, com algum detalhe — nada exaustide €ada um desses pontos
(1) e (2) citados passara pela explicacao de ghas tle expressdes metalinguisticas, fa-

lados na sequéncia, no texto de Tarski.

3. Expressbes metalingiisticas TIPO I. expressoes dm carater l6gico ge-
ral.

O primeiro tipo de expressdes metalinguisticagrédnzido como segue:

[p.170]-3

Entre as expressdes da metalinguagem, podemosgdistidois tipos. Ao
primeiro, pertencem expressdes de carater |0gicd,gemadas de qualquer sistema
de l6gica matematica suficientemente desenvolvilltas podem ser divididas em
expressdes primitivas e expressoes definidas, seasseria fora de proposito no pre-
sente caso.

! Por exemplo, do trabalho de Whitehead, A. N.; RilisB. A. W. (90). (Mas nao pretendo usar [a-
qui qualquer simbolismo logico especial. A ndoEars excegbes que mencionarei explicitamepte,
usarei expressdes da linguagem coloquial.) Paignifisado das expressoées légicas gerais dadas na
sequéncia, ver Carnap, R. (8).
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Uma expresséao de carater légico geral significaipopnde simbolo (ou sequén-
cia deles) que traduza conceitos l6gicos amplagioiente para serem comuns em di-
versas linguagens 16gi¢dsComo veremos, os simbolos traduzem idéias quesdo
muns a todo principio de formalizacdo de uma liggna Tarski preferiu a linguagem
do trabalho de Whitehead e Russell, como se wvéotede rodapé*. Uma expressao
é primitiva quando aparece na construcdo da linguagem desa®oo Uma expressao e
definida quando é introduzida, sem referéncia anteriorndoaa linguagem ja esta

construida.

[p.170]-4

Pri

meiro, temos uma serie de expressdes que possuapsmoO significado que as

constantes da ciéncia em consideracéo; ase#n, 6u ‘ndo é verdade qué ‘ou,

‘para todd, e ‘esta incluso eim- em simbolos, ['I'. Gracas a essa circunstancja,

somos capazes de traduzir qualquer expressaogimgiem na metalinguagem. Por

exemplo, o enunciado ‘para toddou para todas as classgsa (1 @ é a traducao
da expressaq[x,Ix,x;.

?Veja p.169, nota 1.

As expressdesad, ‘ou, ‘para todg, e ‘esta incluso ehsado expressbes meta-
linguisticas usadas para falar de seus corresptasdiemgiisticosN’, ‘A’, ‘] e ‘I’ (na
notacéo polonesa de Tarski — na notacdo usual atual (1", ‘(1" e ‘[1"). O cuidado
que teremos aqui é quanto a expressdta‘incluso eirpara a qual Tarski escolhe o
simbolo 7'. Mas existe um uso classico do simbald has linguagens formalizadas e
queremos conservar esse uso classico. Por isseswdgnar I’ como simbolo linguis-

tico e fagcamos[*’ ser o simbolo metalinguistico para abreviar an&icia ésta incluso

> Em Tarsk, A.; [1983e], p.281, Tarski escreveu a esse respeimo aqui, que ha na metalinguagem
duas categorias de conceitos. A respeito da prntkkase consistir de “conceitos de uma naturezadog
geral, pertencente a um arbitrario, mas suficieatgendesenvolvido, sistema de I6gica matematicp (e.
o Principia Mathematic® e em particular aqueles do dominio do calculaldsses, e a aritmética de
ndmeros naturais; (...)".

“6 Nestanota de rodapé Hesta passagem, Tarski preocupou-se em deixaddequalquer simbologia
especial além daquelas de uso comum, em espediddica matematica que serve de bas®ocipia

de Russell e Whitehead. EmRSKI, A.; [1983€], p.281, nota de rodapé 1, Tarski esmuevFarei uso
livre de varios simbolos que estdo em uso comunirabalhos sobre teoria dos conjuntos. Por exemplo,
férmulas da formax, y,...0 [’ e ‘X, y,...J[] [’ expressa o fato de quey,...pertencem ou ndo perten-
cem ao conjunta] respectivamente. ‘0’ denota o conjunto vaziox ¥,..., ¥ 0 conjunto que contem
unicamente, y,..., Zcomo elementos. Através do simbd\t’ ‘denotarei o conjunto de todos os nimeros
naturaisNt-{0} é o conjunto de todos os nimeros naturaismtiss de 0.” A respeito da citacdo do traba-
Iho de Rudolf Carnap, trata-se do (Ver nota(8))Abriss der Logilde 1929.
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e, sem prejuizos. Outro ponto interessante é guwamddveis na linguagem sao substi-
tuidas pometavariaveima metalinguagem, no caso a variavel linguistjaa referida
na metalinguagem pela variavel metalinglisticésso adianta uma regra: as variaveis
linglisticas — que sdo sempreldtimas letras do alfabeto latine serdo referidas pelas
primeiras letras do alfabeto latinna metalinguagemA nota de rodapé 2emete ao
comentario feito sobre o uso estilistico da palaveedade’.

Nesta passagem Tarski traduziu para a metalinguageconstantes da lingua-
gem. Porém uma metalinguageémlui a linguagem como objeto e isso resulta em que a
metalinguagem € mais ampla em simbolos do quegadgem. Por isso Tarski trata de
relacionar outros simbolos e expressdes metaliticpgsque se fardo necessarios para

se definir termos dentro da linguagem.

[pPp.170-171]
A mesma
categoria pertence uma serie de expressfes ana@oghsminio do calculo senten-
cial, do calculo funcional de primeira ordem e dicuglo de classes, por exemplo,
‘se..., entdp ‘se e somente 'separa algum X (ou ‘ha um x tal que!), ‘ndo esta
incluso erh— em simbolos['’, ‘€ idéntico a— em simbolos, ‘=", é distinto de—
em simbolos,#, ‘€ um elemento de em simbolos|’’, ‘ndo é um elemento 'de
em simbolos*’,* individud, ‘classé ‘classe nulg ‘ classe de todo x tal que as-
sim por diante.

Essas novas expressdes metalinguisticas permitensegexplique de que ma-
neira ocorrem relagdes entre conjuntos (classes)dildduos, entre individuos e entre
essas classes e individuos. Lembrando que um dugivdm uma classe é algo que pode
ser posto no lugar de uma variavel linglisticaaRaas um glosséario metalinguistico:

1.'se..., entdo! € o modo de se referiri@plicacdo material que esta presente

na regraModus Ponengjue sera a unica regra de inferéncia da linguagem
2.'se e somente se€ o0 modo de se referirequivaléncia que diz que o ante-
cedente implica materialmente o consequente (iagdic material ‘da esquerda

para a direita’) simultaneamente a que o consegquemlica materialmente o

antecedente (implicacdo material ‘da direita pagacuerda’).

3. ‘para algum x’ ou ‘ha algum x tal que’: € o modo de se referir & condi¢éo

em que em uma classe ha pelo menos um individgoi@ase pode dizer algo.

4.'ndo esta incluso em’ é o modo de se referir a condicdo de uma classe-o

dividuo ndo estar entre os individuos de outraselagarski escolhe o simbolo
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‘[’ como abreviagdo metalinguistica a6 esta incluso e€mMas por causa do
uso classico que se faz desse simbolo na linguagaeai, vamos traduzir o sim-
bolo metalinguistico’” de Tarski pelo simbolo metalingtistica’; sem preju-
izo da referéncia.

5.'¢é idéntico a: € o modo de se referir a condicdo de dois indgdou a ex-
plicacdo, ou definicdo, de um e de outro individselem o mesmo, ou duas
classes (ou a explicacdo, ou definicdo, de umaceitia classe) serem a mesma.
O sinal metalinguistico escolhido por Tarski pdveesiar essa condicdo € o u-
sual ‘=". Como queremos aqui preservar o simbolgara uso na traducédo da
linguagem da notacdo polonesa para a usual am@py substituir o simbolo
metalingulistico ‘=" de Tarski pelo simbolo metalifgtico ~’, sem prejuizo de
referéncia.

6. ‘@ distinto de’: € o modo de se referir ao oposto da condicéa eist (5). Pa-
ra abreviar essa referéncia, Tarski escolheu odtnf’. Pelas razbes ja aven-
tadas vamos substituir esse simbolo por *

7.'¢ um elemento de’ é o modo de se referir a condigcdo de um elem@mdo
viduo) vir (ter origem, inicialmente estar entrenesmbros) de uma classe espe-
cifica. Dizemos que o elemento em quegt@dence a class€omo se carregas-
se consigo uma caracteristica que permitisse deemde veio. Tarski abrevia
isso com o simbolo ', que substituiremos po€”.

8.'ndo é um elemento deé o modo de se referir a condicdo oposta desamita
(7). Tarski escolhe para abreviacad.‘NOs usaremosc[ .

9. ‘individuo’: € o modo de se referir a um elemento dentro de classe. Por
exemplo, ‘Torre Eiffel’ € o individuo da ‘classesimonumentos que identifi-
cam a Franga’ (pode ou nao ser o Unico individudasse).

10."classé: € o modo de se referir a condicao de certa @afattta comum re-
unir individuos. Por exemplo, ‘Torre Eiffel’, ‘Arcdo Triunfo’, ‘Notre-Dame’,
‘Louvre’ tém caracteristicas comuns que permiteomifps na ‘classe dos mo-
numentos que identificam a Franga’, enquanto ‘moaigurates’, ‘Golden Ga-
te’ ndo permite reuni-los segundamério discriminatorioda classe. Em geral,
o critério discriminatérioé o nome da classe (por exemplo, ‘classe dos huma-

nos’, ‘classe dos nimeros naturais’, ‘classe dimsq®’ etc.).
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11."classe nula: é o modo de se referir @onjunto vazipisto €, a reunido dos

individuos ausentes (por exemplo, é nula a ‘cldsstodos os livros que Tarski

escreveu originalmente em grego’).

12.'classe de todo x tal qureé 0 modo de se referir a uma classe de onde vem a

caracteristica que discrimina um individuo. Porneple, ‘classe de toda tal

guex tenha mais de 50 anos de idade’.

E bom falarmos que, tecnicamente, existaclass€que seria a classe das ex-
pressdes metalinguisticas que falam das exprebes@éssticas), existeneta-individuo
(que seria a expressao metalinguistica que fabxpeessao linguistica correspondente)
etc., porém esses conceitos seriam ndo so inaeie também incbmodos e s6 impor-
tantes se pretendéssemos consauigor uma metalinguagem como estamos fazendo
com a linguagem.

A metalinguagem de Tarski exigira também simbobs flalar da equivaléncia

entre classes da linguagem:

[p.171]-1

Também encontramofs

aqui algumas expressdes do dominio da teoria dasad@ncias de classes e da|a-

ritmética dos numeros cardinais, por exemplasse finita, ‘classe infinita ‘po-

téncia de uma classe numero cardind| ‘ndmero naturdl (ou ‘numero cardinal
finito’), "namero cardinal infinitg ‘0’, ‘1’, ‘2’, '<’, >, ‘<, >, 4, =L

Por equivaléncia de classes entendemos a regia ctesse A € equivalente a
classe B, e a classe B € equivalente a classet&yy Aré equivalente a classe C'. Uma
classe ser equivalente a outra é terem os mesmiwgdmos sob condi¢des discrimina-
torias diversas. Por exemplo, a ‘classe dos montgseaue identificam a Francga’ é e-
quivalente a ‘classe dos monumentos que identifieanis’ se ambas as classe contém
unicamente os individuos ‘Torre Eiffel’, ‘Notre-Dam‘Arco do Triunfo’ e ‘Louvre’.

Por aritmética dos nameros cardinais entendemaxiognas que permite con-
ceituar ‘soma’ e ‘produto’ aritméticos e cujo ax@rfiundamental é 8xioma da Esco-
lha.

Prosseguindo com o glossério anterior:

13. ‘classe finita’: € o modo de se referir a uma classe que possuilimero

limitado de elementos. Por exemplo, a ‘classe etad do alfabeto latino que

permite escrever o nome TARSKI'.



14.‘classe infinita’: € o0 modo de se referir a classe que possui uneritimi-

tado de individuos. Por exemplo, a ‘classe dos nosrgares divisiveis por 4'.
15.'poténcia de uma classe’é o modo de se referir a reunido de todos os sub-
conjuntos de elementos de uma classe. A poténciandeclasse ¢ dada pa;
onden é o numero de elementos da classe.

16.‘namero cardinal’ : € o modo de se referir ao niumero que indica atale

de dos elementos de uma classe. Por exer@@a cardinal da clasge{l, 2,

3}, poisA tem trés individuos (os individu@s2 e 3).

17.‘nimero natural’ ou ‘namero cardinal finito’ : € o modo de se referir ao
namero que representa o cardinal de uma clasga. fdr exemplo, o nimero
natural3 € o cardinal de uma classe limitada a trés elaymsent

18.'namero cardinal infinito’ : analogamente como no (17), € o modo de se re-
ferir ao cardinal de uma classe de quantidadetdifai de individuos.

19.°0’, ‘1’, ‘2’ : modos de se referir aos cardinais das classes.

20.'<, > <), 4, =t modos de abreviar as referéncias (respectivamente
‘0 antecedente é menor gue antecedente é maior gueo antecedente € me-
nor ou igual & ‘o antecedente € maior ou igud) &0 antecedente reuni-se a

‘0 antecedente disjunta-se’ de

[p.171]-2
Finalmente, vou precisar de algups
termos da légica das relacdes. A classe de todobjetosx para cada um dos qualis
corresponde pelo menos um objgttal quexRy (isto é,x esta na relacéR comy)
sera chamada dominio da relacdo binaria ou de dois termosARalogamenteg
contradominio da relagédo R o conjunto de todos os objetogara os quais ha pelo
menosum objetox tal quexRy. No caso de relagbes multi-termo, ndo falamos de
dominio e contradominio, mas dd, 2°, 3°,..., n-ésimo dominio da relac@ma re-
lacdo tendo somente um elemertem seu dominio e somente um elemgném
seu contradominio (uma relagdo que vale somentejeaty e entre nenhuns outrgs
dois objetos) é chamada gar ordenado, em que x e o0 primeiro e y o segundo
membro Analogamente, usando rela¢cdes multi-termos, edfigichostriplas orde-
nadas quaduplase, em geraln-uplas ordenadasSe, para cada objeygertencentg
ao contradominio de uma relagdo bin&jdaasomente unobjetox tal quexRy, en-
tac a rdacdo € chmadauni-multi.

A metalinguagem deve explicar como os individuas classes da linguagem se
relacionam entre si e entre as classes. Para@ssa;se necessario o uso de uataca
de relacdesdominio da relacédo binari¢ou de dois termgsR (classe de todos os obje-

tosx que tem correspondéncia com um Unico objetal quexRy— isto é x esta na re-
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lacdoR comy); contradominio da relacdo Ronjunto de todos os objetgspara os
quais existe um e um so objettal quexRY). Tarski precisa dessa nogéo bésica da Teo-
ria dos Conjuntos, porque em seus teoremas agsldesnomes de sentenca, sequéncia
de classes, classes de expressdes funcionam camipio® e contradominios, sdo con-
juntos. Usar de dominios e contradominios exigegaiste teoria:
A) No caso de relagbes multi-termo (ondeem correspondente mais de ym
ou umy é correspondéncia de mais de x)ymao se fala de dominio ou con-
tradominio, mas dg&°., 2°., 3°.,... ..., n° dominio da relacéo
B) A relacdo que tem sé um elemertno dominio e sé um elementamo con-
tradominio (uma relacéo que so6 se faz entrg e entre nenhuns outros dois
objetog € chamadgar ordenado, onde x € 0 primeiro e y € 0 segunelm-m
bro. Se a relagdo for multi-termo, temoplas ordenadasquaduplas orde-
nadas n-uplasordenadase assim por diante.
C) Se para cada objejopertencente ao contradominio de uma rel&daplo,
triplo, quaduplo,..n-uplotermo hasomente unobjetox tal quexRy, entdo a
relacdoR € chamadani-multi (isto €, de um no dominio para mais de um no

contradominio).

As interpretacbes metalinguisticas envolvendo aidedas relacdes entre
dominioe contradominiopermitiram introduzir a no¢cdo @edemque € usada na nogao

desequénciaPrimeiro Tarski vai apontar a nocdo metalingodstiesequéncia infinita

[p.171]-3

O conceito desequénciapartici-

para em grande parte do que segue. Bes@éncia infinit&8 uma relagdo uni-multi
cujo contradominio é a classe de todos os nUmeatosais com excec¢ao do zero.

Entende-se por sequéncia um numero finito ouitofie simbolos postos lado-
a-lado. Por exemplo, @#$&8 é um sequéncia finitaideolos. Outra sequéncia seria

EEEEEEEEELELFPOderiamos ter uma quantidade muito grande (poderiaté mesmo

infinita) de sequéncias. A caracteristica que quesedestacar de sequéncias assim é
que sacsimbolos postos lado a lad8eria incbmodo falar dessa caracteristica e citar
todas as sequéncias possiveis, por isso € maisdodaxplicar como os simbolos séo
postos lado a lado. Uma sequéncia é uma funcéo tentes um simbolo de variavel,

por exemploy, no dominio e os nimeros naturais (1, 2, 3,n) no contradominio:
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Desse modo temos o produto cartesiaka \= {V1, Vo, V3, V4,... ... , W,...}. Com isso di-
zemos que uma sequéncia € uma ordenacao onde pémeiro simbolo seguido de
um segundo simbolo seguido de um terceiro simb@&assim por diante, isto €, uma
sequéncia é1v,VaVy...Vi... Em outras palavraxiste um ‘sentido’ para a leitura de uma
sequéncia de simbolos (de um primeiro simbolo pamdolos subsequentemente poste-
riores), pois € possivel identificar o primeiro elementoadnjunto dos nameros natu-
rais e o simbolojwonde i = 1 pode ser reconhecido — gracas a edsaaygao do conjun-
to [1 — como o primeiro simbolo da sequéncia. Uma vez gé infinito, a sequéncia é
infinita. Entende-se por quetiO: porque ‘zero’ indica auséncia de indice, istausén-
cia de simbolo.

Essa idéia permite entender o conceitsatgiéncia finita

[Pp.171-172]

Da mesma|

maneira, o termosequéncia finita de n termagenota toda relagcdo uni-multi em que
0 contradominio consiste em todos os numeros nstutal quel <k < n (em quen
e qualquer numero natural distinto de zero). Oadirigue satisfaz a formubRk (pa-
ra uma dada sequénde um dado numero natuitdlé chamado k-ésimo termo da
sequéncia Rouo termo da sequéncia R com indice & denotado poRk'.

No caso de uma sequéncia finita, ela também é ung@d, mas com contrado-
minio finito, cujos elementos sdo ksprimeiros nimeros naturais. Assim é possivel

construir uma sequéncia finitawvsv,...k. Temos no grafico cartesiano:
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O unicox que satisfaz a formuteRké o Unico simbolo da sequéncia que esta na posi-
caovi a partir do primeiro simbolo (a posicgovem do par ordenado (v, k) visualizado

no gréfico, por iss@ pode ser representado R que € o mesmo que dak-&sima re-
lac&o entre v e, isto é, dar o par ordenado (v, k)).

[p.172]-1
Dizemos queas sequén-
cias R e S diferem no maximo na k-ésima posg@iguaisquer dois termos corres-
pondente®R e S dessas sequéncias sdo idénticos, com excecaed&iimosermos
R« € &, quedeven ser ditintos

Para duas sequéncia serem distintas, basta teremer@gos um simbolo distinto.
Dizemos qual é a diferenca entre as duas sequéderafficando posicdo da sequéncia
onde os simbolos sdo diferentes em ambas. Se sslgp@aluas sequéncias sao idénti-
cas até certa posicao, dizemos que seus simbaolossg@&ctivamente e posicionalmente

0S mesmos até essa posicdo maxima, onde difererax@uoplo:

Seq uéncia geral: 1WoV3VaV5VeV7VgVo...
Sequéncia R: 123456&89...
Sequéncia S: 123456789...

R e Sséo idénticas em qualquer posit&o7 e diferem naétima posicagndo impor-
tando se o restante — istol &, 7 — € idéntico em simbolos e posi¢cédo). Neste exemplo
entdo as sequéncias diferem Bpe S;. Note que sabemos que elas diferensétana
posicdoporque asequéncia gergbermite-nos ordenar os simbolos de qualquer sequén
ciaR ouSe nos dar a posi¢do de cada simbolo. Cada simhadequéncia é chamado

determa
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[p.172]-2
Nas paginas seguintes, vamos tratar de sequéreidagbes e de nume-
ros naturais, isto €, com sequéncias cujos terdms$aglos ou classes de individuos
ou nimeros naturai

Durante a construcdo da linguagem formalizadaskTaronstruira sequéncias
gue sao classes de individuos (classaue neste comentario chamanmxqspor exem-
plo; classey — que neste comentario chamanYgsetc.), ou sequéncias que saokos

primeiros nameros de.

[p.172]-3
Em particular, uma sequéncia cujos termos todogls&ses que estao in-
cluidas em uma dada classsera chamada unsaquéncia de subclasses da classe a

Uma sequéncia pode ter no lugar de cada termsulconjuntasubclasse) de
uma classe determinada. Isso ja deixa implicitoégpessivel ordenar (determinar qual
€ a primeira subclasse) os subconjuntos de umseclasordenacédo dos subconjuntos
de um conjunto passa pela teorigpdééncia de um conjunto

Com este estudo das sequéncias encerra-se 0 éstsidapressoes metalinglis-

ticas de um carater l6gico geral. Passemos ao dedijpo de expressoes.

4. Expressfes metalinguisticas TIPO II: expressfee termos especificos da
metalinguagem de um caréater descritivo-estrutural
O segundo tipo de expressdes dentro da metalieguagdescrito por Tarski

como segue.

[p.172]-4

Em contraste ao primeiro tipo de expressao, asedando tipo satermos
especificos da metalinguagem de carater descréstodtural e, assim, nomes de
simbolos ou expressdes concretos da linguagemlicdade classes.

Tarski esta apontando que assim como um nomeitiles@strutural impede a
ambiguidade a respeito de um termo na linguagesesericdo-estrutural faz o0 mesmo
na metalinguagem. S6 para retornar a um exempigoarat palavra ‘NEVE’ pode ser
estruturalmente descrita comletfa ene seguida da letr&, seguida da letrae, segui-
da da letrae. Esse tipo de descricdo permite que o simbolexguesséo da linguagem

sejam referidos pela metalinguagem sem risco deggimiade.
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[p.172]-5
Entre estes estdo, em pri-
meiro lugar, os termo® ‘simbolo de negacgd o simbolo de soma l6gicao sim-
bolo do quantificador universal'o simbolo de inclusdp*a k-ésima variavél ‘a
expressdo que consiste em duas expressdes suses®ve ‘expressdo Como
abreviagfes dos primeiros seis termos, usareinasodds hg', ‘smi, ‘un’, ‘in’, ‘v,
e ‘XLly' (o simbolo V', entdo, denota a sequéncia cujos termos saocassuas va-
riaveisvy, Vo, Vs,...).

Esse segundo tipo de expressdo sdo 0s nomes de sormeretos ou de
expressdes da linguagem de calculo de classesidlijegn formal). Sdo os nomes que
nos véem a mente quando vemos as constantes efistf.168-169] escritas nas for-
mulas da linguagem formalizada (linguagem-objetongtalinguagem). Podemos dizer
que sdo ‘traducdes metalinguisticas’ do simbolgiiistico?’ Tais nomes séo:

A) nome b sinal de negacdpque se abreviang; é a traducdo do simbolo
linguistico N’ na notacdo polonesa € ‘na mais usual.

B) nome b sinal I6gico de soma logitague se abreviashi; é a traducdo do
simbolo linguisticoA’ na notacdo polonesa €*na mais usual.

C) nome b sinal de quantificador universaue se abreviaun’; é a traducao
do simbolo linguistico[T na notacéo polonesa €* na mais usual.

D) nome b sinal de inclusdp que se abreviairt’; € a traducdo do simbolo
linguistico 1" na notag&o polonesa " na mais usual.

E) nome a k-ésima variavél que se abreviaw’; é a traducdo do simbolo
linguistico X, (lembrando que na notacdo de Tarskk estd no lugar de
tracos, mas que na nossa notacdo mais usual ceikdassume valor

numérico). Ja vimos anteriormente como, na metasiggm, o sinalVv

4" Em TaRskI, A.; [1983e], p.281, Tarski escreveu a respeitoalesgundo tipo de expressdo metalin-
glistica (que ele chamou de ‘categoria’ no trabdind 933 de onde retiramos a passagem que se segue)
que sado “conceitos especificos de um carater dgseeistrutural que designa as expressées da ljggna
original, suas propriedades estruturais, e suas@e$ estruturais matuas. Os seguintes termo®SEo t
dos como conceitos primitivos da metalinguagempregsdo’ ou antes ‘a classe de todas as expressoes’
em simbolosA’; ‘simbolo de negacdo’ —v*; ‘simbolo de implicacéo’ — 1*; ‘quantificador universal’ —

‘1t; ‘varidvel comk tracos abaixo etracos acima’ (ou ‘&-ésimavariavel dd-ésimaordem’) — ‘@’ fi-
nalmente ‘expressdes que consistem de duas expsessbessivaé e N’ simbolicamente{[1n’.” Aqui

vem umanota de rodapé 2ue diz: “Este ultimo conceito primitivo pode seibstituido pelo conceito ‘o
n-ésimasimbolo da parte inicial da expressgoO simbolo A’ pode ser definido pelo significado dos
conceitos indefinidos restantes.”
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denota uma sequéncia de simbolos desde um prisigilmlo até um ultimo
simbolo em uma expressdo. Conservando a idéia gieéérsga, vamos
restringir essa idéia agora apenas as variavelisglgagem e assim, de ora
em diante, o simbole ndo representard mais um sequéncia de simbolos
linguisticos, mas uma sequéncia — finita ou irdint de variveis
linguisticas Desse modo, as variaveis metalinguisticas SWessgi, V»,
va,.. 28 estdo falando da variaveis linguisticas sucessiyas,, xs,...; isto
significa que os termos iniciais de uma expressguistica (que sao termos
constantes) ndo serdo mais, por hora em diantside$ pelosvi. Os v
ficardo apenas para a parte da sequéncia da expiasguistica que possui
variaveis X1, Xz, Xs,... OUY1, Y2, ¥3,..., dependendo da classe XseseY); Os
primeiros simbolos da sequéncia da expressao $iticaui— que sao simbolos
de constantes na notagdo polonesa — receberamlag$mhetalinguisticos
especiais (clausulas (A), (B), (C), (D), que ja@sracima).

Atencéo: existem muitas expressodes (infinitametétg a podemos unir duas ou
mais expressdes simples para obter outra mais eampNa linguagem existe, por
exemplo uma expressadentao ela € a classe, subclasse- ndo podemos dizer agora
—, de simbolosq, X2, X3,... Xk ) € existe uma expressdo(entdo ela é a classe, ou
subclasse- ndo podemos dizer agora, — de simb@logs, Vs,... Yk ) distinta dex
(distinta ja na primeira ou naésimavariavel, isso ndo € importante agora). Podemos
formar uma expressédo complexa fazegpdeguir ax na linguagem e a metalinguagem

deve falar disso, dessa sucesséo de expressoesnbDaie seguinte na clausula (F):

F) nome a expressao que consiste de duas expressdes sasess Y que se

abrevia X[ y'.

8 A rigor, temos umalasse metalinglisticacujos individuos metalingliisticos S&Qv,, Va,... Vi... \h,
onde para qualquer temos i(J [J.



[p.172]-6
Esses
termos ja foram usados ao introduzir o leitor nguagem do célculo de classes. Es-
pero que, gracas as explanacdes ja dadas, nenlivida deste concernente ao sig-
nificado desses term

Tarski apenas lembra que os nomes metalingliisttadss até agora séo de
simbolos cuja funcdo na linguagem-objeto conhecepmsisso dispensa maiores ex-
plicacdes (explicagbes essa que acreditamos tedendadas por n6s em volume bas-

tante expressivo).

[p.172]-7
Com a ajuda desses termos (e possivelmente degdagicos gerais)
todos os outros conceitos de tipo descritivo-estalitda metalinguagem podem ger

As expressdes vistas em (A), (B), (C), (D), (EFk(Que séo do TIPO Il dentro
da metalinguagem) sozinhas ou em associacdo carpasssoes metalinglisticas de
um carater légico geral (TIPO 1) conseguem definialquer outro conceito metalin-

glistico que venha a ser necessario para se dafyjoim termo da linguagem.

[p.172]-8

E facil ver que toda expressdo simples ou compsstinguagem sob inves
tigacdo tem um nome individual na metalinguagemila@inaos nomes descritivo
estruturais da linguagem coloquial (cf. pp.156 &)1®or exemplo, a expressao
simbodlica ((ng in) 'v1) V>’ pode servir como um nome da expres$é,x, ..

As paginas 156 e 157 citadas por Tarski sdo dérakalhd®, onde aprendemos
que toda expressdo tem um nome que pode ser agpedpressao entre aspas (no caso
das linguagens coloquiais) ou simbolos metalingidstque se cologuem como refe-
réncia a expressao (solucéo propria para as limgsaigprmalizadas). Assim, ja vimas,
tem o nomesinal de negacae este nome metalinguistico pode ser simbolizadmg

para ndo escrevermos o longo e incomodo simisital‘ de negacdd’. Como exem-

49 Essa é a paginacao vista d&3kl, A.; [1983b].

¥ Note que $inal de negacdmdo é uma expressdo nem na linguagem-objeto (gskiTescolheu ser o
célculo de predicados, ou algebra booleana), nematalinguagem preparada por Tarski para falar da
linguagem-objeto. Porque nem na linguagem nem nalimguagem apresentamos simbolos coshou

‘I" (que aparece eminal) ou ‘d’ ou ‘€ (que aparece eme) ou ‘g’ (que aparece emegacag, por exem-

plo. E mesmo que alguém dissesse que esses (&ras letras) poderiam ter sido introduzidas como de
finicdes, ainda haveria o problema de dizer de mmelo a sequéncia das letras e sinais graficos

86
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plo, Tarski toma a expressadlix,x,,. Um nome adequado pardIX,x,, seria
‘((ngllin)vy) vy, onde o simbolo ['I' denota a sucessdo dos simbolos na lingua-
gent’. Os parénteses que aparecem no nome descritivtteat (ng in)[1vy) vy’
nao tém outra funcdo sendo dizer quais conjuntasmdeolos antecedem quais outros
— nédo tém outra funcéo especial: ndo estdo aligeranargem a interpretacdes de re-
lagbes semanticas entre os simbolos metalingigstpenas indicam o0 modo como
expressdes sucessivas ocorrem dentro de uma expressiplexa, apontando que a
leitura descritivo-estrutural dé(hg in)Ivi)[v,’ é: a expressio ‘negacio’ antecede o
expressao ‘inclusao’, e ambas essas expressoesgo@ndo sua ordem de sucegsao
antecedem a expressao correspondente a primeiiawalrda sequéncia de variaveis
da expressdo complexa total, e ambas as exprepsiesiras e esta Ultima expressao
correspondente a primeira variavel (conservandordem de sucesséo) antecedem a
expressao correspondente a segunda variavel daésetpide variaveis da expressao
complexa total.

Porque ndo podemos ler de modo mais simglesbolo de negacdo antecede
o simbolo de inclusdo que antecede o simbolo degwa variavel que antecede o
simbolo de segunda varia®ePorque, por exemplo, ndo é sé o simbolo de mamei
variavel que vem antes do simbolo de segunda \eyifnas todos os outros simbolos
em ordertf. Tarski j& havia falado disso, no inicio desteagaafo 2 de seu artigo que
vimos comentando até aqui: “Assim, a expressido,x,, € composta das duas expres-
sOes sucessivahll*e ‘Ix,x,,, ou das expressdeBll’ e 'x,x,, ou, finalmente, das expres-
sbes NIx, e x,..” > Entendemos, portanto, que a metalinguagem fasaig&o estru-
tural descreve também a forma das expressdes sirdpl@ual consiste a expressao
complexa final, guardando a ordem de sucesséaoinhi®kos dentre de cada expressao

simples até a composicao final:

s,i,n,a,l,d,e,n,e,g,a,c,dformaria uma expressiva. Assim, para evitar um sémero de dificuldadessi-

nal de negacdmao € uma expressao, mas um simiselm partes

L Em TARSKI, A.; [1983e], p.281, Tarski escreveu: “Por exemplexpressadx [1 [Ix [J(x [0 (' é
denotada pelo nome individuat™ ¢*, 1" D¢y’

2 Em TaRsKI, A.; [1983e], p.281, Tarski escreveu mata de rodapé :3Em referéncia a lei associativa
que a operacad_in cumpre (veja abaixo, Ax. 4) que a omissado de pesés em expressdes da forma
“(C0n)UJd, Y((¢n)d) & ndo pode dar-se sem alguma confusao”.

>3 TARSKI, A.; [1983b], p.169.



QUADRO |
linguagem Descri¢do estrutural metalinguistica
N ng
NI ng in
NIXx, (ngin) Cvy
NIX,X,, ((ngllin)vy) LIy

Pois bem, como queremos traduzir a notacdo polomssda por Tarski para
uma notacdo mais usual, traduzindix,x,, como [1(X; [ X2). Precisaremos de um
nome metalinguisticpara os simbolos ‘)’ e ‘(‘, que sdo desnecessara$ingua-
gem-objeto de Tarski Usaremos os nomes metalingiiisticoarénteses direitce
‘parénteses esquergaespectivamente para ‘)’ e ‘(‘, e usaremos caaboeviacao,
respectivamente, o simbolpd e ‘pe€. Obviamente, os simbolos linguisticas;,
‘1", 'x1" e ‘X2’ continuam simbolizados para n6s como Tarski guaiga 0s seus (a-
lém de usarmos o simbolo’‘com a mesma funcédo dada por Tarskig: ‘in’,

‘vi' e ‘v, respectivamente. Assim:

QUADROIII
Linguagem usual Descrigdo estrutural metalinguistica®
-0 x) [[[ng pd val ‘in] vz pd

Fica Obvio que a intencdo de Tarski com seus namesilinguisticos estruturais

nao sofre prejuizos se escolhermos trabalhar comnotacdo mais usual.

[p.172]-9

O fato de que a metalinguagem

contenha ambos um nome individual e uma traducdoddeexpressao (e em partigu-
lar de toda sentenca) da linguagem estudada jpart#cdecisivamente na construgao
da definicdo de verdade, como o leitor vera naipraxsecao.

** Mas ele ndo usou parénteses(émg in)v;)[v,? J& explicamos qual foi a exigéncia que os realamo
e, além disso, Tarski os usou na metalinguageme et introduz simbolos a medida que necessita,
sem defini-los, apenas aceitando seu sentido imujtambém ja explicamos todas as dificuldades que
resultariam de construir uma metalinguagem congorrcom que se esta pretendo construir a lingua-
gem).

> Usamos os simbolos ]’ e [* porque ficaria baseafora de sentido usar ‘)’ e ‘(‘ e suas abreviace-
talinguisticas p€ e ‘pd. Faremos, neste trabalho, ‘I e [' terem na nlieiguagem para as nossas tradu-
¢Bes em linguagem usual da notagéo polonesa a niesgp que Tarski quis pargé ‘(' em sua meta-
linguagem.
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O ‘nome individual’ é cada um dos nomes vistos ¢ldasulas (A), (B), (C),
(D), (E) e (F) que permitem escrever nomes adegaono o do exemplo
((nglin)Jv1) vz (ou no nosso caso [[iBpe Cvi] Llin] Cv,] [1pd). As traducdes para a
metalinguagem séo a referéncia ao que ocorre gaadgem, como quando dizemos
‘ndo é verdade que @ b’ quando Tarski escrevdlx,x,, ou para n6s — como quere-
mos escrever mais usualmentéx; [ x,) no lugar deNlIx,x,, — ‘ndo é verdade que
allb.*®

5. As variaveis metalinguisticas

As variaveis metalingliisticas sao aquelas que paggrsubstituidas por quais-
quer constantes que possam representar as ciragdeslinternas da metalinguagem.
Em outras palavras, elas ndo existem para serragevariaveis da linguagem (para isso
ja existe o simbole;, i [ [1°7). Elas sdwariaveis dentro da metalinguagem e da meta-
linguagem Elas estdo no lugar de individuos e de classaesdiduos metalinguisti-

COos.

[p.173]-1
Como variaveis na metalinguagem, vou usar os domb(l) a’, ‘b’; (2) ‘f,
lg)’ lhl; (3) ikl’ II)’ iml’ lnl’ Ip); (4) [t)’ lul’ ‘WI’ ‘X)’ iy)’ iz!; e (5) LXI’ ‘Y’_ Nessa Or-
dem eles representam os nomes de: (1) classedidiliros de carater arbitrartq)
sequéncias de tais classes, (3) nUmeros natusaigu&ncias de numeros naturais, |(4)
expressdes sequéncias de expressoes, e (5) classes deséigwes

! Apesar de que nos caso (1) e (4) eu use varidigtistas, aqui trato expressdes como classesiespec
ais de individuos, nominalmente como classes desséoncretas de simbolos impressos (cf. p.156,
nota 1)

Temos descrito aqui as seguintes cinco relacOealinwgiisticas:

(1) Classes de individuos de carater arbitrariSimbolos: &, ‘b’. Tarski
anteriorment® ja deixou entrever que o simbol Seria usado na metalinguagem para

falar das classes da linguagem.

*% Para saber a relacdo entré & ‘() para nosso trabalho, ver o que ficou estabeles@oomentario ao
[pp. 169-179].

>"Ver clausula (E) em [p.172]-5.

8 Ver [p.170]-4.
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(2) Sequéncias de classes de individuos de caratetraribi. Simbolos:f, ‘g,

‘h'. Trata-se das sucessodes de classes que cabeamymoadsegundo sua vez, no lugar
das variaveis da linguagem. Por exemplo, ha unmagma classe que contém os indivi-
duos lingiisticos que cabem na variauetia linguagem, seguida da segunda classe pa-
ra a variavelk, da linguagem, seguida da terceira classe parai@aebxs; da lingua-
gem, e assim por diante. Pode haver mais seqliépeiasas variaveis da linguagem,
para axz etc. Por ora, consideremos que encontraremos sp&saseqiéncias e faca-
mos seff’, ‘g, ‘h’ os nomes dessas seqiéncias de classes;

(3) Numeros naturais e sequéncias de niumeros natugaisbolos: K, ‘I’, ‘n,

‘n’, ‘'p’. J& que existem sequéncias e ordem dentro dafrseigs, € necessario dizer
gquem vem antes e quem vem depois, isto &u@essaode simbolos dentro da
metalinguagem. Se um simbolo indica algo que adésoatra coisa em uma sequéncia,
esse simbolo recebera umndice que ora sera um numero (em geral ou 1 ou 2) ou uma
letra do alfabeto latino, de modo que aquilo que \amtes recebe imdice ke o que
sucede recebe imdice | Se for um niamero amplo de simbolos, indicaremgsupo
com indices de ordem men@or m e o deindices de ordem maiopor n. O indice p
indicara um grupo de sequéncia arbritrario (istqu® ndo diremos se seinslicessao

de ordem maior ou menor do que outro). Isso oqmrgue é preciso apontamposicao

de um termo linguistico segundo a ordem dos numetsais na sequéncia onde esse
simbolo apareceAssim ‘k’, ‘I, ‘m’, ‘n’, ‘p’ sdo nomes de numeros naturais e
sequéncias de numeros naturais.

(4) Expressbes sequéncias de expressé8gmbolos: t', ‘U, ‘w, ‘X, ‘y, ‘Z.
Essa simbologia é necessaria porque as expressgesticas sdo longas e podem ser
abreviadas por nomes de simbolos unitarios. Nagads porém, que nos comentarios
ao texto do artigo de Tarski — que vimos fazendaproveitemos tais simbolos
acrescentando-lhes indices para discriminar vas&entro das expressdes. Assim, por
exemplo, eventualmente falaremos de certa vangyeéntro da expressayg etc.

(5) Classes de expressdeSimbolos: X, ‘Y. Tarski designa uma classe
linguistica porx ou y. Nés designamos uma classe linguistica em nogsgawousual
pelas mailsculas negritad&se Y. Quando a metalinguagem pretende falar de uma
classe deexpressdes impressésxpressoes de fato, expressdes concretas, e¥@sess

conhecidas), Tarski prefere usaoub (clausula (1)). Para falar da classesdpressoes



conheciveigpassiveis de serem impressas, de se tornaremetasicnas que ndo sao
por serem em numero infinito ou muito grande), Kiamefere usar as mailsculas
italicas X e Y. NOs, em uma linguagem mais usual Facamos>§er'Y’ os nomes

dessas classes de expressoes.

4. Resumo da metassintaxe
Sera de grande utilidade para consultas uma tgbelanostre o tipo de racioci-
nio que relaciona os simbolos da linguagem e os@as da metalinguagem. O quadro

seguinte pretende ser Util para essas consultas.
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QUADRO Il
(n.e. = ‘'ndo existe’, ... simbolo, v: varidvel, s: sentenca)
natureza Nota¢do Polonesa Nota¢do mais usual Simbol o metalinguistico Nome metalinguistico Interpretagdo metalinguistica
constante N 0 .0.0.0 ng naooundo é verdade que
“ A 0 + sm ou
* I1 O ﬂ“&' un para todo
“ I 0 0 in esta incluso em
“ AN....... 0.0.0 O ... 0.0.0 + ... ne se.. entdo
+ .
(NAX,X, (XDlD 0 XZ) (lej V2)
NNAN... ...NAN... ... A(=(.. 0 L) O a(.00) L T 0
“ n.e. se e somente se
NNANX,X,,NANX,,X, | =(=(=%X10 Xp) [ =(= X [T Xy)) T v+ 70; g
“ NAN...N... (=0 =) S
(NANX,NXx,) (=X (1 =Xp) e n.e. €
“ IM 0(x) UE n.e. para algum xouha um x tal que...
! IM 0 0 n.e. ndo esta incluso em
! IM = ~ n.e. € idéntico a
! IM # 0 n.e. € distinto de
“ IM 0 € n.e. € um elemento dwmupertence
“ IM 0 €l n.e. ndo é um elemento @eindo pertence
variavel X, X,y X,,, €tC XXy X3 etc \ Vs, V3 etc n.e. individuo

- XYZ XYZ XYZ n.e. classe

classe nula

classe de todo x tal que
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CAPITULO 3
A AXIOMATICA DA METALINGUAGEM

Toda linguagem devebrigatoriamenteter regras para formar expressdes que
sejam inteligiveis. E uma série de ‘leis intern@se dizem como as linguas devem ser
escritas. Quando lemos um romance, essas leis stao explicitadas, mas estao
presentes. Quando queremos escrever NOSSO propn@nce, precisamos aprender a
gramatica e a sintaxe da lingua em que queremampeessa a estoria.

Do mesmo modo para a linguagem formal. Recebenoende metateoriao
conjunto dos axiomas especificos da metalinguageuoeevdo permitir a nésscrevé-
la. Na verdade, a metateoria incluineetacélculo de classesnas vamos deixar o
metacalculo para o proximo capitulo. Entendama$icemue a metateoria inclui este e
0S proximos capitulos, mas na falta de um nome oneldaremos o nome de
metaaxiomatica para nosso presente estudo, neste capitulo (emtleertque
metaxiomatica®@ uma palavra ndo usada por Tarski, pois foi itagapor nds). Tarski

anuncia do que tratara comos segue:

[p.173]-2
Voltemo-nos agora para o sistema axiomatico dalmguagem.

Assim, trataremos neste capitulo @egomasmetalinguisticos que dizem como

a metalinguagem pode e deve ser escrita.

1. Axiomatica geral (ou de Russell-Whitehead)
Tarski comeca dividindo as duas naturezas de adayne regem a metalingua-

gem:

[p.173]-3
Primeiro,

deve ficar anotado que - correspondendo aos guais tle expressao na metalingua-
gem - esse sistema contém dois tipos inteiramestiatds de sentencas: asiomas
l6gicos geraisque bastam para um sistema suficientemente cemgv® de l6gica
matematica, e oaxiomas especificos da metalinguagejme descrevem certas pro-
priedades elementares, dos conceitos descritivotestis acima, consistentes cgm
nossas intuicoes.
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Em outras palavras, h4 um sistema axiomatico queipra a metalinguagem
manipular seus simbolos metalingtisticos que sFaef aos simbolos e relacdes lin-
glisticas e um sistema axiomatico que permitirgtalnguagem manipular os ‘nomes
de sentenca’, seja na forma descritivo-estrutsglh na forma de abreviagdes desses
nomes descritivo-estruturaisA respeito da primeira axiomatica, Tarski escrewese-

guida:

[p.173]-4
E
desnecessario introduzir explicitamente os tao ecidbs axiomas do primeiro t

po?

% Eles podem ser retirados, novamente, de Whitetfead,; Russell, B. A. W (90), cf. p. 156, no
ta 1.

Na nota de rodapé Zarski da a fonte do sistema axiomatico que escolb
sistema Russell-Whitehe®d Consiste de cinco axiomas, mas Tarski fard usdosd
quatro primeiros axiom&s Suas constantes primitivas s&o unicamerge . Os cinco
axiomas séo:

(1) ~(alla)a

(2) ~a [ (a [1B)

(3) ~(a LB (B a)

(4) =(~a LI B) LU (=(y L a) L (YL B))

A Unica regra de inferéncia &odus PonensEssa regra é entendida como ségue

o, -0 [
B

*Em TARskI, A.; [1983e], p.281, Tarski escreveu: “Correspondead duas categorias de conceitos da
metalinguagem, o sistema de declaracdes que bastem estabelecimento da metadisciplina consiste
de dois tipos de proposicdes: (1)apsomas da ldgica matematica (2) osaxiomas que estabelecem al-
gumas propriedades basicas dos conceitos primitilaosetalinguagerih Por metadisciplinaTarski en-
tende serem as regras mais basicas que sustenémicaada metalinguagem (veriski, A.; [1983€],
p.280).

% A respeito da numerac&o (90) na citacdmaia de rodapé Reste [p.173]-4, Ver nota 31 neste traba-
Iho.

1 O quinto axioma proposto por Russell e Whitehezias(a [ (B [1y)) [ (B U (o [ y)), mas Paul
Bernays, em 1926, mostrou que este quinto axiomaestlundante (podia ser obtido a partir dos outros
quatro anteriores).

%2 Ver [p.166]-5.



A interpretacdo desddodus Poneng: “ocorred; ou ocorre-d, ou ocorreB;
(comoa ocorreu fica impossivela ocorrer ), entdo ocorf&'. No lugar deq, 3 ey po-
demos escrever quaisquer sentencas da linguageragogsentencas daetalingua-
gem,porque Tarski vai usar estes axiomas na metalirgufiy Esses axiomas e essa
regra de inferéncia permitem escrever quaisqudeseas dentro da metalinguagem e
com elas construir quaisquer argumentos validasmads complexos que sejam.

Apesar de termos descrito 0os axiomas e a regrafei€ncia da axiomatica de
Russell-Whitehead, ndo nos deteremos em descras s consequéncias proprias do
calculo de classes proposto por Russell e Whitelf@@dembrando que a metalingua-
gem que esta sendo construida por Tarski no traloH.935' serve como exemplo de

um calculo de classe que envolve essa axiomatica.

83 A respeito da intuitividade presente na regadusponens lemos em AAND, BHUPINDER. S., [2007],
p.6-7, a respeito dessa regra (e também da reggardgalizacao) na base da PA - axiomatica (axiemat
ca da Aritmética de Peano).

“Meta-teorema Se uma férmula, e.gR[X;, X, ..., %)], € um teorema de primeira ordem de uma
Aritmética de Peano, entdo ha uma maquina de Tufintpl que, dadgualquerconjunto de
ndmeros naturaisa{, a, ..., &) como entrada, T computara a proposicao aritmé&fag a, ...,
a,) como VERDADE em um numero finito de passos.
“(...), as seguintes regras de Inferéncia em PAgmxam a Turing-computabilidade:
Modus Ponens:[B] segue deA4] e [A — B];
Generalizacao:[([1X)A] segue deA.
“Em outras palavras, se assumimos sob a intergie{agdrao que:
Quando as PA-férmulas\] e [(A — B] interpretam como verdade-tarskiana, entdo a
PA-formula B] interpreta como verdade-tarskiana;
“entdo:
[B] interpretasemprecomo VERDADE Turing-computavel sé][e [(A — B) interpre-
tam sempre como VERDADE Turing-computavel.
“Similarmente, se assumimos sob a interpretacaripaylie:
Se a PA-férmula 4] interpreta como verdade-tarskiana, entdo o mefamoa PA-
férmula [(OX)A];
“entdo temos a tautologia:
[A] interpretasemprecomo VERDADE Turing-computavel sé\|[ interpretasempre
como VERDADE Turing-computavel.
“A caracteristica marcante dessa interpretacaceésqu[(IX)R(X)]’ — formalmente definido co-
mo ‘[-(Jx)-R(X)]' — € PA-provavel, n6s ndo podemos concluir gaeadexistir um nimero na-
tural n tal que a proposicao aritmétidn) seja verdadeira. Nés podemos apenas concluir que
R(n) ndo é sempre Turing-computavel como FALSA.
* TARsKI, A.; [1983b].
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2. Axiomatica metalinguistica

Tarski inicia a sistematizacdo axiomatica para omes de sentencas. Na
verdade, entre 0s metaxiomas devem estar o0 axidenlsguagem-objeto. Isso porque
a metalinguagem deve ser capaz de construir adgegu a respeito da qual deve falar,
em especial porque as traducdes metalinguistisatestantes da linguagem-obféto
se relacionam entre si do mesmo modo que as coesigme representam fazem na lin-

guagem-objeto. Tarski escreveu em seu artigo d4°194

“(...). O ponto mais importante (...) € o probledeconferir 2 metalinguagem um vocabulario
suficientemente rico. Mas a solucdo desse probksgae a natureza particular dos conceitos
semanticos. De fato, eles expressam certas relagiesobjetos (e estados de coisas) referidos
pela linguagem que se referem aqueles objetos., lazggenunciados que estabelecem as proprie-
dades essenciais dos conceitos semanticos deveer tamto a designacédo dos objetos referidos
(assim, as expressdes da prépria linguagem) qasrttermos que sao utilizados na descricao es-
trutural da linguagem. Estes Ultimos pertencem @uidio da chamadmorfologia da lingua-
gem e sao as designacdes de expressdes individudiisgdagem, de propriedades estruturais
das expressoes, das relagfes estruturais ents@Essdes, e assim por diante. A metalingua-
gem que deve formar a base das investigagfes deasideve, assim, conter os dois tipos de
expressdo: as expressdes da linguagem originatrpasssdes da morfologia da linguagem. A-
Iém disso, a metalinguagem, assim como toda ougadgem, deve conter uma reserva maior
ou menor de expressdes puramente logicas. (...)"

Mas a passagem interessante estdotede rodapé:3

[p.173]-5

Como axiomas do segundo tipo, adotamos os seguinteciados:

®Tanto quanto eu saiba, a metateoria nunca anteséi na forma de um sistema axiomatizado

De fato, apesar de ja na légica proposicional désdge comecar os ecos das
vozes daqueles que apontavam a necessidade de etaiaoria, ninguém antes Tarski

procurou axiomatizar essa metateoria. Os estud@spuderosos antes de Tarski foram

5 Ver [p.172]-5.
% O Estabelecimento da Semantica CientifitaArRSKI, A. [2006], pp. 151-152.



os de Emil L. Post, que em 1921 publicou o artigooduction to a general theory of

elementary propositioi§ Foi Post quem pela primeira vez estabeleceu dareza a

diferenca entre os resultados de um sistema esokaegosa respeitode um sistema.
Convencido de ser o primeiro a axiomatizar a reetéat, Tarski segue enunci-

ando ognetaxiomagatencdo: Tarski nunca usou a palanetaxioma

[p.173]-6
AXIOMA 1.ng, sm, un e in sdo expressoes, ndo havendo dlsssqlee sejam
idénticas.

Isso é patentd& Na verdade, seria melhor dizer queg, sm, une in sdo
abreviacbes de expressdelaramente distintas e inconfundivdiBasta ver de quem
sao abreviacdes (ver [p.172]-5.). Essas abreviag@®slos nomes que nos vém a mente

quando interpretamos os simbolos da linguagem. dguaemos, por exemplo, o

®7 publicado ncAmerican Journal of Mathemati@s, pp.163—185 e reimpresso por Jean van Heijenoor
em seu trabalhbogic as calculus and logic as languadge Boston Studies in the Philosophy of Science
3, 1967, pp. 264-283.

% Garantir-se pela obviedade é préprio de todo axidPorém, em ARSKI, A.; [1983e], p.282 |é-se na
nota de rodapé n° 2:

“A obviedade intuitiva ndo é incontestavel. Certhgecdes podem ser levantadas em conexao
com as declaracdes existenciais que estdo imgliota As.2 e 3 (na base dessas declaracdes
pode ser provado, entre outras coisas, que o dorjutem o numero cardinal,, e é entéo infi-
nito). Sem penetrar a andlise dessas dificeis Ggmstlirei somente que as obje¢cdes menciona-
das séo significativamente mitigadas se assumidoolisiderar como expressdes da linguagem
ndo expressdes concretas, mas classes inteirasad&des desse tipo, e correspondentemente
modificar o sentido intuitivo do remanescente cdncgrimitivo de metalinguagem; (ii) inter-
pretar o conceito de inscricdo tdo amplamente qupassivel, para incluir ndo so inscricdes
manuscritas, mas também todo corpo material (awdig geométricas) de forma definida. Eu
discuto este ponto em maiores detalhes em mew aftigno conceito de verdade, onde eu dei a
sistema axiomatico acima pela primeira vez. Devarsncionado que outras metaciéncias po-
dem,mutatis mutandisser axiomatizadas seguindo o padrédo deste sisteimaatico.”

OndeA é a classe de todas as expressfes da linguagemrsB@sclarecer que ess#ta de rodapé n°2
em TARSKI, A.; [1983¢], p.282 foi escrita para a coletahegic, Semantics, Metamathematics — papers
from 1923 to 1938Segunda Edicao, Hackett Publishing Company, EUR318lessa coletanea o artigo
Concept of truth in formalized languagéds Tarski é o 8° artigo (numerado como VIII), angortanto
do Some Observations on the Conceptss@onsistency andr»Completenesgjue é o 10° artigo (nume-
rado como X), mas é anterior @oncept of truth in formalized languagé€®r isso Tarski diz nessata
de rodapé n° 2jue o sistema axiomatico em questéo foi dado menm® Concept of truth in formalized
languagesde 1935, porque Gonceptaparece primeiro na ordem dos artigod_dgic, Semantics, Me-
tamathematics — papers from 1923 to 193®esar doSome Observations on the Conceptsasf
Consistency and»Completenesser anterior em publicacdo (é de 1933).

%9 Em TaRskI, A.; [1983e], p.282, o Axioma 1 tinha 0 seguintenfiato: ‘v, 1|, T A, eV #I,V£T, e

| # T.” Para o significado dos simbolos ver nota 47 niatealho.
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simbolo linguistico +’, metalinguisticamente nossa mente traduz por '‘n@m
portugués), ou ‘no’ (em inglés), ou ‘niet’ (em radsansliterado), etc. Universalmente
falando, todas essas traducbes querem dizer a mesis&@ sinal de negaggocuja
abreviacédo suficiente neste trabalho (e no de Masig.

A razdo para apontar queg, sSm, une in sejam expressdes € que essas
expressdes metalinguisticas sdo usadas para sed&slaconstantes respectivas na
linguagem €, (1, [1, [1, em notacdo usual). S@xpressdes metalinguisticas ndo
linguisticas.

Outra caracteristica importante € o fato de setesnlatamente distintas: séo as
expressdes mais simples da metalinguagem (seundatpe a prova disso é quée
impossivelque qualquer delas possa ser substituida por outgor uma combinacéo
das outras.

Atencédo:v;,, i [1 [ (isto €, qualquenv de qualquer indice) néo \é@ariavel

metalinguisticaAs variaveis metalinguisticas usam outra simhbal@ger [p.173]-1).

[p.173]-7
AXIOMA 2.V € uma expressdo se e somente se k € um numeral oatinto
de 0; v é distinto de ng, sm, un, in e também de\kZ|.

O Axioma 2 introduz a natureza dos simbolos que dendicbes de falar das
variaveis da linguagefh O simbolo metalinguisticos,c denota as variaveis da
linguagem e por isso, por ser uma referéncia audiggm € umaexpressao
metalinguistica(pois s0 é possivel falar da linguagem usando egpes ey esta
falando das variaveis linguisticas). Ainda:¢ distinto de zero porque € necessario
identificar a primeira varidvel de uma sequénciggulistica e a nocdo cardinal
‘primeiro’ € dado pelo ordinal ‘1’ dentre os nimematurais (isto €, os indicksao os

cardinais— 0, 1, 2, 3... — para permitirenoadinalidade— primeirg segundgpterceiro...

0 Em Tarskl, A.; [1983e], p.282, o Axioma 2 tinha o seguintenfato: “Sek, | [1 Nt — {0} entdog, [
Ae@#V, d#1,e @ # T se, entretantds;, I, [ Nt— {0} e k# k; ou 1# |1, entdog' # ¢'+.” Para o
significado dos simbolos ver nota 47 neste trabalho
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—, mas sdo denotados por numerais — porque nae exisio fazer diferentd. Além
dissovw € distinto deng, sm, un, irporque esses simbolos ja abreviam o modo de se
referir s constantes da linguagem a que corregponddo precisamos dar wnpara
corresponder.

Vimos em [p.172]-1 o modo de entendgre vimos em [p.172]-5 como essa
interpretacdo passa a valer apenas para a referéacvariaveis da linguagem. Por
exemploy; indica a parte da expressdo que se refere a eaideste; atév,.’> Assim,

Vk € 0 simbolo da sequéneigvn,Vs... k. Assim, fica 6bvio por que é distinto dey.

[p.173]-8
AXIOMA 3. X[y € uma expressao se e somente se X e y Sdo égsresy é
distinto de ng, sm, un, in e de cada uma das espessy.

O axioma 3 garante que € possivel construir expesssais complexas a partir
de outras mais simples segundo uma regra de sinoplesatenacdo das expressoes
simples’® De fato, a seqiiéncia de expressdes sucessivasb&rtauma expressao;
Assim se a metalinguagem junta duas expressoOeslingataticas, constitui uma
terceira distinta das duas primeiras. O sinal godfil’ indica uma ordem na sucesséo, e
nao somentsimples sucessa®ai tiramos que basta inverter a ordem (¥e€x) para
termos uma quarta expressao diferentex,dg ou x[1y. Atencdo: nem todaversao
desse tipo gera sentencgas.

Por quéx(ly deve ser distinto de qualquer um ags sm, un, i Porqueng, sm,

un, insdo ‘atdbmicas’, sdo absolutamente simples, nadaca@posicdes (a0 passo que

" Pois seria muito incdmodo trabalharmos com umé#aiogia COMVprimeiror Vsegunde Vierceiro-» €LC. E S€
fosse necessario se referir a variavel na 3456di23m porque nela é que por hip6tese ocorre imghst
para outra expressdo? Para quem acha que issaserinipétese bastante improvavel, ha desafios (com
ou sem prémios) para a equipe de matematicos geerdm que posi¢ao ocorre, por exemplo, a sequén-
cia 12345678987654321 na dizima do nunme(e para o numere também). Como essa equipe poderia
falar sobre a posicdo dos algarismos em uma seiquémmérica atendendo tal e tal regra de posigio, s
fosse obrigada a escreVefimeiror Vsegundo Vierceiro - 7

2 Na notacao polonesa essa parte de sequénciaideeisé a parte final da expresséo (tanto linigaist
guanto metalinguistica). Ja na notacdo usual esaateristica fica mais dificil de ser reconhecida.

S Em TARSKI, A.; [1983€], p.282, 0 Axioma 3 tinha o seguintenfiato: “SeZ, n (1 A, entdoZ(In ] A e
Z0n#v, 0N #1,00n #melln # ¢\ para quaisquer k, [1 Nt —{0}.” Para o significado dos sim-
bolos ver nota 47 neste trabalho.
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XLy € complexa, constituida a partir de expresgdeg mais simples). E por quély
deve ser distinto de? Apesar de que pudéssemos fazer seguir-se, umatrda duas
sequéncias de variaveis linquistiegs v, de modo a tenvy[1v, igual a uma sequéncia
Vk, S€ iSso valé-se como regra, entdo teriamos ookimp para denotavm v, Se
aceitdssemos que poderiamos escrever algo ggmg, = v entdo deveriamos aceitar
que o modo correto de designar uma sequéncia de variaveis seria escrever cada
variavelv;, i [1 (1, de todov, 1<i <Kk, intercaladas pelo sinal grafico”, e deveriamos
escrever isse formato toda vez que fossemos ttateada simbolo de cada variavel lin-
guistica de toda sequénsiamesmo quando ndo estivéssemos tratando de nomes de
critivo-estruturais (onde ja se é obrigado a caléca entre cada variavel da sequéncia
Vk).

SO para sermos mais clarasty também é um nome descritivo-estrutural. Entdo
x denota, por exempla)g e y denota, por exempldjnv;)[Iv,. Desse modox(ly
denotang I ((in[]v1)[Vv2), que pode ser escri{énglin)1v;)[ v, porque ambos conse-
guem dizer a mesma coisa — sem prejuizo de umaapaun#ra — a respeito das varia-

veis linglisticas denotadas pare v-.

[p.173]-9
AXIOMA 4. Se X, Y, Z, e t S80 expressoes, entdo tempsx 't se e somenty

D

se uma das seguintes condices for satisfeiq:x(= z e y = t; ) ha uma

expressao u tal que x = e t = uly; ()) ha uma expressao u tal que z Exe y
= ullt.

O Axioma 4 lida com algo chamadoomplexidade da expressédo A
complexidadeé o numero de simbolos que um expressao carregant@ mais

simbolos, mais complexa (e por consequéncia mampigda) € a expressao. SO existe

" Em TaRsKI, A.; [1983e], p.282, 0o Axioma 4 tinha o seguintenfiato: ‘SeZ, n, 3, e (1 A, entdo a
cabe a formulagin = 81 se e somente du=den =§&, ouse hduntJ A tal quel = dt eé& =

1N, ou finalmente se ha um A tal qued = (It en = tJ¢.” Para o significado dos simbolos ver nota
47 neste trabalho.



um modo de escrever cada expressao e isso adlistinéas. Trés regras determinam o
modo de se escrever as sequéncias de expressies patas clausulasg); (B) e §):
Clausula (@). Se duas expressfes sdo iguais, acontecedgua mesma, escrita
do mesmo modo, usando o0s mesmos simbolos e na nsegméncia Vamos
representar a complexidade de uma expressao comdama de comprimento fixo, s

para facilitar a vizualizag&o. Esta clausulado aximoma 4 diz:

101



XLy z[t
A A
- N 7 N
. T [ |
N Al J\ A J
Y Y Y Y
X y z t
X=z y=t

Clausula @). O explicado na clausulao) cabe aqui. Neste casa, tem
complexidade maior do que mas se seguirmos de uma expresaa que tenha
determinada complexidade, a soma das complexidkdesu dardo a complexidade de
X. Como s6 existe um modo de escrever uma expressas complexidades forem as
mesmas, as expressoes serdao as mesmas. Do mesmparayjue tem complexidade
menor qud: se 0 mesmal bastar para fazer iguais as complexidades, estaceenos

lidando com as mesmas expressfes. Em diagramanpsedepresentar assim:

é
I C
e
— | ST S—
Y ' |
z u ——

X y
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Clausula ). Do mesmo modo como explicamos na claus@la O leitor
podera verificar, substituindo adequadamente aesgpes10 mesmo tipaediagrama
quex’y =xlullt =zt

No comentario ao Axioma 3 escrevemos gge((inlvy)[1v,) € 0 mesmo que
((ngllin)[vy) [v,. Isso parece ferir a regra de que s6 h4 um modscever uma ex-
pressao? Nao, de modo algum: os parénteses e gsigdgs sdo objetos auxiliares
gue nao pertencem a metalinguagem e estdo ai de ansituar uma leitura. A ordem
de sucessdo dos simbolos (que é o0 que importa)apeg® a mesma seja em
ng((inCivy)[1v,) ou ((ngllin)[1v1) v, (se o leitor retirar os parénteses verificard-a or
dem idéntica de sucesséo dos simbolos nas duassse&ps; a utilidade dos parénteses

€ sO dizer quais partes da expressdo antecedempprias.

[pp.173-174]
AxiIoMA 5. (Principio de inducdo)Seja X uma classe que satisfaca |as

seguintes condi¢desa)l ng 7 X, sm/J X, un/7 X e in[7X; (B) se k € um namerp

natural distinto de 0, entdqV7X; ()) se x[7X e y[J X, entdo Xy [7X. Entdo todal

exnressao nertence a clasx.

Fica obvio queX é a classe das expressfes metalinguisticas (oexgesssdes
em condicoes de falar a respeito de expressoesidiigns). Trata-se do principio de
inducad® porque qualquer expressdo metalinguistica é eddatusando sequéncias de
todos ou de alguns dos simbolgs sm, un, ire %, ou sdo formas complexas a partir de
expressdes simplese y formadas por sequéncias de todas ou de algunsim®los
ng, sm, un, ire k. Sendo assim, fica 6bvio que também essas seqsé&#m expressdes

da metalinguagem.

3. Comentario a axiomatica metalinguistica

> Em Tarsk, A.; [1983e], p.282, o Axioma 5 tinha o seguintenfato: ‘Seja X qualquer conjunto que
satisfaca as seguintes condic@®) v, 1, T[] X; (2) se k, L] Nt— {0} entdogc 1 X; (3) {,n [ X, entdo
¢In O X. Entdo A X.” Para o significado dos simbolos ver nota 47 neabatho.
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Os cinco axiomas metalinguisticos ndo constituaaarmais que as regras de
formacdo de qualquer tipo de linguagem, ndo negassente sO metalinguisticas.
Qualquer estudante de um bom curso de légica @ éeesso, por exemplo, a um
manual comolntroduction to mathematical logide Elliot Mendelson, sabe que a
construcdo de uma linguagem formal qualquer podeecar com as seguintes trés

clausulas (onde apontamos a a relacdo com os axiam@riormente vistos):

1) -, [, 01, [1 séo simbolos primitivos da linguagem (Axioma 1).
2) o e sado formulas (Axioma 2 e 5)

3) Sea e sao formulas, entden, a [ B, o [ B, La sdo formulas (Axioma 3 e 5)

Assim, os axiomas metalinguisticos ddo o modacb&de construcdo formal da

metalinguagem.

4. Comentério de Tarski aos metaxiomas

Tarski iniciara um pequeno comentario a essesxioatas, para elucidar algu-
mas questdes que o0s envolvem. Apesar da brevidades comentarios carregam na
base problemas sérios que antecedem a formalig&cgoalquer linguagem (ndo sé da
metalinguagem). S&o trés os tipos de problemagr@erdos axiomas (problemas aos
quais Tarski achou melhor ndo se estender e toméaimo nao influenciaveis nos re-
sultados que pretende daqui em diante no seu hi@bpaloblema da intuitividade dos

axiomas problema da categoricidade do sistema axiomatipooblema existencial

4.1. Problema da intuitividade dos axiomas
Tarski inicia comentando o carater intuitivo dosimo primeiros axiomas € 0

nao intuitivo do quinto axioma:

[p.174]-1

O sentido intuitivo dos Rs. 1-4 n&o requer elucidagao a mais. © B ga-

rante uma formulacéo precisa do fato de que todeesgao consiste em um ndimero
finito de signos.
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O proprio Tarski d4 os problemas de uma crencawthsoa obviedade dos axi-
omas de 1-4 como vimos ha nota de rodapé 60 mabtlo. Um interessante artigo de
autoria do professor Bhupinder Singh Anand, irati@A constructive definition of the
intuitive truth of the Axioms and Rules of Infereiof Peano ArithmetiGANAND, B. S.,
[2007]), procura resolver exatamente este pontivat@lho de Tarski. O artigoogirtis-
simo (apenas uma pagina e meia) e nao é fora de saritétdhe longos trechos que
somados e exponham aqui na integra. A respeitxidenas da Aritmética de Peano
(que equivalem aos axiomas 1-4 vistos anteriormeatexposicao de Tarski), Bhupin-
der Anand escreve (&ND, B. S., [2007], p.6):

“Ha uma notavel, embora despercebida, consequéocetigo original de Turing de
1936 (‘On computable nunmbers, with an applicatorthe Entscheidungsproblem’ (...)). Ele
admite uma definicdo construtiva doese entendantuitivamentepela afirmacao de que os axi-
omas e regras de inferéncia de primeira ordem dmética de Peano séatuitivamenteverda-
deiros sob a interpretacéo padrédo, no sentido oekiTA936 (...).5".

Especificamente:

Meta-teorema Se uma formula, e.gR[xi, X, ..., %)], € um teorema de primeira ordem
de uma Aritmética de Peano, entdo ha uma maquifarieg, T, tal que, dadgualquerconjun-
to de numeros naturaisy( &, ..., &) como entrada, T computard a proposi¢éo aritméea
ay, ..., &) como VERDADE em um numero finito de passos.

Prova: Considere os PA-axiomds

AL (X =X2) = (X1 = X3) — (X2 =x3))];

A2: [(% = %) — (X1 =X9)];

A3: [0 £X'4];

Ad: [(X1=X2) = (X =X)];

A5: [(x + 0 =x))];

AB: [(X1 +X'2) = (X + X2)'];

A7: [(x,* 0 =x)];

A8 (X1 * X'2) = ((X1 * X2) +X)];

A9: Para qualquer formula bem formadx)] de PA: [F(0) — (TX)(F(X)) — (F(X)))
S (COFX)].

Agora, cada um dos PA-axiomas pode intuitivameirta ger Turing-computadeem-
pre como VERDADE no seguinte, definicional, sentido:

D1: Uma relacdo totalmente nimero-teorétieés;, %, ..., %), quando tratada como
uma funcdo Booleana, é Turing-computavel se, e stamee, ha uma maquina de Turing T tal
que, para qualquer sequéncia dada de numeros isataraa, ..., &) como ou VERDADE, ou
como FALSO.

D2: Se R] € uma férmula atbmicaR{a;, &, ..., &)] de PA, entdo [R] é Turing-
computavel como VERDADEIRO/FALSO para o numero redtde entradag(, &, ..., @) Se, €

"® Trata-se do artigo ARSKI, A.; [1983b], que vimos estudando neste livro.
" PA abrevia “Aritmética de Peano”.
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somente se, a relagdo aritmétieéa;, a, ..., &) € Turing-computavel como VERDADEI-
RO/FALSO nos nameros de entrada @, ..., &).

D3: A PA-férmula FR] € Turing-computavel como VERDADEIRO para os niuoser
naturais de entraday( &, ..., @) se, e somente sd3|[é Turing-computivel como FALSO para
0s nimeros naturais de entrada &, ..., &)

D4: A PA-formula R — § é Turing-computavel como VERDADE para os nameros
naturais de entraday( &, ..., &) Se, € somente se, obd][é Turing-computavel como FALSO
para 0s ndmeros naturais de entragad, ..., @), ou [§ é Turing-computavel como VERDA-
DEIRO para os numeros naturais de entragas{, ..., a).

D5: A PA-férmula [R] é Turing-computavesemprecomo VERDEIRA se, e somente
se, R] é Turing-computavel como VERDADEIRO pagaaisquerdados nimeros naturais de
entrada gy, a, ..., @).

D6: A PA formula FR] € Turing-computavesemprecomo VERDADEIRA se, e so-
mente se,R] € Turing-computavel como FALSO para quaisquerodatlimeros naturais de en-
trada @y, &, ..., @).

D7: A PA-formula [(Ux)R] é Turing-computavel como VERDADEIRO se, e somente
se, R] é Turing-computavel como VERDADEIRO pagaiaisquerdados numeros naturais de
entrada &y, &, ..., &) -

D8: A PA-formula ((Lx)R] é Turing-computavel como VERDADEIRA se, e somente
se [(1x)R] ndo é Turing-computavel como VERDADEIRA.

Entdo se assumimos, por exemplo, que o axidiné intuitivamente verdadeiro no sen-
tido Tarskiano — i.e. que a PA-formulay[E %) — ((x1 = X3) — (X2 = X3))], interpretada como
uma relagao aritméticax;(= %) — ((Xy = x3) — (X2 = X3)), que vale para qualquer substituicao
por nimeros naturais nas variaveis nela contidagao segue-se qéd. interpretada como uma
relacdo aritmética é Turing-computagemprecomo VERDADEIRA.

Similar argumento vale para os axiomaA@eatéA8.

Essa discussao de Bhupinder Anand a respeito daxPfnatica esclarece bas-
tante como devemos olhar a “obviedade” dos axiatea&lo ao seu carater intuitivo e,
em especial, satisfaz uma excelente consideragégpaito do carater intuitivo dos axi-
oma 1-4 de Tarski. O axioma 5 ainda carrega, poagguma problematica.

O Axioma 5 é a garantia de que as expressdes ingetisticas tém
complexidade (comprimento) finita e que tambémxgsessdes proveniente de juncao
(concatenacao) de duas ou mais expressdes tambéfnitss. De fato, os itens A, B,
C, D, E e F vistas em [p.172]-5 caracterizam, eels® caracterizam, expressdes
metalinglisticas. Se sO existem na metalinguageressdes com tais caracteristicas e
se elas pertencem a dada classe de expressdeguaguakpressdo metalinglistica
pertence a essa classe. Esse axioma é importardeeptabelecer mais tarde o0s
conceitos de sentenca axiomatica (ou primitivaasequiéncia e sentenca demonstravel.

Em Tarski, A.; [1983b] essa passagem merece argegudta de rodapé feita

pelos editores:
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“O conjunto axiomatico formulado aqui foi publicapela primeira vez em 1933, no original po-
lonés do presente artigo. No mesmo ano tambémaqar® original aleméo do artigo 1X (ver
p.282)"® A teoria baseada neste conjunto axiomatico é mmmik referida como teoria das
sequéncia®u teoria da concatenacdde um ponto de vista matematico ela é simplessnant
teoria dos semigrupos livrggom um namero fixo, finito ou infinito, de gerads). Para maio-
res informacdes e referéncias bibliograficas aaitspla axiomatizacao desta teoria veja Corco-
ran-Frank-Maloney (14f¥

O leitor atento deve ter percebido que o axid@ala Aritmética de Peano cita-
do por Bhupinder Anand corresponde ao Axioma 5askKi: tratam-se ambos do Prin-
cipio de Inducdo. O que Bhupinder Anand escrevea @A9 vale para o Axioma 5 de
Tarski(ANAND, B. S., [2007], p.6-7):

“Prosseguindo, se nés assumirmos que o Axiomadiz&o,A9, € intuitivamente ver-
dadeiro no sentido Tarskiano, entdo, novamentemi@s que a relacdo aritmética expressada
por:

(F(0) = ((X)(F(¥) — (F(X))) — (1X)F(X)
€ Turing-computavel sempre como VERDADEIRO, desds q

(a) SeF(0) é intuitivamente verdadeiro tarskianamentea@R{0) € Turing computa-
vel semprecomo VERDADEIRO;

(b) Se a relagdo aritmética, X)(F(x)) — (F(x)), é intuitivamente verdadeira tarskia-
namente — i.e.,H(x) — F(X)) vale para qualquer dado numero natwal entdo
(F(X) — F(X) é Turing-computavesemprecomo VERDADEIRO;

(c) SeF(0) é Turing-computavedemprecomo VERDADEIRO, e K(x) — (F(X)) é
Turing computavesemprecomo VERDADEIRO, entaé(x) € Turing-computavel
semprecomo VERDADEIRO.

E claro que todo sistema axiomético exige uma rdgranferéncia. Mesmo no
caso dos axiomas 1-5 (que sAetaxiomaspor seu uso pela metalinguagem), a regra de

inferéncia sera aquela do sistema Russell-Whitehestd em [p.173]-9. O que poderi-

8 Essa numeracdo de pagina é adgic, Semantics, Metamathematics — papers fron3 192938 Se-
gunda Edicdo, Hackett Publishing Company, EUA ee$ere ao artiggsome Observations on the Con-
cepts ofawrConsistency and»Completenesonde esses cinco axiomas aparecem também.

" A referéncia (141) é do mesrhogic, Semantics, Metamathematics — papers frons 1021938, Se-
gunda Edicdo, Hackett Publishing Company, EW®t): J. Corcoran, W. Frank, and M. Maloney,
‘String Theory’,J. Symbolic Logic39, (1974), 625-37.
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amos dizer aqui sobre a face intuitiva da regoalus poneng foi dito na nota de roda-

pé 55 deste livro.

4.2. Problema da categoricidade do sistema axiomédi
Para estruturar corretamente a metalinguagemta gas axiomas 1-5, Tarski
vé a necessidade de que componham, juntosjsiema axiomatico categoricble as-

sume que de fato os axiomas 1-5 componham um sistessa natureza:

[p.174]-2

E possivel provar que o sistema axiomatico acirat€gorico. Este fato ga-

rante em certo grau que ele providenciara uma f#ggente para a construcao ga
metalinguagem.t

1 Eu uso o termo ‘categorico’' no sentido dado eflafe O. (86). Nao proponho explicar em
maiores detalhes porque vejo na categoricidadendesistema axiomatico uma garantia op-
jetiva de que o sistema basta para o estabelecoméatcorrespondente ciéncia dedutiya;
uma série de notas sobre essa questao pode serteatem Fraenkel, A. (16).

Porém Tarski ndo prova a categoricidade do sistwraiomas 1-5. Naota de
rodapé 1Tarski mostra entender ‘categoricidade’ no semtidto no artigo de Oswald
Veblen,A System of Axioms for Geometdg 1904°. Tarski, em seu artigome Ob-
servations on the Concepts @iConsistency and»Completenesde 1933 (ARsKI, A.;
[1983e], p.282), escreveu logo em seguida aos nmesinoo axiomas metalinguisticos
vistos acima: “Nao é dificil provar que o sisterxéomatico acima é categdricdem
uma interpretacdo na axiomatica dos numeros nataraonsiste de declaracdes mutu-
amente independent¥s.

As duas notas de rodapé assinaladas pqgorii nesta passagem sao muito im-
portantes, mas vamos nos deter apenas naTiofa nota de rodapé corresponde no
original & nota n° 1 a pagina 282aRBKI, A.; [1983¢], p.282). Ela diz: “Originalmente

no sentido como em Veblen, O. (86Para uma definicdo precisa, ver X, pp.309-310.”

8 A system of axioms for geomeffyans. Amer. Math. Soc., v (1904), 343-81.
81 A nota de rodapé ija foi estudada na nota 39 desta dissertac&o.
82 |sto é, também no sentido visto no artigo de O$walblen A system of axioms for geomeig 1904.



A indicacédo (86) corresponde a da bibliografiaiaodo Logic, Semantics, Me-
tamathematics — papers from 1923 to 1988etanea de 1983 Também o mesmo se
diz da numeracéo de pagina “ver X, pp.309-310". Caan X, pp.309-310", Tarski esta
se referindo ao seu artigo de 19Fome Methodological Investigations on the
Definability of ConceptqTARsKI, A.; [1983f], pp.296-319), trabalho resultante dos
estudos que Tarski fazia a esse respeito desde(C8ZBARSKI, A.; [1983f], p.297, no-
ta de rodapé 1). Nas paginas 309-310 desse ardigkiTda a idéia principal por tras do
método da prova da categoricidade de um sistenaanatico. Ele escreve fRskl, A.;
[1983f], pp.309): “Como é bem conhecido, um corguade sentencas € chamado
categdrico se quaisquer duas interpretacbes (@eaks) desse conjunto Ssao
isomorficas.”

E aqui ele insere a notade rodapé 2 da pagina 808 diz: “cf. por exemplo
Veblen, O. (86)". Polisomorfia entende-se uma relacdo dquivaléncia Assim as
interpretacdes isomorficas sdo equivalentes engeuma vale identicamente no lugar
da outraContinua em seguida ARsKI, A.; [1983f], pp.309-310):

“Na intengdo de formular isto mais exatamente, \&@Bupor que expressdes simbdlicas da for-
ma X[ g X{J[)' (em palavras:d relacdo R colocalx parax1(1’) foi introduzido no interior do
sistema logico. A variavelR sempre denota uma relagcédo bi-termos entre indodd X[’ e
‘(11" podem ser de qualquer tipo légico, desde quensgjmbos do mesmo tipo. O sentido
preciso da expressani! r X[’ dependera do tipo l6gico das variaveis* e ‘x111". Explica-
remos iSso para uns poucos casos. Por exempla,ise “x(1[)’ sdo individuos, entao'] g
X1’ tem o mesmo significado que Rx [’ (i.e., ‘XJ situa-se na relacdo R paral(]’). Se
‘X" e ‘xJ " denotam classes de individuos, entao a exprassd@ mesmo sentido que a fun-
¢éo sentencial

(uD) cud O xO . O . (CudD) .ud0 O xO0 . ud gud DL OO) juld O xO0 . 0.
(Dull) . utl O X0 . ull gullol.
(isto ndo envolve circularidade uma vez que’e ‘ulJJ’ sdo variaveis individuais, tal que o
sentido da expressdo’ g ull’ ja foi bem determinado). De um modo exatamentdcgo a
expressaox | g X111’ pode ser definida para a classe de termos dentgie elevado. Considere

novamente o caso onde I’ e ‘X[J[1' sdo predicados bi-termos com variaveis individummo

8 Logic, Semantics, Metamathematics — papers fron8 182938 Segunda Edigéo, Hackett Publishing
Company, EUA, 1983.
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argumentos (desse modo denotando relagbes birdntiaes individuos); entdo a formulat 5
x[(0" tem 0 mesmo significado que
(ud, vi1) - xO(uid, vil) .0 . (Qud o, viod) - xOOo o, vidd) ul gudid v g
v . (uoo, voo) - xoo@uo o, v o) .o .
(Ju, vil) .xO(uld, vil) .ull U0 . Vi g VO,
Os exemplos acima serdo provavelmente suficiertesgxplicar o sentido a ser dado a

expressado discutida com respeito as variaveigpdddgico arbitrario.

Para esclarecer a simbologia, a expressa (ur] [ x1 . 0. (Jull) . ull0 O xXO0
LUl RUCIO S (OO s udd 0 O xOC . C L (Culd)) cul) X0 . ull gulll] é lida:para o
individuo u: se o individuo u pertence a classe de individuas,>entdo existe o in-
dividuo ull] tal que ull] pertence a classe de individuas(] e a relacdo R coloca
ul] paraulll]; e para o individuo u(J: se o individuo U] pertence a classe de indi-
viduos X1, entdo existe o individuo_utal que ul pertence a classe de individuos

e a relacdo R colocaluparaull[l. No caso da expressao:(ull, vil) . [ . (Cull0],
v 0) . xOO(uO O, vid D) ul g ul L v g VOO w0, v D) - XD D(ui o, v D)
.. (Cu, vil) o xO(uil, vil) Lull g utlll L vl g VO[], 1é-se do mesmo modo, guar-
dando o cuidado quel(, vL]) é lidoo par de individuosu ev(], o mesmo parau(l L],
v[][1), de modo quelI(ull, v(l), por exemplo, é lidpar u_] evl] que pertence a clas-
se de individuogl. O mesmo para 1 [J(ulll], viI[).

Em geral, fica definido, entdo, que um sistemaraditico é categorico quando
permite escrever expressdes equivalentes. O t@ali@hveblen, que € citado nos trés
artigos de Tarski (ARsKI, A.; [1983Db], TARSKI, A.; [1983€e] e BRsKI, A.; [1983f]) para
o problema que estamos tratando aqui (o0 problentatégoricidad® merece ser dis-
cutido. O excelente artigo de Steve Awodey e EHcliReck,Completeness and Cate-
goricity. Part I: Nineteenth-century Axiomatics Taventieth-century Metalogi@Awo-
DEY, S.E Reck, E. H.; [2002a]}*, resume de modo pratico o entendimento de Oswald
Venblen tem deategoricidade Awodey e Reck (WODEY, S. E RECK, E. H.; [2002a],

p.23) transcrevem os seguintes trechos de VéBlen:

8 Awodey e Reck publicaram no mesmo ano a contimuApODEY, S.E RECK, E. H.; [2002b]
8 Veblen estava discutindo os vinte axiomas de Iilbgados na formalizacdo do espaco euclidiano.
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“E parte de nossa proposta mostrar quessencialmente uma Unictasse onde os vinte axio-
mas sdo validos. (...) Consequentemente qualqogogicdo que pode ser feita em termos de
pontos e arranf8 ou est4d em contradicdo com nossos axiomas owaérignte verdadeiro a to-
das as classes que verificam os axiomas. A validadgualquer declaragéo nesses termos € por
consequéncia completamente determinada pelos asi@rassim qualquer axioma adicional te-
ra de ser considerado redundante. (...) Um sistlraxiomas tal como temos descrito € chama-
do categéricq enquanto aquele onde seja possivel adicionamasdndependentes (e onde con-
sequentemente da-se mais de uma dessas possislidadhamaddisjuntiva®’ (...) Sera pro-
vavelmente melhor reservar a paladefinicdopara a substituicdo de um simbolo por outro, e
dizer que um sistema de axiomas é categdrico sé sldiciente para a compladeterminacao

de uma classe de objetos ou elementos.”

Segundo Awodey e Reck, o modo como Veblen intradoanceito deategori-
cidadeno seu artigo de 1904 parece bastante vago, rogevesa em 1906 o artigihe
foundations of geometry: A historical sketch ansiraple exemplende ele toma mais
critério para tratar deategoricidade Lemos de Awodey e Reck WODEY, S. E RECK,
E.H.; [2002a], p.23):

“Em 1906 Veblen publicou outro artigo sobre o mesidygico geral, chamado “The
foundations of geometry: a historical sketch arsihgple example”. Este artigo foi escrito para a
revistaPopular Science Monthlycomo um artigo resumido para um publico mais amile
continha algumas passagens que iluminavam o pentisth de Veblen. Em conexao com a no-

¢éo de categoria ele agora apontava:

Se antes temos um sistema categoérico de axionuEsptoposicao que pode ser inicia-
da em termos de nossos (indefinidos) simbolos fuedtais € ou ndo é verdade de um
sistema de objetos que satisfazem os axiomas. Bestielo ou é consequéncia dos axi-
omas ou é contraditério com eles.

% |sto ¢, ordem de simbolos.

87 Awodey e Reck (WODEY, S.E RECK, E. H.; [2002a], p.23) apontam que em notas de rodgp#gina
346, Veblen avisa que os nontwgegaricoe disjuntivopara o comportamento dos sistemas axiomaticos
foi idéia do fildsofo pragmatista John Dewey.



112

“Vamos supor que Veblen quis dizer que “toda prag@msou € ou nédo é verdadetde
do sistema de objetos que satisfazem os axiomas\@mgue, como ele tinha enfatizado anteri-
ormente, um sistema categorial de axiomas tinhgefesalmente apenas um” modelo). Entéo
nés podemos dizer que ele estd se movendo seradé@esila categoricidade para a completude
semantica nesta passagem, (...) nés assumindadentarfrase “conseqiiéncia dos axiomas” e

“contraditério” no sentido semantico.”

Neste ponto Awodey e Reck (®DEY, S. E RECK, E. H.; [2002a], p.25.) expli-
cam para Veblen um sistema categorico entdo é siearaente completo e em tal sis-
tema qualquer novo axioma é redundante e nao modiedutivel dos axiomas por um
namero finito de silogismos. Entdo, para Vebleop@sequéncia semantica é distinta da
consequéncia dedutiva, porque um potencial novonaipode, sem ser uma conse-
quéncia dedutiva, ser consequéncia semanticamenteelhos axiomas (por redefini-
¢cOes dos termos dos velhos axiomas, 0 que é agle@tdossivel, ja que os axiomas li-
dam com os mesmos simbolos fundamentais e semeémealgum ponto da exposicéo
do axioma, permitindo assim que os axiomas se i@ssquara de forma complexa des-
crever um axioma mais simples; por isso esse ngvona € redundante: pode ser re-
duzido aos anteriores mais simples).

E sob a consideracdo desses limites da consequéedutiva — que ndo pode
gerar novos axiomas — que Tarski considera a catetgrle de um sistema como sufi-
ciente para sustentar a l6gica da metalinguagemo &e escreveu (ver [p.174]-2, nota
de rodapé 1): “(...) vejo na categoricidade de ligtesna axiomatico uma garantia
objetiva de que o sistema basta para o estabelatonta correspondente ciéncia

dedutiva”.

4.3. Problema existencial

Tarski reconhece uma terceira complicacdo norsesgxiomatico precedente:

[p.174]-3
Alguns dos axiomas acima tém um pronunciado aqaeiistencial e envol;
vem consequéncias adicionais da mesma espécie.




Na base do problema existencial detonado pelasreas estd o principio mate-
matico denominado Axioma da Escolha. Sem nos detemuito nisso, o Axioma da
Escolha consiste em dizer que € possivel criar amunto — oconjunto de escolha
gue contenha um objeto de cada conjunto, e apenabjeto de cada conjunto, de uma
colecéo infinita deles disjuntos dois-a-dois, sataleelecer uma regra para a escolha
desse objeto (a escolha € arbitraria).

Por exemplo, o Axioma 1 de Tarski € gonjunto de escolhas expressdeasy,
sm, un e inforam escolhidas arbitrariamente e no entantodssttas entre si. Onde
esta garantida essa distincdo? Do fato de que ergesobjetos pertencentes, cada um,
a conjuntos disjuntos dois-a-dois. O problema estéestabelecer, primeiro, a existén-
cia desses conjuntos disjuntos anteriores ao Axibreaverificar que o conjuntang,
sm, um, ik ndo esta entre eles (pois foi arbitrariamentende dedutivamente — obti-
do). Fraenkel, Bar-Hillel e Lévy H#AENKEL, A., BAR-HILLEL, Y. E LEVY, A.; [1973],

pp. 67-68) discutem assim esse problema:

“(...) a maioria dos ataques ao axioma da escathaalda insuficiente apreciacéo de satater
puramente existenciaDe fato, o axioma ndo garante a possibilidaden(os recursos cientifi-
cos atuais ou em qualquer futuro)amstruirum conjunto de escolha; quer dizer, de providen-
ciar uma regra pela qual em cada mensdet um certo membro depode ser nomeado. Pelo
contrario, providenciar tal regra significaria abterespectivo subconjuntot pelo axioma dos
subconjuntos, sem envolver o axioma da escolha. H#$ino garante axisténciade um conjun-

to de escolha, i.e. a ndo-vacuidade [impossibikddel ser vazio] do exterior do produtto[con-
junto poténcia dé, que é o conjunto de todos os subconjunta (ija existéncia [do produto

Ti] € garantida sem nosso axioma [da escolha)]). Bra®palavras, o axioma garante que, (...),
ndo esta ausente entre os subconjuntastdegueles subconjuntos que contém um membro co-
mum a todo membro de Pouquissima atengéo foi devida a este ponto foedtl durante as
primeiras décadas do presente século [século X)drasso causou-se muitas discussdes esté-

reis.”

A consequéncia problematica que Tarski prefere eamao exemplo é a que se-

gue:

113
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[p.174]-4

Notavel entre essas consequéncias|é a

assercdo de que a classe de todas as expressiie#ta (para ser mais exato, enu-
meravel). Do ponto de vista intuitivo isso podeeggar duvidoso e dificilmente ev|-
dente, e nessas condi¢des o sistema axiomatidmiptae estar sujeito a ser ser|a-
mente criticado.

Tarski se refere éasse infinitaem [p.171]-1 para dizer que ha uma classe com
um namero infinito de expressdes. De fato, os aa@permitem construir uma quanti-
dade infinita de proposi¢oes e, lembrando das @d@des de concatenacéo de expres-
sOes simples em complexas, sempre enumeravel nmesmivel dos simbolos compo-
nentes da expressado. A respeito da natureza dagpeldenominamasnumerabilidade
nada ha de especial que se distutir

Que nao é intuitivo que o numero de expressoesisito, isso parece bem
claro. Por exemplo, entre as infinitas express@eeram constar a soma légica de to-
das as infinitas expressdes e a negacdo dessdd&poaa o que fica dificil de conceber,
pois se tem contraintuitivamente estabelecido g gearia a Ultima expressao (a nega-
cdo da soma logica de todas as infinitas expresdéasafinitas expressdes. Mas sendo
essa negacdo também uma expressédo, ela demeserem comprimento do que ela
propria, o que € paradoxal.

A critica principal seria que ndo ha razao parasseimir que as expressoes se-
jam em namero infinito, apesar de que nada impedesgjam, ficando assim indefinido
se a classe de todas as expressfes € ou naaijrdipésar de enumeravel. A situagéo é
que se as expressdes sentenciais existem paréese aeutros objetos, s6 existiriam
expressdes infinitas se as expressdes fossem ®bljelas proprias (0 que permitiria pa-

radoxos como expressdes menores que elas prognds) apenas 0s objetos do univer-

8 Um conjunto n&o vazio se diz enumeravel se fosipesdesigna-lo por meio de uma sequéncia infinita
X0, X1, Xo,-.. (iSt0 €, um conjunto ndo vazio € imagem sobrejediy conjunto] dos ndmeros naturais); to-
do conjuntdfinito também é enumeravel; a unido de dois conjuntomeraveis também é enumeravel;
se X é um conjunto enumeravel € uma funcao sobrejetiva tal gueX — Y, entdo Y é enumeravel; o
conjunto-unido de todos os conjuntos enumeraveibéan € enumeravel (dai que a unid@apenas al-
gunsconjuntos enumeraveis &, obviamente, enumeravgljpduto cartesiano de enumeraveis é enume-
ravel.
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so fisico. Mas isso ocorreria em situacdo de nawadalhar com a metalinguagem e
termos a auto-referéncia como natureza indefeafevéihguagem.

Essa “infinitude” que parece acompanhar a forraghp da linguagem parece
ser culpa dos axiomas 2 e 3, segundo Tarski:

[p.174]-5

Uma

analise mais proxima restringiria as criticas nat@iente aos Axiomas 2 e 3 como as
fontes essenciais desse carater infinito da metateo

Em [p.174]-3 vimos os problemas por tras do Axidinanvolvendo o Axioma
da Escolha. Ja o Axioma 2 deixa bem claro a naurdmitaria da classe das expres-
sOes metalinguisticasi € uma expressao so lse 0 ek # |, permitindo existir unmy
distinto de qualquev,. Assim sempre existira uma expressao distintaudéqger outra
ja existente, fornecendo carater infinitario a tade expressées metalinglisticas. Que
fazer a esse respeito? Tarski desiste de contendescussao, pois ela ndo se encerraria

sem desviar totalmente o objetivo do trabalho pitio:

[p.174]-6
N&o persistirei nesse dificil pro-
blema além daqui.2

2 Por exemplo, 0s seguintes pontos verdadeiramguiie sdo levantados. Normalmente, |as
expressfes sdo consideradas como produtos da adevidumana (ou como classes de tpis
produtos). Desse ponto de vista, a suposicdo dehqu@finitamente muitas expressoes ga-
rece ser obviamente sem sentido. Mas uma outrapirg®cdo possivel do termo ‘expressdo’
se apresenta: poderiamos considerar todos os cdipices de uma forma e um tamanho
particulares como expressdes. O cerne do probleama sntao transferido para o dominjo
da fisica. A assercdo de infinidade do niamero deessfes entdo ndo mais parece absufda,
embora ela possa ndo se conformar as teorias $isicmsmoldégicas modernas.

O que Tarski faz aqui m@ota de rodapé 2 apenas metaforicamente dar outra
natureza para o conceito de ‘expressao’, mostranodw uma solucéo envolvendo ou-
tra ciéncia dedutiva (que ndo a légica) permiteigi@s e problemas novos. De fato,
podemos dizer que cada forma e cada dimensdaotdisncada entidade fisica do uni-
verso € uma expressao distinta. Nesse caso hantnitas expressdes, pois sempre €

possivel — dados os conceitos proprios da topolegmaudar a forma e tamanho de
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qualquer ser. Nao é mais absurda, pois teriammoaumero finito de entidades que tém
infinitas formas e tamanhod$sso € concebivel, apesar de se chocar destndia
contra as teorias fisicas modernas a respeitotdeeza do tempo, do espaco e da maté-
ria.

No caso da légica, porém, segundo Tarski, a solpg&saria por restringir o

componente existencial dos axiomas:

[pp.174-175]
As consequéncias mencionadas poderiam ser natung@etadas Sé
0s axiomas fossem libertadem um grau suficiente de suas suposi existenciais

\174

Isto é, se permitissemos aos axiomas apenaspateium nuamero finito de ex-
pressoes, evitar-se-ia supor as infinidades camsadins problemas descritos. Tarski
encerra como segue a problematica existencialpeitesdos axiomas metalinguisticos
1-5.

[p.175]-1

M

as um fato que deve ser tomado em consideracae a gliminacdo ou enfraquegi-
mento desses axiomas, que garantem a existéndcalae as expressdes possiveis,
consideravelmente aumentaria as dificuldades dstmméo da metateoria, faria im-
possivel uma série das mais Uteis consequéncssiey, introduziria mais compl
cacoes na formulacao das definicbes e teoremaso @eramos mais tarde, isso vifa
a se tornar claro mesmo nas presentes investiga@oegssas razoes, parece dese-
javel, ao menos provisoriamente, basear nossolli@ba sistema axiomatico dado
acima em sua nao-enfraquecida forma inicial.

Todos esses axiomas (0s axiomas da linguagem»arsas da metalinguagem)
permitirdo & metalinguagem estabelecer o modo @iirgguagem deve ser escrita e 0
modo como ela deve ser interpretada (0 modo confalaelela) para se evitar o equi-
voco de saber como escrever a linguagem, masdalautra linguagem que ndo a que
se sabe escrever.

O trabalho seguinte a isto, agora, é definir ggessdes da linguagem, determi-

na-las, estabelecé-las, para podermos apontar sgrdisncas da linguagem sao verda
deiras. Mas a linguagem nao pode se autodefinidefmicOes sédo tarefa da metalin-

guagem, que comecgaremos a ver no préximo capitulo.
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CAPITULO 4
DEFINICAO DE SENTENCA

Seré necessario agora estabelecemato de dizepara as linguagens formais.
Estabelecer-se-ao regras que ensinam como deveataoslds linguagens formais, qual
o modo correto de descrevé-las. O processo é aljogamente préximo do processo
de alfabetizacdo que todos tivemos: uma professasaou-nos as letras do alfabeto,
ensinou-nos a ordena-las umas apos outras pararf@ilabas, depois ensinou-nos a
ordenar as silabas para formar palavras e ensim®@rordenar as palavras para for-
marmos sentencas. Nesse processo a professori iasltegras daquilo que nao pode-
riamos fazer. Tarski vai estabelecer definicbesv@wanos ensinar a escrever a lingua-
gem pois a linguagem ndo escreve a si propria: aiiggm descreve o mundo, mas a
habilidade de escrevé-la corretamente pertencetalingeiagem. E a metalinguagem
que diz coisas com@‘neve € branc& uma sentenca de quatro palavras’, (para a lin-
guagem isso seria impossivel sem causar paradada)id

O trabalho de Tarski agora setfabetizar na metalinguagem fim de futura-
mente poder fazer a definicdo que é o objetivd:fidefinir sentenca verdadeirpara
linguagens formalizadas. Ele expfe assim seu prdietcenceitualizacdes prévias que

deveréo anteceder a definiciosgéatenca verdadeira

[p.175]-2

Fazendo uso das expressdes e dos simbolos dangusglem que foram até

agora enumerados, definirei aqueles conceitos sfapelecem o célculo de clasges

como uma ciéncia dedutiva formalizada. S&o os d¢tmscdesentencaaxioma(sen-
tenca primitivg, consequéncia sentenca provavel

O primeiro passo sera a definicdo de sentencga.dssrrera na Definicdo 12.
Em seguida a definicdo d®ntenca primitivaou axioma Isso ocorrera na Definicdo
13. A definicdo deonsequénciacorrera na Definicdo 15 e a gdentenca provaveia
definicdo 17. Até a defini¢cdo 17, outras definicaasiliares (Definicdes 14 e 16) serédo
apresentadas, para facilitar essas quatro defmipdgortantes (Definicbes 1 a 13, e as
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15 e 17). A propria definicdo dentenca verdadeirad ocorrera na Definicdo 23, exi-

gindo mais definicdes auxiliares. Por isso eleavis

[p.175]-3

Mas introduzirei primeiro uma série de simbo|os

auxiliares que vao denotar varios tipos simplesxggessao e facilitar grandemente
as construcdes posteriores.

Seguindo esse projeto de Tarski, entéo, a prinpairge do trabalho até a defini-
cao desentenca verdadeird o conjunto de definicdes auxiliares até a dgdimidesen-
tenca Notemos que a fungéo das definicdes do metacahéd € estabelecenatureza
das relacbes descritas, mas apenas estabelecedm correto de escrevessas rela-
¢cbes. A natureza delas, se funcionam ou nao, depnabdainguagem objete@ nédo da

metalinguagem

1. Alincluséao {, [)
O que se entende porclusdoé o estado de relacdo que ha entre duas classes
onde 0s nomes de uma classe situam-se entre os niEnotra, sem confundirmos as

classes. Visualmente, sdo os campos 4, 5, 6 eDiagpmama de Venseguinte:

FERANG)

1 - Diagrama de Venn: incluséo

Por exemplo, como vimos em [p.170]-4, na linguagserevemos, em notacao

polonesa; []x,Ix,X,, que corresponde @X(X 1 X) em nossa notacdo moderna usual e
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gue seria traduzido ‘para todgou para todas as classgsa [| a ha metalinguagem.
Aprendemos desde [p.172]-8 que essa expressaoingétatica tem a seguinte forma
descritivo-estrutural(((uniJvy)Jin)[v2)[Ivs, que traduz descritivo-estruturalmente a
notacao polonesq|x,Ix,x;, e [[[[univi]IpeIvo]lin][vs][1pd que traduz a notag&o
mais usual moderna/X(X [ X)'. 8°

Pois bem, é precissaber escrevea relacdo de inclusédo (indiferentemente do

que ela seja ou ndo seja):

[p.175]-4
DEFINICAO 1. X € a inclusdo comi, como primeiro e como segundo termo — em
simbolosx = ik — se e somente K& (in[vy)[v,.

Aqui em [p.175]-4 o simbolg é uma abreviacagdentro da metalinguagepara
uma sentenca da linguagem onde uma incluséo esla sescrita. E como se alguém,
vendo que um individup esta incluso em uma clasdeou noutro elementp (que po-
de ser subconjunto de uma cla¥9eou no propricz, dissesse “Atencdo! Esta havendo
X", ondex significaz [1 Z, ouz [1y, ouz [] z etc. Tarski estd usandacomo uma abre-
viagcdo metalinguistica para o fato de estar ocdoema relacao de inclusdo. Quais séo
os elementos envolvidos na inclusao? Zera y etc.? Nao da para saber do ponto de
vista da metalinguagem do tipo descritivo-estrufyrais nesse nivel a metalinguagem
nao os distingue. Apenas diz que esta havenddwsaodescrita comay;, envolvendo
os elementos de indikes|. Como esses elementos podem ser individuos (gasieou
classes de individuos (classes de sentencas), t@ingeagem isso fica representado
por v (variavel metalinglistica do tipo descritivo-esitral que deixa claro que na lin-
guagem podem estar, envolvidos na inclusado, indodau classes de individuos, aqui-

lo que melhor couber no lugar deou v).%°

8 Por quevy, v, vs? No se trata da mesma é Gnica varidave linguagem? E que a forma descritivo-
estrutural d4 um nimero de indice para cada nosiggmde variavel, mesmo que na linguagem objeto
se trate da mesma variavel.

% Em TaRskI, A.; [1983e], p.283, a definicdo metalingliisticaimtgusdo é dada assim (para o significado
dos simbolos ver nota 47 neste trabalho) :

DEFINICAO 1.
(@)Z 1V (T é uma variavélse h&, | = Nt —{0} tal que Z = ¢y;
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2. A negacaoly, -)

Entende-se por negacao a condi¢do onde fica éstadzeque certa expressao —
por exemplo, uma expressdo linguistigaqualquer — ndo ocorfe Como ficou
exemplificado para a definicdo anterior de inclys@ambém podemos localizar a
negacdo no Diagrama de Venn: a negacao corresperaaesr campos 1, 2 e 3 onde 1,
por exemplondo éX e ndo éY (e do mesmo modo podemo ler a condicdo dos campo
2e3para X, Ye?2Z).

2 - Diagrama de Venn: negacao

Como ja foi dito no caso da inclusédo, torna-se s&@o estabelecer como
escrever a negacdo. Vamos tomar uma negacao qualguee exemplo, a negacédo da
expressay (para Tarskiy) — e mostrar na linguagem e na metalinguagem \sréss
leituras:

Linguagem (notacao poloneshly.

Linguagem (notacdo mais usuaiy.

Metalinguagem: ‘ndo ocorre y’

(b) Z = nolJ...0Nn (C € uma expressédo que consiste de sucessivas exqagssd,,..., Nn), SEN
[ Nt, no, Nyye-y Nn D Ae oun=0,{ =ngoun>0,{ =(NoJ....0Np-1) INp

°1 Ao menos ndo acorrem entre as expressées quévee estudando no momento.
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Metalinguagem descritivo-estruturayl ly
A negacao é definida a partir do modo como desoréstruturalmente ela é
escrita na metalinguagem. Assim, Tarski define gag& a nivel metalinguistico

descritivo-estrutural como segue:

[p.175]-5
DEFINICAO 2. x € anegacaada expressap— em simbolos = y[] — se e somente ge
x=ngrly.

Sendo uma expressapg tomada como um elemento unitario quando negado
(mesmo quandg é composto de outras expressdes). O simbekia dizendo que esta
ocorrendo a negacdo denominaga. Qual a diferenca entidy e y[1? E que ermNy
(linguagem-objeto) a expressdoestd sendo negada pelo sinal de nega¢dem
notacdo polonesa) e gim 0 que esta se dizendo é que ‘esta ocorrendo gaegay’
(metalinguagem). Como ocorre a negacagdassim:ngly.

Passemos ao problema de defsoima l6gica

3. A Soma Logica g, [1)

A soma logicae a condicdo que possuem as expressdes da limyukgesendo
membros de uma ‘lista’ de expressdes (uma listae@das a disposicao lado-a-lado de
elementos, sem conexdo entre si, isto é, uma digmotado-a-lado de distintos que
permanecem distintos), tornam-se uma ‘sequénciduds ou mais expressoes. A regra
que determina essa possibilidade é a Regra deddeéd (allb).

Em outras palavras, a uma expresgapalquer da linguagem foi adicionada
outra expressdpcomo alternativa a ela. A soma ldgica (ou disjoj¢é&m as seguintes
leituras na linguagem e metalinguagem:

Linguagem (notacao polonesayz

Linguagem (notacdo mais usual):l z

Metalinguagem: ‘oy ouZzZ

Metalinguagem descritivo-estruturalsnf{ ly) [1z (para a notagcdo polonesa),
[ylisn] [z (para a notacdo moderna mais usual).
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Como para 0s anteriores, é preciso definir comeeesc corretamente soma
l6gica. Tarski define aoma légicadescritivo-estruturalmente na metalinguagem como
segue:

[p.175]-6
DerINICAO 3. X é asoma légica(disjuncadg das expressdgsez— em simbolog =y
+z—se e somente g& (sm ly)[ 1z

A disjuncdo € entendida aqui como duas expresg§pes x) distintas que
permanecem distintas, mas que ndo estdo apenasdldado’, como em uma lista,
porém formam uma sequéncia dita z, abreviada pox.

E claro que tal soma pode p6r em sequémeigpressdes (e ndo so duas). Dai a
necessidade de estender a Definicho 3 pmarexpressdes. Considerando que na
linguagem objeto ha uma quantidade indefinida (fivisa) de expressdes, Tarski
define como segue, descritivo-estruturalmente ntlinguagem, o que é uma soma
l6gica den expressdes:

[p.175]-7
DEFINICAO 4. x € asoma légicadas expressods t, ..., t, (Ou uma soma ldgica d

D

n
uma seqUéncia de termos de expressods — em simbolosx:Ztk - se e

t
somente séé uma seqiéncia finita deermos de expressdes que satisfaca uma das
n-1
seguintes condigdesa(n=1ex=t; B)n>1ex=> t, +t,.*
k

' Como veremos, a Definicdo 4 é uma definicdo rewargue, como tal, suscita certos re-
ceios metodolégicos. Contudo, é bem conhecido gam a ajuda de um método geral, cuja
idéia devemos a G. Frege e R. Dedekind, toda dgfmrecursiva pode ser transformada ¢m
uma definicdo normal equivalente (cf. Dedekind, (R5), p.33-40, e Whitehead, A. N., |e
Russell, B. A. W. (90), v.l, p.550-7, e v.3, p.2443s0, contudo, ndo é pratico, na medida
em que as formulagdes assim obtidas tém uma esarldigica mais complicada, sdo menps
claras com respeito a seu contetdo, e sdo menagiadas a derivacdes adicionais. Por this
razdes eu ndo proponho evitar definicbes recursivague segue.

O sinal 2’ aqui tem a mesma natureza matematica do sinalisto em [p.175]-
6. A situacdo é a da construcdo da sequéncia, [ ... [] t,a partir da lista, ty, ..., t.

Ha duas clausulas importantes a considerar:
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Clausula ¢): sendo uma sequéncia infinita, ela deve ter peknos um
elemento e pode ter apenas esse Unico elemenim,Asm-se a disjun¢cdqg composta
de uma Unica expressto

Clausula B): sendoy uma expressdo complexa qualquer, composta dangésju

de varias expressoeés ty, ..., t tal quek < n, sempre é possivel fazgt t, (Definicdo
3) e obter a expressao mais complepeanitk +t,,. Em outras palavras, a ClausuB (
k

diz que sempre € possivel adicionar uma nova esqwes outras adicionadas
anteriormente.

Nanota de rodapé Tarski faz uma discuss&o a respeito da naturezasiea-
da Definicdo 4. Os receios metodologicos que Taapkinta serem suscitados sdo 0s
problemas que acompanham a inducao finita em métana&arski cita os trabalhos de
Frege e Dedekinld para dizer que toda definicio recursiva pode edmzida até uma
definicho normal (que ndo pode ser mais reduziBayém, lidar com definicbes
normais diminui largamente as derivacbes possiveig Uteis — necessarias a
caracterizacdo das sentencas das linguagens deirpriordem, segundo o projeto
pretendido por Tarski. Por isso ele proprio acdrsetontinuar lidando com as

definicbes em suas formas recursivas.

4. Definicdo deproduto légico(- , [)
Um produto légicoé a conjuncéo de duas expresfes da linguagem. Espreci

gue a metalinguagem defina 0 modo correto de escomroduto l6gico

2 N&o precisamos nos deter em uma definicéo cririte recursividade (assim, é recursivo o problema
resolvido como se resolve suas partes). SO pal@eser, a recursividade segue 0 seguinte esquiana,
do qualquer problema:
1) Se for uma instancia pequena, procura-se r@édolgiretamente (mesmo envolvendo “forca
bruta”);
2) Se for uma instancia muito grande, deve-se idduézmenor instancia resolvida pelo método
(1) e depois resolvé-lo.

% A respeito da numerac&o bibliogréfica citada panski e sobre a obra de Russell e Whitehead ver not
de rodapé 31. O trabalho de Dedekind®): R. DEDEKIND, Was sind und was sollen die Zahlés{? Ed.
(Braunschweig, 1923).



[p.176]-1
DEFINICAO 5. x é oproduto l6gico(conjuncdd das expressdgse z— em simbolox

=y-z—Seesomente se=y +z.

A conjuncdo considera que as duas expres3d@sz, ocorrem sem que a

presenca de uma delas exija a exclusdo da outra. @8sivel haver a conjuncédo de

duas expressbes se for impossivel adicionar asctegadelas, por exemplo, ser

impossivel ocorrer(my [1 =z) — em notacdo moderna mais usual —N&NyNz(em

notacdo polonesa). Ao traduzir o simboloda notacdo de Tarski para uma moderna

mais usual, usaremos o simbolo’.' E facil ver que a Definicdo 5 é a Lei de De

Morgan:aldb « =~(~al=b).

Tarski classificou as Definigbes 2, 3, 4 e 5,asstqui, todas como a Definicao 2

em seu trabalhdSome Observations on the Concepts c@€Consistency andw
Completenessie 1933, onde lemos ARskl, A.; [1983¢], p.283%*

“DEFINICAO 2.

(@ =n" (¢ é anegacaalen), sen [1 A,n=viin;

(b) {=n — & (€ é aimplicacdocomn como antecedente @como conseqiientese
n, A {=1lInY;

(c){=n11d(C éasoma légicau disjuncioden €d), sen, d 1 A, {=nll — §;

(d)Z=n0...01 N, (C é asoma légica dgol1N;1...[1Ny), S€ NI Nt, Nol1N...00N, [T A
eoun=0,{=nooun>0,el=((11N)1...(1LTINn-1)) I Nn;

(€)Z=n 1 3(C é oproduto Idgicoou conjunciaden e3), sen, 30 A, Z =n03;

(f) {=n 0...00 N, (C é oproduto légico deol1N1...[1Ny), S€ NN, NolIN...00N, [
Ae( =r]o D...Dr]n :

(9) Z=n0 d(C é a equivaléncia légicade ne d),se N,01A {=(N—09) [
@—n)”

5. A Quantificacdo Universal (O, [1)

Se em uma expressao ha variaveis, é possivel glieeuma (ou todas) denota
um individuo qualquer que pertenca a uma classepatto que todo individuo dessa

classe cabe no lugar da variavel (quando ocorresumistituicdo). Nao vamos entrar em

detalhes a esse respeito, pois um minimo de canbkatd a respeito de légica de

% Para o significado dos simbolos, ver nota 47
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primeira ordem permite interpretar, por exempl@renulax = [1y(Ay), que quer dizer,
‘X é a expressapara todoy, y tem a caracteristicA (ou é expressao da classe’.

Tarski aponta a necessidade de se explicitar cesocever adequadamente a
quantificacdo universale para isso define essa escrita a nivel metasitigi descriti-

vo-estruturalmente como segue:

[p.176]-2
DEFINIGAO 6. x € aquantificacdo universatla expressayg sob a variavely, — em

simbolos (M, v — se e somente ge&= (UN[TV) (Y.

No caso,y € uma expressdao com uma variavel que esta uninerstd
quantificada. Por exemplo, podemos ter (em notagdonesa) a seguinte expressao:
[1z.1z,z,(isto é, ‘para toda, z, estd incluso em,). Podemos fazey = 1z,z,e teremos:
[1z.y, ondez, é a variavel que ocorre gmUm estudo de tradugbes segue-se:

Linguagem (notacao polonesgjz,y.

Linguagem (notacdo mais usual)z;(y)

Metalinguagem: ‘para todam a esté incluso eny’

Metalinguagem descritivo-estruturalun(iv;)[ly (para a notagdo polonesa),
[unCiv] C1pglly] [ 1pd] (para a notacdo moderna mais usual).

Portanto, se existe uma expresgaa linguagem objeto que € a quantificacéo

universal da variavel dg dizemos que é aquantificacdo universagéxpressa porl,. v

, ondek é o indice da variavel deque foi universalmente quantificada. Pode ser o cas
quey tenha uma unica variavel universalmente quantiicamu muitas variaveis (mas
em numero finito), todas universalmente quantifasadPor isso torna-se necessario a
defini¢cao

seguinte:

[p.176]-3
DEFINICAO 7. X é aquantificacdo universatla expressayp referida sob as variavels
P k<n z A g
Vp1, Vp2,-.., \on— €m simbolosx = ﬂpk y — Se e somente g2 uma seqiéncia finit
den-termos de nimeros naturais que satisfaz uma dasges condicdesofn =1

ex:ﬂply,([s)n>1ex:ﬂ':“‘1ﬂpny.

j92)




Neste caso, esta se considerando a possibilidageted uma Unica (Clausula
(a)) ou muitas, mas finitas, variaveis (Claus3®.(Sey contém uma quantidade finita

Vp1, Vp2...., \pn de variaveis & € a quantificacdo universal ge dizemos quex € a

. ~ k<n , . .
uantificacao expressa par= . Se oy contém apenas uma variawg], cabe a
o y
k

Clausula ¢), que nada mais é que a propria Definicdo 6 ondegar dek esté o indice
p:. Sey contém mais que uma unica variavel, entdo cabéaws@a 3). A Clausula )
quer dizer que deve ser feita a quantificacéo usalele cada variavel.

Por exemplo, vamos supor a expressao (em notacderngomais usual)z(y) ,
sey esta no lugar de (] Z (isto €, uma expressao nos diz “para tedoé sentenca da

classeZ”), entdo temos uma expressdo onde o escopo ddifipado € a Unica

variavelz e cabe a Clausula), e a expressao € uma quantificacdo do t«'pvcﬂpl y.

Se no lugar dg tivermos((z [ Z)+-(w [1 W)+(t 1) T)+(u [ U)), a quantificagdo adequada
deve serzOwtHu((z [ Z)«(w [T W)-(t [0 T)-(u [0 U)) (isto €, uma expressdo nos
diz “para todoz, para todow, para todd, para todau, z € sentenca da clasZe w é
sentenca da clas¥¥, t € sentenca da clas§eu é sentenca da clasgé), entdo temos

uma expressdo onde os escopos de cada quantifieagzaa variavel da expressao, e

k<n-1

cabe a Clausuldg), e a quantificacéo é do tipo= ﬂp
k

ﬂp y (isto é,z, w et — se
n

quiséssemos substituir esses simbolos por lgitede’ indicei — sdo as variaveis que
cabem eﬂf;f_” ~1 eu é a Ultima variavel da expressédo, variavel Ultesaa que cabe
all, ).

Assim, fica estabelecido que ge& constituida de varias expressodes (ternyos),
s6 estara quantificada universalmente se todosewso$ até o Uultimo estiverem
tomados universalmente. Essa quantificagcdo univprsde ser feita quantificando-se
universalmente cada termo, um por um, até o ultanmo (isto €, cada termo é escopo
de um seu e s6 seu quantificador).

Fica faltando s6 deixar claro em que condi¢cdesinhia quantificacéo universal:

126
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[p.176]-4
DEerFINICAO 8. x € umaquantificacdo universalla expressap se e somente se &
y ou hd uma sequéncia finita de n-termos de numeros naturais tais dque

ks
x=MN""y.

Em outras palavrag,é uma quantificagdo universal se for igugley for uma

quantificacao universal. Ou gdor igual ay ey for quantificavel universalmente (todas

as suas variaveis forem escopo de um quantificamono € explicado por “ha uma

A e e , . . ksn
sequéncia finitg den-termos de nimeros naturais tais queﬂp y”.
k

6. A Quantificacdo Existencial (1, [1)

A caracteristica propria da quantificacdo exigeree— dado uma variavel numa
expressdo qualquer — definir que existe um indivigue satisfaz essa variavel, isto é,
que se a variavel denota as sentencas de deteartlease, fica definido que tal classe
nao é vazia, que ela tem pelo menos um individeopmssa ser colocado no lugar da
variavel.

Na verdade, a quantificacdo existéncia é uma ghkregdo do produto légico
visto em [p.176]-1. Tarski definiu assim o0 modo retw de escrever

metalinguisticamente descritivo-estruturalmenteangficacdo existencial:

[p.176]-5
DErFINICAO 9. x € aquantificacdo existenciala expressag sob a variavel, — em

simbolosx=Uky — se e somente sezﬂk§/

Em outras palavras, a classexdmnstituida quantificacdo dendo é vazia se e
somente se for impossivel construir a disjuncatodas as negacdes de todos 0s termos
dey. Fica assim garantida que existe pelo menos umatifjuacéo de tal quex =vy.

Tarski classificou as Definigbes 6, 7, 8 e 9,as8stqui, todas como a Definicao 3
em seu trabalhdSome Observations on the Concepts c@€Consistency andw
Completenessie 1933, onde lemos ARskI, A.; [1983¢], p.2835°

“DEFINICAO 3.

@<= Nin (¢ é aquantificacdo universaen com respeito & variave,), se k, 111 Nt
—{0}, n 0 Ael =g n;

% Para o significado dos simbolos, ver nota 47
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(b) C= ”i-j: “i-;_f;(z € a quantificacdo universatle 7 com respeito as variaveis
¢l gl @r), sen O A en kb ok .. k ol 0 N - {0} e

0= ((MUg2) 0.0 g2 )0n;
(c) T = UL = (Z é aquantificacdo existencialen com respeito a variaved,), se k, 10

Nt—{0}, n 1 Ael=nL7;

LY

(d) ¢ = ui-j: W UE T (¢ é a quantificacdo existenciade /7 com respeito as variaveis
Ig Iy I —_ i e —
Py Preye "'¢kn)’ sen U Aen, k, lo, ki, l,..., k, I, O Nt—{0} el = wy o N -

Com a Definicdo 9, Tarski encerra as condicdes goegprias para definir
funcdo sentencasentenca significativa

Essas nove definicbes vistas, se usadas em corabindiyersas vezes,
permitirdo as diversas expressdes da linguagentoolien outras palavras elas sao o
modo mais simples de se escrever. A combinacaesies®dos simples de escrita’
permitirdo obter as expressdes complexas.

Tarski faz esssa introduz essa idéia no texto quecede as definicdes

referentes a expressdes complexas da linguagenwo.obje

[p.176]-6
Assim introduzimos trés operagfes fundamentaistmo das quais expres-
sGes compostas sao formadas dessas simples: negdicdo 16gica e quantificacdo
universal. (Adicdo légica é, naturalmente, a of@erague consiste em formar as
somas légicas de dadas expressdes. Os termos awegaguantificacao universal
sdo ambos usados para se referirem tanto a cpeascoes sobre expressdes cogmo
a expressoes resultantes dessas operacoes.)

Em suma, a linguagem de primeira ordem escolhidarposki para objeto de
estudo tem como conectivos l6gicos a negacdo (tiwaeanario) e a disjungéo
(conectivo binario para adi¢do légica). A quan&fido universal (como a negacao) é
uma operacao sobre uma expresséo e também o ndmeaaroduto dessa operacgéao.

Sabendo que na base de toda sentenca da linguatfaas relacdes existentes
entre as operacoes fundamentais, Tarski pode rnrac@racterizagcdo da natureza das

sentengas.

7. Definicdo defuncao sentencial
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Ser& necessério aprender a escreverfung@o sentenciallarski aponta que as
funcdes sentenciaresultam das multiplas operacdes feitas com asopes definidas

nas nove definicBes vistas no capitulo anteriosimAs

[p.176]-7
Se, comecgando com as inclusdes executarmos as operacdes acima
gualquer nimero de vezes, chegaremos a uma extassa de expressdes que $ao
chamadas func¢des sentenciais. Obtemos 0 concesentiencacomo um caso espe-
cial dessa nocéo.

Fica explicitado que uma fungédo sentencial (e poisequéncia umsentenca
resultam do conjunto de operacdes fundamentaisuadas um numero indefinido de
vezes, repetindo ou ndo ao menos uma das operagiEmmentais. Entendido isso,
Tarski passa a definicdo fiengdo sentencialpara mostrar qual € o modo correto de

escrever uméuncao sentencial
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[p.177]-1

DEFINICAO 10. x € umafuncao sentenciae e somente seé uma expressa

gue satisfaz uma das quatro condi¢des seguinmtesia(nimeros naturaise | tais
que x = ix;; (B) ha uma funcdo sentencigltal quex = y[I; (y) ha as funcdes
sentenciaisy e z tais quex=Yy+2z; () ha um numero naturd e uma funcag

sentenciay tal que x= ﬂk y.!

O

LA Def. 10 é uma definicéo recursiva de um tipcetéhte daquele da Def. 4, uma vez qug a
usual ‘transicdo de—1an’ esta faltando nela. Para reduzir isso a uma dgmindutiva or-
dinaria, devemos primeiro definir indutivamenteeaxpressoesx' € uma funcao sentencial de
n-ésimo grau (as inclusGesy, serdo entdo fungcbes de O grau, as negacles e dogieas
dessas inclusdes, bem como sua quantificacdo walveob qualquer variavel, funcdes de [1°
grau, e assim por diante), e entdo simplesmentpuat que X e uma funcao sentencialig-
nifica o mesmo quehd um namero natural n tal que x e uma funcéo sei& de n-ésimo
grau’. A Def. 10 pode também ser transformada em unfanig@o normal equivalente do se
guinte modo:

“X e uma funcao sentencial se e somente se a formulX vale para toda class¢
gue satisfaca as seguintes quatro condic@@ss€k e | sdo niumeros naturais diferentes de|0,
entdoiy [1 X; (B) sey [J X, entdoyl]l (] X; (y) sey [0 Xez ] X, entdoy + z [ X; (0) sek e um
ntmero natural distinto de Oye'! x, ento[ ) y [ X."

Deveria ser enfatizado que definicdes recursivagipgo da Def. 10 estdo abertas|a
objecdes metodolégicas muito mais serias do qudedisicdes indutivas usuais, desde que
em contraste com a Ultima, enunciados desse tipo sEmpre admitem uma transformacgo
em definicbes normais equivalentes (ver p.175, MgtaO fato de que tal transformacéo| é
possivel no caso presente deve-se a natureza akpgesiconceitos que ocorrem na definiggo
(nominalmente, ao fato de que toda expressao tentamprimento finito e também que as
operacdes dadas nas condicd®s(d) sempre levam de expressdes curtas até as longas).
no entanto, algumas vezes eu dou definicdes dgssed presente artigo em lugar das defi-
nicdes normais equivalentes (Def. 10, 11, 14, 224k eu o faco porque tais definicdes tém
vantagens importantes de outra espécie: elas exmdeonteddo do conceito definido majs
claramente do que fazem as definicbes normaisgm €ontraste com as definicdes recursiyas
usuais — elas nao requerem nenhuma introducao epviconceitos auxiliares que nao sao
usados em outro lugar (e.g. o conceito auxiliaumha funcéo sentencial aeésimograu).

Assim, éfuncéo sentencidl a expressdo escrita na linguagem objeto que, sendo

complexa, pode ser reduzida a:

% Em seu trabalh&ome Observations on the Conceptss@onsistency andsCompletenessie 1933,
(ver TARSKI, A.; [1983e], p.284),Tarski trata &isncdes sentenciaomosentencas atdbmicasa Defini-
¢do 4, que lemos como segue (para o significadgidasolos, ver nota 47):

“DEFINICAOA4.
(@ {=¢ (T é asentenga atémicaom os termosl e @"*%), se k, I, mO Nt — {0},
{=¢Toel

(b) T =+ (T é aidentidadeentre gl e ™), se k, I, M Nt —{0} el = NT** (e, — &5

WSHL P
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Clausula ¢): uma incluséo (a inclusao € upr@motor da funcdo sentencig). x

Clausula B): uma negacao (a negacao é yranotor da funcdo sentencigl. x

Clausula ¥): uma adicéo légica (a adicdo logica é pnomotor da funcéo
sentencial x

Clausula §): uma quantificacdo universal (a quantificacdoversal € uma
promotor da funcéo sentencigl. x

As questdes apontadasmata de rodapé heste trecho séo:

1°) sobre a recursividade da Definicdo 10. Pamaatta recursiva do mesmo
modo como se entende a Definicdo 4, basta introdque X e uma funcdo sentencial
significa 0 mesmo queéha um numero natural n tal que x é uma funcdo senaé
de n-ésimo grau Estabelecido isso, fica definido que uma fungé&atencial de-
ésimograu pode ser reduzida (e expostas suas partesssingdles de graus meno-
res) a um grau menor para ser resolvida.

2°) sobre a definicdo normal equivalente. A Definid 0 é uma forma complexa
de definicdo que tem uma versdo mais simples: wfinicho normal, onde as partes
mais simples da definicdo estdo explicitas.

3°) sobre a impossibilidade de algumas definicd@s terem uma definicao
normal equivalente. Esse problema ele ja tratonota de rodapé &m [p.175]-7.

4°) sobre a vantagem de se preferir uma definicgis complexa a uma normal.
Também ja foi visto em [p.175]-7.

Afim de esclarecer, Tarski da alguns exemplos pddafinicdo 10:

[p.177]-2

As seguintes expressoes servirdo como exemplosngéds sentenciais, de

acordo com a Def. 10IX,x, ", ‘NIX,X,,", “Alx, X, IX,x,’, * [IX,NIx,x,’, € assim por di-

ante. Por outro lado, as expressadgs IxX’, ‘Alx,x,,”, ‘[1/x,x," etc., ndo séo fungde
sentenciait

[72)

‘Ix,x,” € uma inclusdo (clausula)) escrita na linguagem objeto (em notacéo
moderna mais usual sema [] X»); NIx,x,, € uma negacao (clausu[®) escrita na lin-
guagem objeto (em notacdo moderna mais usual-sgrial x»)); ‘Alx, X, IX,X,” € uma
soma logica (clausulg)) escrita na linguagem objeto (em notagcdo moderaia usual

seria(Xy [ X2)[1(X2 [J X1); ‘TIX,NIX,x,, € uma quantificacdo universal (clausudy €s-
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crita na linguagem objeto (em notacdo moderna osaial seria!x(—(x1 [ X2))). Todas

sao funcbes sentenciais. Os exemplos de expregeéesao sdo funcbes sentenciais

mostram 0 seguinte impedimento para serem fungéi@eriais: eml’, a expressao

ndo fornece individuos de indikee | (metalinguisticamente falando) para se efetivar

uma inclusédo; emlx’ ocorre 0 mesmo; emAix,x,,” a soma légica néo esta efetivada,

em T1/x,x,’ falta a variavel sob a qual se faz a quantificagdiversal.

Tarski explica que toda funcdo sentencial podetrsgluzida metalinguistica-

mente:

[p.177-178]

Facilmente se vé que para toda funcéo sentergigguagem podemos al
tomaticamente construir um nome descritivo-estalitdessa funcdo na metalingua-
gem, fazendo uso exclusivamente de simbolos gaenfantroduzidos nas Defs. 1,
2, 3, e 6. Por exemplo, as seguintes expressoeslgtas servem como nomes d
exemplos de fungdes sentenciais acima:,*, E Vit o, Myt

—
1

0S

A traducéao fica melhor explicita no quadro seguinte

TRADUCAO LINGUAGEM-METALINGUAGEM

Notagéo Notacdo moderna T Nome metalinguistico
) Nome metalinguistico o
polonesa mais usual descritivo-estrutural.
IX,X, X1 [ X2 ‘a esta incluso em b’ ou ‘a (1 b’ i1.2
‘ndo ocorre que a esta incluso em b’ ou ‘a [ —
NIX,X, =(X1 [ X2) b 1,2
X1 [ X2) [ (X2 [ ‘ou a esta incluso em b’ ou b estéa incluso em
AlX X, IXX, (xa [ x2) 0 (xz B , l1p% 121
X1) a'ou‘(allb)l(blla) ' '
_ ‘para todo x, ndo ocorre que a esta incluso —
Mx,NIx,Xx, Ox(=(x1 O X2)) P 9 1,2
1

em b’ ou ‘paratodo x,a [ b’

" Para saber por que neste trabalho estamos usaidolo t1’, ver os comentarios ao trecho [pp.168-
169] deste artigo de Tarski. Lembrando também ajeeb sdo variaveis metalinglisticas ja segundo a
simbologia escolhida pelo préprio Tarski (ver [[BJET).
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Aprendemos assim como urfingdo sentenciaé facilmente traduzida para a

metalinguagem. SO para reforcar a idéia, metalgtigaimente falando, a expresséo em

linguagem formal IX,x,’ se escreveij, (Definicdo 1); ‘NIx,x,, se escrevem’

(Definicaon?2); ‘Alx,x, Ix,x,” se escreveiis+ iz1’ (Definicdo3) e TlIx, X, se escreve
‘M, 1.7 (Definicdo6).

8. Definicdo devariavel livre

Sabendo como escrever adequadamente na linguabmto awma sentenca
significativa, fica notavel o fato de nela existireertos simbolos — as variaveis livres —
que podem denotar quaisquer nomes (nomes de santeagio aprendemos na
discussé&o a respeito da primeira parte deste atéigbarski que vimos comentando). E
necessario agora aprender a escrever adequadamsevdeaveis na linguagem objeto.

Passa Tarski a definicdo dariavel livre

[p.178]-1
DErFINICAO 11. v« € umavariavel livreda fungéo sentencialse e somente se
k € um numero natural diferente de Ox € uma funcéo sentencial que satisfaz yma
das quatro condi¢des seguintas) lfa um namero naturékal quex =iy OUX = Ij;
(B) hd uma funcéo sentenciatal quevk € uma variavel livre dg e Xx=1y; (y) ha
funcdes sentenciajse z tais quev € uma variavel livre dgex =y +zoux=z+y.
(8) ha um numero naturadiferente dé&k e uma funcéo sentenciatais quev, € uma
variavel livre dey e x = [, v.

Uma variavel livre € um simbolo que esta no lugar de qualgquer nome de
sentenca de qualquer classe de nomes. Hidiggporque nao fica claro se a classe (ou
classes) cujos nomes ela denota s6 tem um nomesajisfaz a variavel sob as
condi¢cdes colocadas na expressao onde a variasetca) ou se varios ou todos 0s
nomes da classe (ou classes) satisfazem. Quein ¥maédvel da condicdo de ser livre
para a condicdo de skgada é aquantificacdo universalse a quantificacdo universal
tiver a variavel sob escopo, entdo essa variavggoa seligada; se nao tiver, ela
continuavariavel livre. Em linhas gerais, a Definicdo 11 aponta s6 quetralicdes
onde uma variavek é ditalivre:

Clausula ¢): as variaveis das inclusdes sao livres. De fatolusdes sao

férmulas atbmicas e nas férmulas atbmicas ndo aatifjecadores;



Clausula): a negacéo nao liga as variaveis livres da fuseitencial negada;

Clausula ¥): as variaveis das somas légicas séo livres smems uma das
expressdes somadas nao for uma quantificacdo salvau se for, estiver na condi¢cao
da clausulad). De fato, em uma disjuncao as variaveis livresamesmas de um (ou
de ambos) os disjuntos;

Clausula §): nas quantificagbes universais, as variaveisrgieefazem parte do
escopo da quantificacdo universal sdo livres (130,ca quantificagdo universal tem por
escopo todas as variaveis da expressao até asueldidel, deixando livre a de indice
K).

A respeito da natureza das varidveis na funcatemseal sobra apenas nomear

as variaveis nao-livres:

[p.178]-2
Variaveis que ocorrem em uma funcdo sentenciad, mda séo variaveis li
vres nessa funcao, sédo usualmente chamedigveis (aparentes) ligadds

L Cf. Hilbert, D., e Ackermann, W. (30), pp. 52-54.

O numero entre paréntesesnuda de rodapé %e refere a numeracao da biblio-
grafia no fim da coletanea das obras de Tatskgic, Semantics, Metamathematics —
papers from 1923 to 1938

9. Definicdo desentenca significativa

De posse de todas as definicbes até aqui, em abmeddefinicdol0 e a
distingéo clara que a Definicdd deixa a respeito daariavel livre é possivel dar o
primeiro passo concreto na direcdo da definicasetiéenca verdadeira Definicdal 2,

que vai definisentencaignificativa®

% Ver nota 31 neste trabalho. A obra citada porKiamsstanota de rodapé & (30): D. HILBERT and W.
ACKERMANN, Grundzilige der theoretischen Logierlin, 1928).

% Em seu trabalho de 1933pme Observations on the Conceptsoonsistency and»Completeness
Tarski preferiu que a definicdo de variavel liviease depois da definicdo de sentenca signifaaév
ndo antes como aqui. Lemos nesse artigo (wesHi, A.; [1983e], p.284; para o significado dos simbo-
los, ver nota 47):

“DEFINICAO 6.

134
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[p.178]-3

DErFINICAO 12. x € umasentenca(ou umasentenca significatija— em
simbolos,x[JS — se e somente g6 uma funcdo sentencial e nenhuma varigye
€ uma variavel livre da funcéo

Dar sentido a uma funcao sentencial, de fato,a& tmdas as suas variaveis. Nao
h& como ser significativa a fungéo sentencial em gy uma ou mais variaveis livres.
Por exemplo, na fungéo sentencialk(—(xy [ Xp) (1 y1)” a variavely; € livre e, se fos-
semos dar um exemplo em linguagem natural, podesi@screver “Qualquer que seja
0 jogo de tabuleiro, ou ndo ocorre que seja danxaslez, ou a lua é redonda”. A sen-
tenca ndo tem sentido porgue= “a lua é redonda” soa gratuito. Ligando ess&val,
a funcdo sentencial assume significado. Por exempho ly(-(x1 [ X2) [1 y1)", que
pode ser algo como “qualquer que seja o jogo dddab, qualquer que seja o satélite
natural da Terra, ou ndo ocorre que seja damadrezau a lua é redonda”.

Em seu trabalho de 1933pme Observations on the Conceptss@onsistency
and wCompletenessTarski (TaRskI, A.; [1983e], p.284) apresenta essa definicdo 12

na forma seguint&®

“DEFINIGAO 5: { [J S(C é uma sentenca significativa), &@ertence a todo conjun
que satisfaga as seguintes condi¢Bese={1) ] X para toddk, |, m e Nt — {0}; (2) se
n 0 X, entdonl] [ X; (3) sen, o0 I X, entdon — 6 [0 X; (4) sek, | I Nt—{0}e n X
entdoniy 11 X.”

Em uma nota de rodapé nesta passage®odre Observations on the Concepts
of wConsistency and»CompletenessTarski reserva a palavra ‘sentenca’ para as fun-
cbes sentenciais sem variaveis livres. No artigo egtamos trabalhandoGencept of
truth in formalized languages Tarski da na sequéncia da definicdo 12 os seguet

xemplos:

(@) C £ n (C ocorre no m-ésimo lugar em como uma variavel liviese mil Nt, { [1 V e se

n pode ser representado na formmp= &y 1...010n, onde n1 Nt, &, &y,...,0n [ {v, |, T+V, m<
n, 8, = e ndo ha nimerds | [ Nt tal que kK m<k+l <n, & =T Oy =L €[ 1...[ 1041 [1 S”

1% ara o significado dos simbolos ver nota 47 nestalho.
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[p.178]-4

Entdo as expressdfs ¢ 1, My Nytyq, My Usty € Myiy = Ny Usey o ) SEO
sentengas, mas as fungées;, 1M, ty., U, ¢, e, = My U, . n8o sdo sentengas
norale elas contém a variavel li vi.

Na metalinguagem as regras para se escrever um@nga significativa na
linguagem objeto ficam bem explicitas: todas agvars de uma sentenca significativa

estdo no escopo de um quantificador. Por exemglaseatencasly i1, My MN1tq -,
Ny Uzesn € Ny(ey, + Ny Uy ,) slo significativas porque tanta como v, estdo
quantificados, o que n&o ocorre com as expressges Myt ,, Ui, €

i1 T My U; 14, onde sdr, esta quantificado.

S0 a titulo de traducdo, no modo como vimos fazextd aqui, segue o quadro

abaixo:
TRADUCAO LINGUAGEM-METALINGUAGEM
Notacéo L
~ . L Nome metalinguistico
Notacéo polonesa modirsnfalmals Nome metalinguistico descritivo-estrutural.
‘ . , B
MxIX X X(X1 1 Xy) paratodo a, a esta Incl|(l).1150 ema’ ou iy 4
2 1 1 ‘Ja(a U a) 1 L
‘para todo a, para todo b, a esté in-
Mx,Mx,1X,X, Jxluxxz)(xl - cluso em b’ ly2
2 ou ‘Dallb(a 0 b) 1 2
- para todo a, existe pelo menos um
Mx,NMx, NIX, X, jxlDXXZ)(Xl - b, a esta incluso em b’ ou ‘Dallb(a i12
2 0 b) 1 2
xa((xa [ xa) [ “para todo a, ou ‘a esta incluso em
ATX, XX, M1, NTTX, NIX (Dlx Dlx (xl . a’ ou ‘para todo a, existe pelo me- ﬂ |: . ﬂ U ,__z)
X, 2x ))1) 2= | nosum b, tal que b esta incluso em A s
! a’ou‘Ua((a a) L (Jalb(b U a)))

Tarski, por fim, estabelececkasse das sentencas significativats

91 para saber por que neste trabalho estamos usasftobolo {1, ver os comentarios ao trecho
[pp.168-169] deste artigo de Tarski. Lembrando g&mlguea e b séo varidveis metalingisticas ja se-

gundo a simbologia escolhida pelo proprio Tars&r (p.173]-1).
192 A denominacasentenca significativafoi proposta por S. Lesniewski (veadskl, A.; [1983i], p.30;
ver também, neste trabalho, o trecho onde essariaf@io aparece, no comentario que antecede [p.182]-

1).
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[p.178]-5
Em virtude da definicdo acima o simbglo
‘S denota a classe de todas as sentencas signvéisati

Com isso temos uma viséo geral da hierarquia estexpressdes da linguagem
e as expressfes da metalinguagem. Sabemos qugiagém objetd tem os simbolos
de constanted, A, |, /7, e de varidvei¥, Xx,, X,... Na metalinguagem construimos
expressdes que denotam as sequéncias finitas dmlsgmdel. A figura abaixo

representa o olhar que a metalinguagem tem a tesg@s mais diversas sequéncias
finitas de simbolos de.

LINGUAGEM L

expressdes

-~

= fung¢des sentenciais

[~ sentencas

Figura 11.1 — ‘visdo’ que a metalinguagem tem kiguagem objeta.

Comentando a figura 11.1, A classe das expressbégfinida pelos axiomas 1
a 5 (exemplo de expressdn,,,); as funcdes sentencias foram definidas na Définig®
(exemplo de funcéo sentenci#k,,,x,) e as sentencas na Definicdo 12 (exemplo de
sentencaflx,Ix,x).

No capitulo seguinte, veremos como se faz necessaer escrever na

metalinguagem as nog¢des de sentenca e de consequénc
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CAPITULO 5
DESCRICAO METALINGUISTICA DA AXIOMATICADE L

A idéia de Tarski é, ap0s 0 que se estabelecea &éfinicdol2, obter um
sistema de sentencas primitivas significativas jpgenitirdo a construgdo do célculo
sentencial, isto €, conseguir saber como escreegalimguisticamente as expressoes
basicas da linguagem formal. A idéia € ter comoebds calculo sentencial da
linguagem formal um conjunto simples, apoiado s@nécos simbolos e manipulando
apenas algumas operacdes basicas de relacbeslégica as expressdes. Para isso ele
precisa de um conjunto de definicbes apropriaddsre, consequéncia, consisténcia,
completude) que ndo serdo usadas propriamente gadefinicho desentenca
verdadeira mas que serdo Uteis mais tarde, quando a forfiratidta da definicdo de
sentenca verdadeira for imprescindivel para a woatido da discussao a respeito da
linguagem de primeira ordem onde se conseguiu idst@mtenca verdadeira. Por isso
Tarski inicia essa fase de seu projeto preocupaddedinir as sentencas significativas

mais simples de, isto &, adefinir axiomaticadeL.

[p.178]-6
SZO sistema de sentencas primitivas do calculo a&sek contera dois tipos de sen-
tencas.

Z Conceitos que discutirei neste decurso além don&&2ocorrem na definigdo prépria de sentenca vefda-
deira. Contudo, farei uso deles nas discussdesaapias no inicio do 83, que estabelecerdo adata:
finitiva da definicdo. Também vou usa-las na foragélo de certas consequéncias dessa definicao|(Te-
orms. 3-6 do 83) que expressam caracteristica eriabbente propriedades importantes das sentengas
verdadeira:

O que fica estabelecido aqui, entdo, é que a lgguade primeira ordem é feita
de duas espécies de sentenca: veremos que umapéstandos axiomas do calculo
sentencial e a outra sdo axiomas especificosotA de rodapé n° Resta passagem
[p.178]-6 nao se estende além do comentario préu® ja fizemos a essa prépria
passagem. O estudo de Tarski, entdo segue pani dsfidois tipos de sentengas, antes
das demais definicbes necessarias aos teoremascdaa parte de seu trabalBon-

cept of truth in formalized languages



139

1. Primeiro tipo de sentenca primitiva: baseado naregacdo e na adicao
l6gica.

O primeiro tipo de sentencas primitivas € facilieeobtido escolhendo-se um
sistema axiomatico qualquer suficientemente simplesscolha é arbitraria. Tarski vai
fazer uma modificacdo dos axiomas que se encomi@Rrincipia Mathematica de
Russelll e Whitehead e obter um conjunto de quatiomas onde se usem apenas 0S

simbolos denegacédo Ne desoma logica Acomo Unicas constantes.

[p.178]-7

As sentencas do primeiro tipo sédo obtidas tomaedqualquer sistema a-
xiomatico que seja suficiente como base para alakentencial e contenha os simboTos
de negacado e soma légica como as Unicas constap@sexemplo, o sistema axiomati-
CO que consiste nos seguintes quatro axiomas:

‘ANApPpP, ' ANpApd, ‘ ANApgAgp e ‘ANANpGANArpAry®

% Este sistema axiomaticocéresultado de uma modificacéo e simplificacdo idtema axiomatico que sg
encontra em Whitehead, A. N.; Russell, B. A. W.)(3@!. |, p.96-97; cf. Hilbert, D.; and Ackermanw,
(30), p.22.

O sistema axiomatico de Whitehead e Ru¥8alitado por Tarski é aquele visto
em [p.173]-4, reduzido a quatro axiomas. SA0 eps&s0:

1. '‘ANAppp que, em notacdo moderna mais usual, quer diZprp)Cp, que
pode ser interpretado como (pp) — p, que é o Principio de Tautologia.

2. 'ANpApq que, em notacdo moderrna mais usual, quer dipeipllq), que
pode ser interpretado comap (p [1 q), que € o Principio de Adicéo.

3. ‘ANApgAgp que, em notacdo moderna mais usual, quer dizer
(= (pCg)Xgp)), que pode ser interpretado coma (@) — (g [ p), que é o Principio
de Permutacéo.

4. 'ANANpgANArpArg que, em notacdo moderna mais usual, quer dizer

= (= pOg)(= (rOp)X(rq)), que pode ser interpretado coma (@) — ((r 11 p) — (r [J
q))104.

103 A respeito da numeracéo (90) e (32) na citacabatiski neste [p.178]-7 @ota de rodapé n°3/er no-
ta 31 neste trabalho.
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A partir desses axiomas € possivel construir ageseas significativas da lin-

guagem objeto, como explica Tarski:

[p.179]-1
Nesses axiomas substituimos as varidveis senteripiaiq' e ‘r’ por qualquer funcag
sentencial, e entdo as expressdes assim obtidalssg@ ndo forem sentencas, nés apli-
camos a operacao de quantificacdo universal um rmiswiciente de vezes até que to-
das as variaveis livres tenham desaparecido. Gegige serve como exemplo:

CANATTX DGXTTX DG XTTX TG X TTXGTTX,ANIX XA X IX X, " ete.

O préximo passo bem descrito por Tarski € substiénmn cada axioma, as varia-
veis p, g e r por fungbes sentenciais aplicar o operador de quantificacdo universal
quantas vezes forem necessarias até se obter g@tdrarski propds que se fizesse

como segue:

a. p pelafuncao sentencidlx, x,’ no 1°. axioma
b. ppor‘lx,x, e qpor ‘Ix,x’ no 2° e 3° axiomas.
C. ppor’lx,x,, gqpor ‘lx,x’ er por ‘Ix,x, no 4°. axioma.

Assim, verificamos que:

‘ANAppp se torna ANAIX X, IX, X, IX, X;’

‘ANpAp(Q se torna ANIX x, AlX, X, IX, X’

‘ANApgAgpse torna ANAIX X, X, X, AlX, X, X, X,

‘ANANpgANArpArgse torna ANANIx X, IX, X, ANAIX, X, IX,X, A IX,%, 1X,X,’

w0 NP

Em todas essas versfes clum¢des sentencigias variaveis metalinguisticamente tra-
duzidas comov, V» e v; estdo livres. O passo seguinte, agora, € aplparadores de
quantificacdo universal um namero suficiente deegseté que se tornerariaveis liga-

dasasvariaveis livres Assim:

194 No Principia Mathematica WHITEHEAD, A. N. & RUSSELL B. A. W.; Principia Mathematica2.ed.,
vols. I-1ll, Cambridge, 1925-1927, vol 1), serial(pq) [1 r— p [ (q [ r), que também se vé em IBIL-
BERT and W.ACKERMANN, Grundziige der theoretischen LogBerlin, 1928, p.27.
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1. "ANAIx X Ix, X, Ix, %", quantificado fica IMx, ANAIx X, IX, X, IX,X,’
2. 'ANIx x,Alx, x, X, %" quantificado fica x, MNx, ANIx x, Alx, X, [X, X,’
3. "ANAIx X, Ix, X, Alx, X, Ix, %, quantificado fica
TIx, X, ANAIX X, 1X,, X, AlX, X, 1X, X,
4. 'ANANIxx, Ix,x, ANAIX, X, IX,x,Alx, X, Ix,X," quantificado fica
T, TTx, T, ANANIX X, 1X, X ANAIX, X, IX, X, AlX, %, 1X,X,’

Concluido isso, temos agora quatro sentencas is@invbs padrdo que séo a
forma mais simples de sentencas significativas e qupartir delas, por repeticao e
combinacdo, sera possivel construir qualquer seatggnificativa posterior.

2. Segundo tipo de sentenca primitiva: baseado nadlusao
O segundo tipo de sentenca primitiva é construidoair de um sistema
axiomatico nao-formalizado que, quando formalizado como propriedade possuir 0

simbolol deinclusdocomo Unico simbolo ndo definido.

[p.179]-2

A fim de obter as sentencas do segundo tipo ton@sesomo ponto de partida
algum sistema axiomatico do calculo de classesaair@ formalizado que contenhal o
simbolo de inclusdo como o Gnico simbolo indefitli@oentdo traduziremos os axiomias
desse sistema na linguagem do presente artigo.

! Escolhi aqui o sistema de postulados que é daddwttington, E. V. (32), p.297 (esse sistema, cioty
foi simplificado, em particular pela eliminacdo certas suposicdes de uma natureza existencial).

Tarski escolhe os axiomas apresentados por Hutingim Sets of independent
postulates for the algebra of logidde 1904, e que serdo apresentados na Definicéo 13,
mais adiante. Tarski faz uma reducédo do numerxidenas. Na verdade a combinacao

dos axiomas do sistema Russell-Withehead e darsstéuntington eram comuns na

105 A citacdo (32) nmota de rodapé n°fieste [p.179]-2 refere-se a E. V. HuntingtBats of independent
postulates for the algebra of logi@rans. Amer. Math. Soc., v (1904), 288-309. Vetan31 neste tra-
balho.
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década de 1900-1910. Tarski tinha & méo diversascdes. Exemplos bons séo as
reducées de Shefféf e Bernsteilf’ e a de Diamond® que é bastante didatica.

O projeto de Tarski aqui, com esses dois tiposetenaca, € obter um modo
correto de escrever, na metalinguagem, os axiomdsguagem objeto apresentados
em [p.173]-4. Para isso, Tarski precisa mostrar gpessivel estabelecer um sistema
axiomatico na linguagem objeto que se escreva apeando inclusdo mais soma 16gi-
ca mais negacdo mais quantificacdo universal. Lembs que Tarski s6 estabeleceu
esses simbolos como constantes, até agora nuisesadigie eles seriam suficientes pa-
ra escrever os axiomas da linguagem. Para conseggiever axiomas da linguagem
objeto usando apenas essas constantes (negag¢ésadmaoma logica e quantificacao
universal) precisou combinar o sistema Russell-8¥ieiad com o de Huntington. Por
Isso prossegue descrevendo o modo de aliar odigdossde sentenca, para “limpar” o
sistema axiomatico e reduzi-lo a inclusdo mais sti@a mais quantificacdo univer-

sal:

[p.179]-3
Naturalmente, devemos primeiro §
minar todas as constantes que séo definidas par deesimbolo de inclusdo, bem con
todos os termos pertencentes ao calculo sentemeaialcalculo funcional que diferem g
significado do quantificador universal, do simbdénegacédo e do simbolo de adi¢do
gica. Como exemplos de sentencas dessa segundieespdos

TIx,Ix,x; e ‘Tx,MNx, rx,,,ANIXx,x, ANIX,X,,,1X,X,,..

Ora, TIx,Ix,x, e ‘Mx,nx,nx,,,ANIx,x,ANIx,X,,,IX,X,,; sdo as duas rela-
¢cOes extremas envolvendo classes de senterfgadx,x, quer dizer que as clas-
ses sao idénticas a si proprias léx,Mnx,nx,,,ANIx,x,ANIX,X,,,IX,X,,, que as
classes séo distintas entre si. Entre essas dsasiglies situam-se 0s outros axi-

omas da linguagem (é facil verificar, depois dehmmermos a Definicdo 13, que

1% g4eFFER H. M.; A Set of Five Independent Postulates for Boolegelxas, with Application to Logi-
cal Constantsin Transactions of the American Mathematical Soci®tyl. 14, No. 4 (Oct., 1913), pp.
481-488.

197 BERNSTEIN B. A., A simplification of the Whitehead-Huntington setpoftulates for boolean alge-
bras, in Bulletin of the American Mathematical Socig#olume 22, Number 9 (1916), 458-459.

198 plamoND, A. H.; Simplification of the Whitehead-Huntington set o$tplates for the algebra of log-
ic, in Bulletin of the American Mathematical Socie¥olume 40, Number 8 (1934), 599-601.
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‘T, 1%, %, corresponde ao primeiro axioma e o]
‘Mx,nx, nx,,,ANIx,x,ANIX,X,,,IX,X,,, corresponde ao segundo axioma, obvia-
mente descrito metalinguisticamente na Definicad. 18Bna traducdo moderna
mais usual desses exemplos dados por Tarski sGenasncas

CIXa(X1 [ Xq)

X102 0X3(H (X1 O X2) (X2 [ X3) L (X1 LI X3)),
respectivamente.

Agora sabendo que é possivel escrever os axiomiisgdagem objeto usando
apenas as quatro constantes ja citadas, Tarskidedohér, metalinguisticamente, o mo-

do correto de descrever os axiomas da linguageeatabj

[p.179]-4
DEFINICAO 13. x € umaxioma(sentenca primitivase e somente sesatisfaz umag
das duas condicdes seguintes: K[1S e ha funcdes sentencigisz e u tais quex é uma

gquantificacdo universal de uma das quatro seguifuiegdes: y+y+y, §/+(y+ 2,

yTz+(z+ y)e y+z+(Uu+y+(u+2); (B) x é idéntico a uma das cinco seguin
sentencas:

My tq, My Ny ﬂz(ti.: _E_H.s}’ My M, Uz[‘i.z “tyg ! ne[E_E_ "fz.e}}’
My 1, Uz["*z.i “lga - II.[E—E— h..z]']" e

My U:Enz I’L.((E—E— ﬂz.e} : (E_E_ h..s]" ﬂs("*s& L Ue(ﬁe.: “lgy ﬁs.s})))-

tes

A Clausula ¢) sdo os quatro axiomas do sistema Whitehead-Rupselvimos em
[p.173]-4 com um axioma existencial inicial:l! S Em outras palavras o conjuro
das sentencas significativas ndo € vazio. Ndo gaems comentar o ja bastante tratado
sistema Whitehead-Russéfl J4 a Clausulgj sdo os axiomas de Huntington reduzi-
dos a apenas cinco, todos quantificagdes universais

1. Ny 4. Trata-se do modo correto — do ponto de vista Imgtdstico — de

escrever o axiomalTx,Ix,x, (ou de [I1xi1(X; [J X1), em uma linguagem moderna

19956 a titulo de esclarecimento, os primeiros tkésmaas (y +y+Yy, y+(y+2), y+z+(z+Y)) es-
tdo noPrincipia Mathematicade Whitehead e Russell, enquanto todos os quaibmasz (os anteriores e

mais og/ +z+(u+y+(u+2) estdo ndrundziige der theoretischen Logi& Hilbert e Ackermann.
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mais usual) dé& (a linguagem objeto do trabalho de Tarski). Adtrgdo metalin-

"110 e a traducdo metalin-

guistica do axioma linguistico seria “para taa [] a
guistica descritivo-estrutural seria {((/v1)[1in)[1vo)[Ivs. Esse axioma é tdo so-
mente a propriedade de reflexividade da inducéo.

2.N4 N3 N3(5z + 13 + 4 5)- Como o anterior, € 0 modo correto de se escrever

‘Mx,nx, nx,,,ANIX,x,ANIX,X,,,IX,X,,; (ou de [xX1[Xa[0X3([1(Xy [ X2) (X2 [
X3) [ (X1 [J X3)), em uma linguagem moderna mais usual). Traducdetslm-
guisticas: ‘para toda@, b e ¢, ocorre que ouma [ boub D coual c e
{CCCCCCCCCCCCCCC(Cuniivy) Clun) v) Llun) Dvs) Lism) Ling) Lin) [va) Lvs) ism)Ling) Llin)
[ve) [Iv7)in) [vg) [Ivg'. Trata-se da propriedade de transitividade dduiséd™:
se uma primeira classe esta contida noutra segwemap — se a segunda classe
estiver contida em uma terceira — a primeira este@essariamente contida na

terceira. Em diagramas de Venn:

xuu

Figura 12.1 - transitividade da inclusao

3. My Ny Uzt 3 ta3 - Neliiz + 122 +13.)). Como os anteriores, é o modo de

escrever T1x,[1x,,N1x,,,NANNANIX,X,,,IX,,X,,Nx,,,,NAIX,X,,,,Nax,,X,,,,AiX,,,X,,,,(0u
[X1DX2[X3((X1 [] X3) [] (Xz [] X3) U [X4(—l(X1 U X4) [] —l(Xz U X4) D(X3 [] X4))),

10 50bre 0 uso do simbolal® aqui e nos proximos comentarios a este [p.17@-também °), ver o
comentario a [pp.168-169] neste trabalho.

1 Essa propriedade é mais conhecida usualmente giorda simbolo de implicagdo material na forma:
OX1 %0 Xa((Xe T X2) =((X2 T X3) = (X1 [ Xg)).
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em uma linguagem moderna mais usual). A traducatlmguistica seria ‘para
todo a, b e para ao menos um ocorre quea [1 c eb [1 c e para todal ocorre
que oua (1 d oub [ douc [0 d (omitiremos a traducdo descritivo-estrutut)
Ora E facil ver queixyOxa0x3((X1 O X3) 0 (X2 [ X3) 0 OXa(=(X1 O Xa) O = (X

[ Xg) (X3 [ Xg))) equivale aixy[IxXa00X3((X2 [ X3) 0 (X2 [ X3) [ [IXa((X1 [ Xa)
—((x2 [ Xq) — (X3 [J Xg)) (ver nota 119). Prendendo-nos a parte final déesea
significativa que estamos estudando e sacando deegna que expbe qée— (B —

C)= (A [1 B) — C, entao teremosix; [ 1X2[I1X3((X1 [ X3) [1 (X2 [J X3) [ [1Xa((X1 [

Xa) [ (X2 [1 Xg)) — (X3 [1 X4). Chamamos isso ddausula minimalisto €,x3 € 0
menor conjunto que possKj e X, como subconjuntos. Em resumo, este axioma €&

0 axioma da unidpgque podemos representar pelos diagramas de Venn:

X. xu x“u

xuu

Figura 12.2 — Axioma da Uniao (x,,,, € o complemento de x,,, em relagdo ao conjunto Universo). Os conjuntos x, e
X,, Ndo precisam ser necessariamente disjuntos (podem compor uma intersecgdo entre si).

112 porque nao faz sentido traduzirmos descritivasastalmente todas as sentencas significativasnda i
guagem sO para confirmarmos que é possivel tal¢éad Ademais, a extensdo da traducao faz dela pou-
quissima pratica para o estudo. Basta, portarabermos que a traducéo é possivel. Mas sé porseéurio
dade, vamos fazer aqui a traducéo descritivo estdutdo axioma na notagcdo moderna mais usualgara
leitor ter idéia de como t&o pouco pratico se toraa traducdes muito grandes € ‘quantificacdo exis-
tencial’ epl = produto |6gico):

(CCCccceeeccqeeeecccceeeecccceeeccccccuniivy) Humy Civo) Liex) Lvs) LIp€) L1 p€) L va) Llin) Civs) Lipd) Cipl) L pe) [ ve

) i) Cvy) Cpd) Dpl) Clun) Cv;) Cpe) [1ng) C1pe) [vg) [1in) [vg) [1Sm) [1ng) [1pe) [y o) T1in) Tvyg) Cpd) Csm)

1p€) V1) [1in) Tvig) [pd) [pd) [ pd.



4. Ny Ny VUz(ia “taz - Ne(fag +1a2 +155))- E 0 modo correto de se escrever

‘Tx,Mx,,N1x,,,NANNANIX,,,x,IX,,,X,NX,,,,NAIX,,,, X,Nax,,,,X,,AiX,,,,X,,, (ou
OX10X200X3((X3 [ X1) [ (X3 [ X2) [ Xa(=(Xg [ X1) [ a(Xq O X2) (Xa [T X3))),
em uma linguagem moderna mais usual). As leiturg@ducdes seguem 0S mo-
delos vistos anteriormente. Aqui, como para o0 aoter temos que
OX10X200X3((X3 [ X1) [ (X3 [ X2) [ OXg(=(Xa [ X1) [ =(Xg [T X2) [1(Xa [ X3)))
equivale a 1x3[1X200X3((X3 [ X1) (1 (X3 [1 X2) [ [1Xa(((Xa [ X1) [T (Xq [1 X2)) —
(X4 [0 X3))). Chamamos isso delausula maximalisto é,x3 € o maior conjunto
qgue € subconjunto tanto de quanto dex,. Em resumo, este axioma éamioma

da interseccapque podemos representar pelos diagramas de Venn:

Kuu

Figura 12.3 — Axioma da Intersecgio (x,,,, € o complemento de x, unido a x,, em relagdo ao conjunto Universo)

5.
Ny U; (na N, ((E +hg tige) (e + s +igs) Nslisn + Uglter Tox - tns,s)))]-
Como os anteriores, € o modo correto de se escfexmerlinguagem moderna mais
usual) a sentencaixa[1Xo([1X3X4((=(X3 [ X1) 11 =(X3 [ X2) [ (X3 [J Xq)) [J (=(Xq [
X3) [ (X2 [J X3) [J (X4 I X3)) [ LXs((Xs [ X1) [ CXe((Xe [ X2) [ =(Xe [ X1) [ (Xg [
xs)))). Pelo que vimos anteriormente (ver nota 119 rnegbalho), podemos escrever a
primeira parte desse axioma na forime [ X[ X3l 1Xa(((X3 [ X1) [ (X3 [] X2)) — (X3 [
X)) [ (((X1 1 X3) [J (X2 [1 X3)) — (X4 [ X3)). Interpretando esse novo formato, temos
duas informacdes importantes:

A) ((xs I x1) LI (X3 LI X2)) = (X3 LI X4)). ISto &, ses for subconjunto de&; e de

Xz, €ntdo € subconjunto de qualquer conjurtp €ntdo, s6 pode ser 0 conjunto vazio).

Dai quex; e X, tém interseccéo: o elemento comx* [].

146
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B) ((X1 [1 X3) [1 (X2 [ X3)) — (X4 [] X3)). Isto &, se&; ex, séo subconjuntos deg,
entao todos 0s conjuntos sdo subconjuntog §em sinteses € 0 conjunto universo
e € a unido d&; e Xp; também: o universt) € o Unico conjunto que possui e X;
como subconjuntos — istog, [ X, = U).

Falta agora diferenciar os dois conjurte® x,, descrevendo a natureza de cada
um. Esse é o papel da segunda parte do axiomani®elo como tratamos a primeira
parte, podemos escrever a segunda parte do axiafmamal Xs(Xs [ X3 [11Xe((Xe [
X2) [ (Xe [I X1) [J (X6 [ Xs))). Também aqui ha duas leituras importantes (sabgado
X1 €Xz sdo disjuntos):

C) [xs(Xs [1 X1). Isto é, existe um subconjuntg que pode estar contido em
Caso néao esteja contido, ent&dfaz interseccdo comy ou € disjunto em relacaoxa
Neste caso, passa-se ao restante do axioma (contaraaoma légica):

D) [1Xe((Xe [ X2) [T (X6 [ X1) [1 (X6 [] Xs5))). Isto é, hd um subconjunig, co-
mum ax, e axs, que ndo esta contido em (porem pode fazer interseccdo crh A
situacao descrita em (C) e (D) pode ser visualiradadiagramas de Venn seguintes:

(C) (D)

/

x’ x””’ x” x’ x”!!’ x!”!!! x!!

Figura 12.4 — Os diagramas (C) e (D) correspondem aos dois membros (respectivamente, disjunto anterior e dis-
junto posterior) da soma légica dada pela segunda parte do axioma. Vé-se que x,, é o complementar de x, - lem-
brando que x; [] x, = U — e que ha trés possibilidades para um subconjunto dentro do universo U: ou esta contido
em x, (caso de x,,,,, em (C)) ou esta contido em x,, (caso de x,,,,,, em (D)) ou ndo esta contido em nenhum dos dois

(caso de x,,,,, em (D)).



O axioma completo determina a existéncia do comg@tgar de um conjunto em
relacdo ao universd. Mais amplamente, o axioma afirma que dado umucdojqual-
quer, em relacdo ao univergcexiste o0 complementar e a diferenca desse conjasto.
sim, por exemplo, a diferenga— x corresponde a interseccao entre& o complemen-
tar dex;.

A tabela abaixo resume a Claus@ada Definicdo 13

ESTRUTURA GERAL DA CLAUSULA (B) DA DEFINIGAO 13

Axioma 1 | reflexividade

Axioma 2 | transitividade reticulado lei distributiva:

Axioma 3 unizo distributivo | A1 (BT C)=(A1B) I (AIC)

Definicdo 13 | Axioma 4 | intersecgdo

Existe conjunto universo U
Axioma 5 | complemento | complementado
e conjunto vazio [

Conclusdo: Uma algebra de Boole é um reticulado distributivo complementado.

Isto encerra os estudos sobre a descricdo quéatingeagem faz da axiomatica
de L. O passo seguinte € definir a natureza das serstesignificativas dé& que séo
mais complexa que esses axiomas e que derivamsigjaado regras de consequéncia,

assunto do préximo capitulo.

113 A Definicdio 13 equivale & Definicdo 7 emrBKI, A.; [1983e], p.284-285 (para o significado dos
simbolos, ver nota 47):

“DEFINICAO 7: { [ L (€ é umaxioma légic9, se uma das seguintes condi¢cBes é satisfei-
ta: (1) existem sentencas, 6, &1 S tais que oul=(Nn—>98 —((0—& —(n—¢&)ou
(=0 —>n)—noul=n—-N0—E);(2) ha um ndmerk [ Nt — {0} e uma sentenga
n O Stal quel = U+ Nf(ef, = n), onde ¢%+* 00 Fr(n); (3) ha um nimerk [ Nt — {0} tal
queg = (UF**Ni(efy & ef2)) = 11"

“As sentencas que satisfazem a condicdo (1) naici@di acima sdo axiomas do cal-
culo sentenciatle tukasiewicz (ou posteriores substituicdes deasesnas); as sentencas sob
(2), claramente descrito como axioma da redutide doPrincipia Mathematicapode se cha-
madopseudefinicbesle acordo com a proposta de S. Lesniewski; finaleneeconhecemos as
sentengas sob (3) como as conhedigiade extensionalidade

148
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CAPITULO 6
REGRAS DE INFERENCIA PARA A LINGUAGEM L

Para se chegar a uma definicdo corretgpivya, ou demonstracao Tarski
precisara estabelecer o modo correto de escreverca® deconsequénciaAinda para
a nocdo deconsequénciaprecisara antes definir o modo correto de escrevea

expressao obtal Esta sera a tarefa da Definicdo 14.

[p.180]-1

Na formulac&o da definicdo do conceito de consegjaérsarei, entre outros

da seguinte expressaa € uma expressao obtida de uma fungédo sentenqgielay
substituicdo da variavek\pela variavel y.

Isto é, quando a variavel livig dew é substituida pela variavel livre qualquer
vi, obtemos a expressé@ioque deve ser distinta deao menos nesdaésimavariavel.
Todas as outras variaveis permanecem idénticas &antw quanto emu (se outras
mudam, mudam uma por vez obtidas apdsto €, teremos as expressiesbtidas de
ueu” obtida deu’ e assim sucessivamente, uma variavel por vezzgOirge diagrama

ilustra o que ocorre (o simbolo ‘C’ indica a const:

expressaow [ . CIC1C]

u & w diferem

L v, substitulgao na k-ésima variavel
RN =

expressaou [ .. COCC ] ——-

Figura 13.1 — substituicdo de k-ésima variavel de uma expressdo com k variaveis (indicada abreviadamente por
v,) por uma variavel v, tal que v, # v,. Como resultado, tem-se a expressao obtida u que possui identicamente k
variaveis, mas é distinta de w nessa k-ésima variavel.
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Em outras palavraama expressao € obtida de outra pela troca de varga
livres (e s6 das livres) desta outra e ndo peladrdas suas constantes

Tarski sabe que essa nocéo ¢€ intuitiva. Ele pyé@miescenta:

[p.180]-2
O significado intuitivo dessa expressao e

claro e simples,

De fato, s6 como exemplo, podemos mostrar comoregse € tratada de modo

simples por Shoenfield ®ENFIELD, J.R.; [1967], p.16§*

“Usamos para designar a expressédo obtida piela substituicdo de cada ocor-
réncia dex por a; e usamo#\,[a] para designar a expressdo obtidaAdeela substitui-
¢do de cada ocorréncia livre dgora. Usando a inducdo sobre o comprimentd de
A, facilmente provamos qub,[a] é um termoéd atdmicd e que A,[a] € uma formula

[moleculat.”

Tarski, porém, ndo vai deixar essa informagéo réages denocao intuitiva
querera formaliza-la. O problema enfrentado é qdefimicdo de algo tdo 6bvio passa

por formatos complicados de formalizacéo. A defifi¢4 trata dessa formalizagéo.

1. Definicdo deexpresséao obtida
Tarski introduz a definicdo dexpressao obtidaomo segue:

114 0 italico entre colchetes é nosso.
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[p.180]-3
mas apesar disso a definicdo possui uma formecalgplicada:

DEFINICAO 14. x é umaexpressdo obtidala funcdo sentencial y pel
substituicdo da variavel (livre), ypela variavel (livre) ¥ se e somente se ke | s
nameros naturais diferentes de 0 e x e y sao fung@etenciais que satisfazem u

diferente de |, tal que=t,,, € v =i, OUX = (., € ¥ =i, ;; (Y) V NA0 € uma

variavel livre da funcéo y e x = ¥{{p) ha funcdes sentenciais z e t tais KEZ,

y =t ez é uma expressao obtida de t pela substitudeaeariavel vpela variavel
Vi, (€) ha funcdes sentenciais z, t, u e w tais guez+u,y=t+w, em que z e |
sdo obtidas de t e w, respectivamente, pela sulgstd da variavel ypela variavel

quer=_,z,v=1__.t e z & obtida de t pela substituicho da variavepela
variavel .

L A seguinte e uma definicdo normal equivalente finitgfio recursiva citada (cf. p.177, not
1):

X euma expressao obtida da funcéo sentencial y pdiatiuicio da variavel ypela va-
riavel v se e somente se k e 1 sdo numeros naturais disiile 0 e se a formula xRy vale para
da relac@o R que satisfaca as seguintes seis coesi() / R/ ; (B) se m éum ndmero natural
distinto de 0 e |, entdq R/ m € /mRim;; (Y) S€ ze uma fungé@o sentencial @ Mo éuma variavel
livre de z, entdo zR%)) se zRt, entdolzZRt[]; (€) se zRt e uRw, entdo z + uRt + () se m &im
numero natural distinto de 0, k e |, e zRt, entd@RL ..

As definicdes de substituicdo em Lesniewiski, &)( p.73 (T.ExLvil), e (47), p.20
(T.E. xLvir) dependem de uma ideia totalmente diferente.

das seis condi¢des seguintés) x =, . e v =¢,.; (B) hd& um ndmero natural m

vi ; () h&a fungdes sentenciais z, t e um ndmero naturdifenente de k e | tai$

D

Clausulad): x = icxey = 1. Esta clausula trata de expressdes ‘atbmicag’gist

gue tenham apenas uma constante (seriam complexdwessem mais de uma

constante envolvida) e, além disso, é o caso edpgiinclusdo de uma variavel nela

mesma (de fato, toda variavel esta inclusa nelamapsAssim, tomemos a expressao

=v [J vi. Sex € uma expressao hipotética tal que v [ v, entdo se dizemos ques

obtida dey pela simples substituicao geporw. A respeito desta clausulanata de ro-

dapél neste trecho nax) da a definicdo normai Ry, para dizer que ha a relacRo

de substituicdo d& emvi [ v porx dev [1 v. Trata-se da relagdo vista na figura

13.1, mas envolvendo uma Unica constante (no casimbolol de inclusdo, em nota-
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cdo polonesa)>. O diagrama na figura 13.2 mostra 0 que se pr@@@oevio quev = Vi
eV =V, e que substituiw, porvi em uma formula significa substituodas as ocorrén-
cias de y por tantas outras|y.

I v, v
expressio y DED

r:“:[
Ve X diferem
na k-2sima variavel

I
—1

I
expressao x []

Figura 13.2 — Substituicdo de /-ésima variavel de uma expressdo y atdmica (esta indicada abreviadamente por v,),
cuja Unica constante é a inclusdo /, por uma variavel v, tal que v, # v.. Como resultado, tem-se a expressao (identi-
camente atomica) obtida x que possui as mesmas constantes de y (no caso, a inclusdo /), mas é distinta de y na-
quela k-ésima variavel substituida.

Clausula ). Também é o caso de expressdes atbmicas, de mesanaza que
a anterior, com a diferénca de lidar com variageis sao distintas. Novamente, trata da
relacdo de inclusdo. Esta clausula apresenta duas@es:

Situacdo A [lm,m# 1, X = ixmey =i;m. Dado uma express§o=v, [| v, € uma
expressax = \ [ v, dizemos que € obtida dey pela substituicdo da variawelemy
por . De fato, se a express@diz que a variavel de inditeesta contida na variavel de
indicem, e se existe uma expressague diz que a variavel de indikéambém esta in-
clusa na variavel de indier, dizemos que& deriva dey por substituirmos su&ésima

variavel pel&k-ésimavariavel dex. O diagrama da figura 13.2 da idéia do que ocorre:

115 Tarski escolheu inclusdondo por arbitrariedade, mas porque a variavelrde negacdo em uma
formula atdbmica ndo pode ser trocada, nem cabena Kmjica propor a alternativa entre uma varialel e
propria (dizendo “ou x, ou x”, isto&x, em notagao polonesa).
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I i Vm
expressio y [COJCOCO —

l I'EI"";

I
=, =3 V€ X diferem
T_ v na k-2sima variavel
* m
=v,
I V. Vm

K
expressio x [CIEHC] ———-—

Figura 13.3 — substituicdo de /-ésima variavel de uma expressdo com m variaveis (indicada abreviadamente por
V,,) por uma variavel v, tal que v, # v, Como resultado, tem-se a expressio obtida x que possui identicamente m
variaveis, mas é distinta de y nessa k-ésima variavel.

Situacdo B:[Im, m# |, X = ipkey =iy, Como nasituacdo A paray =Xm [ X e
X = Xm I X, mas ocorre aqui qug, esta inclusa tanto em quanto emy. O diagrama

da figura 13.4 mostra isso:

I v, %
expressio y [CJ[CJ[C] —

' re

I Ym
i | | Ve X diferem
T_ na k-#sima variavel
L =V,
I Vim Vk

expressio x [ ——-———

Figura 13.4 - substituicdo de /-ésima variavel de uma expressdo atdmica por uma variavel v, tal que v, # v;. Como
resultado, tem-se a expressao obtida x atdmica, mas que é distinta de y nessa k-ésima variavel.

A respeito desta clausul@)(anota de rodapd neste trecho, n@j, da a defini-
¢céo normaly nRim e ImiRim), para deixar evidéncia a relagdae substituicéo.

Clausula ¥). E o caso especial de uma expressdo atdmicacfoplexa, nio
importa) onde todas as variaveis estdo ligadasa Essdicdo impossibilita qualquer
substituicdo. Entende-se, entdo, que se na expresEsi variaveis/, ., ..., \k estdo
ligadas e sa& foi obtida dey, entdo € porqug = X e as variaveis dgsao as mesmas,

V2, ..., % O caso vale para uma Unica variavel ligadax éeobtida dey por causa de
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uma substituicdo, mas exa varidvel esta ligada, é porque gnihd a mesma variavel
Wk ligada (isto éyk ndo foi substituida entiee x) e x s6 foi obtida pela substituicdo de
certa variavels livre emy por outra livrevp,, Em resumo, substituicbes s6 sao possiveis
para variaveis livres. A respeito desta clausylafota de rodapéd neste trecho, no
(y), da a definicdo normaRzpara indicar que, na auséncia de variaveis lhaesx-
pressaa so pode ser substituida por ela propria.

Clausula ¢). Trata das expressfes que sdo negacoes de exprassdes. De
fato sex for uma negacédp | e x foi obtida dey, que por sua vez é uma negatdpen-
tdo ocorre que a variavel livigdez foi substituida povk, gerando a expresséiobtida
dez Fica estabelecido qugpode ser qualquer expressao daquelas descrités)e(@),
(y), (€) ou (), ou uma negacao (pois negacdes também podemegadas -dupla
negacad. Assim, os diagramas das figuras que auxiliararemtendimento de cada
clausula valem para esta clausula. Em outras @elage uma expressao é obtida de
outra por substituicdo de variaveis livres, a négata segunda é obtida da negacao da
primeira do mesmo modo. Isto 8a) vi/vk = —(a w/v). A respeito desta clausuld) @
nota de rodapé neste trecho, n®), d4 a definicdo normaké zRt, entdo Rt 1", pa-
ra dizer que a relacdo de substituicdo que pertnstar obtida de € a mesma que faz
a negacao deser obtida da negacao de

Clausula €). E a obtencdo de expressdes moleculares, sontagiaamente
(constanteA em notacdo polonesa), isto é, para as disjun€@es.toda disjuncdo é a
soma logica de negacdes de expressdes atdbmicas, sgfas inclusées ou negacdes, ou
de expressbes moleculares (disjuncdes de disjungdesm, sex for obtida dey por
substituicdo de variaveis livres, e tivermos z + uey =t + w, entdoz foi obtida det
por substituicdo de variaveis e do mesmo nodew. Isto € (1 [ B) vi/vk= (a w/v) [
(B vi/w). A respeito desta clausulg) @nota de rodapd neste trecho, n&), da a defi-
nicdo normal e zRt e uRw, entdo z + uRt +,wndicando que sé € obtida dez ew
deu, entdo ou temaosou temosv ou temos quéé obtida dau.

Clausula ). Explicita as expressdes quantificadas obtidds/i@dnente uma
expressao quantificada sé pode ser obtida de quaatificada. Como sabemos que a

quantificacdo liga uma variavel, entédo fica 6bvdambém que a expressao obtida vem



da substituicdo das varidveis ndo quantificadasxpaesséo de origem. Assiré ob-
tidadeyex= 1,z ey =10,t vem quez € obtida de pela substituicio de emz
por v, de modo quen, seja diferente de e dev (poisvy, esta ligada). Isto é]{/m0)
Vilvk = Dv(a w/v). A respeito desta clausulé) (a nota de rodapé neste trecho, no
(€), da a definicdo normal que explicita que uma esghio obtida de uma quantificada é
conseguida pela substituicdo das variaveis nacdtifjaadas.

Encerrando a discussao da Definicdo 14, Tarskiriodeiro o exemplo de ex-

pressdes obtidas por substituicdo de varidveisdivr

[p.180]-4

Por exemplo, segue-se dessa definicdo que asse®pE] ;, Mz(ig; — t13), €
ty3 = [, t, ; S80 obtidas das funcdes:, My (i + i3], €25 = 51, 5, rEspectiva-
mente, substituinda, porv;. Mas a expressaid, ¢, ; Ndo pode ser obtida dessa ma-
neirada funcacl- ¢~ - nem a exoreso (. «. . da funcacil- t- . .

No entanto, variaveis ligadas ndo podem ser sufildi e expressdes de estrutura se-
melhante que poderiamos julgar em um primeiro méontemem sido obtidas de outras
por substituicdo de variaveis ndo sdo de fato egpes obtidas daquelas porque naque-
las as variaveis que se pretenderiam substitugsto na verdade ligadas (impossibili-

tando a aplicacdo de qualquer clausula da Defirfigdo

[p.180]-5

Mas a expressaid, ¢, ; ndo pode ser obtida dessa ma-
neira da fungani, i~ ; nem a expresséo, ¢, ; da fungacn. i, 4 .

Notemos que a variave} de [p.180]-5 esta ligada.
Por fim, a titulo de comparacédo, emrEKI, A.; [1983¢e], p.285, a Definicdo 8

trata também dasxpressées obtidas®

“DEFINICAC 8. {5BTjn ( pode ser obtida de pela substituicdo das variaveis
livres ¢ pela variavel livresl™), se
k, I, m Nt —{0},
e se( en pode ser representada na forma

118 para o significado dos simbolos ver nota 47 rtestalho.

155



156

(=d...000n, n=¢&...0&n,
onde (1)n [ Nt, €8y, &g, 81, &1, o, Oy &n 1 {V, 1, T} + V; (2) se @™ T n, entdop] ¥
n; (3) sei I Nt, i <ne aféormulag™ ¥ n ndo vale, entas = &,.”

2. Relacao entreexpressao obtida consequéncia

A definicdo de consequéncia sera dada por TaeskDefinicdes 15 e 16. Antes
disso, ele inicia uma breve introducdo para mosasarelagbes existentes entre as
nocoes dexpressao obtida a deconsequénciantuitivamente ele estd assumindo que
sendo umaentencaumaexpressa® havendexpressdes obtidaassentencapodem
serobtidastambém. Assim estamos ja lidando com a nocasedéenca obtidabase
para a nogao deentenga como consequéncirimeiro Tarski esclarece que as
sentencas de uma classe sao consequéncias desga cla

[p.181]-1
Entre as consequéncias de uma dada classe decssnigcluimos, primeira,
todas as sentengas pertencentes a essa classe,

O que € obvio. E facil ver que Edor uma classe de sentencas e tivergnos I, entdo
@ € consequéncia de Demonstramos isso desse modo:

L@ o ldtpse (é uma das sentencas$ jle
2.V (@ = @)oo, Axioma proposicieid
3.0V (@— @) — (@ — Lv@)..... Forma do Axiomalvy, (@ — ¢i) — (@ —
118

Vi)
4, @ — V@) eeeeeeeenniiineeeeeeeeeeenn, Modus Ponens 2,3
STV () LR Modus Pogéd. 4.

De outra forma, podemos entender que se pode wubkida variavel livre por
outra qualquer, inclusive por uma idéntica. Assam,ha variaveis livreg; em uma
expressag, nada nos impede de substituirmggor v paral = k. Nesse caso, nao
teremos nenhuma expressao obtidanas apenag = y. Na Definicdo 14 aprendemos
gue umaexpressao obtida conseguida desde que haja variaveis livres & gulie

Além das proprias sentencas da classe, entrengsqiténcias da classe estéo as
expressdes obtidas a partir das sentencas dassclass

117y, € uma variavel ndo livre dg.
18sto é toda, variavel ligada permanece ligadeenéesica obtida.
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[p.181]-2

e todas as sentencas que podem ser obtidas des-

tas pela aplicacdo, um namero arbitrario de vedasquatro operacdes sigbstitui-
¢aog destacamenteeinsercaoe eliminacéo do quantificador universal

L' Cf. tukasiewicz, J. (51), pp. 159-63; IV, p.56.

S&0 quatro os processos que levam a sentencaahtidste [p.181]-2, mota
de rodapéesta se referindo ao trabalho de tukasiewielements of mathematical
logic de 1929. Por erro talvez tipografico, ha outroicador nimero 1lde nota
de rodapé a mesma pagina 181, que se refere a ‘Pertp.56” (ver [p.181]-6,
mais a frente).

Tarski vai explicar cada operacéo a partir da idéifuncao sentenciale néo so

desentencacomo entendida na Defini¢do 12):

) Substituic&o:

[p.181]-3

Se tivéssemos desejado apli-

car estas operacdes ndo s6 a sentencas, mas esfeegdenciais arbitrarias, obtendo
assim funcdes sentenciais como resultados, erg@mificado da operacéo de substi-
tuicdo seria completa-mente determinado pela R&ni4,

Isto é, bastaria 0 que se tratou por substituigamocdescrito na Definicdo 14.

Il) Destacamento:

[p.181]-4
a operacao de destacamento correlacionaria a
funcdoz com as fungbegeyl] + z,

Trata-se da regri®lodus Ponenstambém chamada a#iminacédo da implicacagmas
aqui trabalharemos com o formate- B [ -a [ B, como também quer Tarski). Uma

sentenga pode ser obtida por destacamento por daugee segue. Seja a clabse {q,
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-@ [ ¢i}, @# ¢; e sejax uma sentenga tal quiel ] x. Por hipotesex = @. Entéoq@, -@
OdiI@eq O ~(-q@ 0 ¢;) 0 @ (pelo Teorema da Deducdb) o que é absurdo. Por

hipotesex =-q@ [ ¢i, entdap, ~@ [ ¢i [/ ~@ [ dieq@ I (=@ [ ¢i) [ (- [ ¢i) (pe-
lo Teorema da Deduc¢éo), o que é absurdo. Reswdtagp; e@, ~@ [1 ¢;i [1 ¢i.

[I) Introdug&o do quantificador universal:

[p.181]-5
a operacao de introducdo do quantificador universal
consistiria em formar a fungdot (1, =, a partir da funcég + z (desde quei ndo se-

ja uma variavel livre da funcag,

Trata-se de uma regra sutil. Por exemplo, sejamsastencasiiy My, €
M, Ni(z; +¢5). Podemos colocar no lugar das variaveis vz os individuosa eb e

teremos [1 ae—(b (] a)[] (a] b). Pormodus ponenentdo, temoa [ b, que pode ser

generalizado par, M5 ¢, 5, por inser¢ao do quantificador universal. A regra que va-

le para cada um dos individuos que cabe a varigalel para todos os individuos que ca-

bem a variavel.

IV) Eliminac&o do quantificador universal:

[p.181]-6
a operagao de remocao do quantificador universalegeria
na direcdo oposta - da fungée N, = para a funcéy + z.*

E como o anterior, porém indo até a substituic@vaaiaveis pelos individuos. Se por

exemplo temo$l; Mt 4, entdo podemos substituir as variaweis vs pelos individuos

eb (e obviamente desaparecem as variaveis) e ter@mds
Aqui no [p.181]-6 aparece o indicador de notaatpénumero 1 Esta se refe-
rindo & mesma nota que vimos no [p.181]-2, porém ségunda parte dela (“IV, p.56").

Essa segunda parte esta remetendo a pagina 56gdol¥drda coletédnea dos trabalhos de

1190 Teorema da Deducéo diz que se a sequénam, @, ..., ¢, X [ P é demonstravel, entdm,
©®, @z, ..., @, O -x [ P também é demonstravel.
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Tarski (a mesma a que também pertence estsKi, A.; [1983b] que estamos comen-
tando, objeto deste nosso trabalho), onde lemerss{, A.; [1983g], p.56):

“DEFINICAO 9: O conjuntoCn*(X) de conseqiiéncias do conjunto
X de sentencas (no sentido do calculo sentenciahdido) € a intersec-
cdo de todos aqueles conjuntos que incluem o dadjorto X (1 S* e
sao fechados sob as operacdes de substituicataeataento, bem como

as de insercao e eliminacao de quantificadores.”

onde & é o conjunto das sentencas obtidas & En‘(X) [ S*. Ou seja, (como esta-
mos lendo nestes [p.181]-1-6) o conjunto das seateabtidas de uma classe inclui to-
das as sentencas dessa cf&8seas obtidas paubstituicdpdestacamenteinsercido e
eliminacdo de quantificadores universais

Tarski, porém, ndo pode trabalhar com modelos caqueles dos exemplos da-
dos por ele proprio em p.181-4-6, e sim com sea([@ois 0 objetivo de seu trabalho é
definir sentenca verdadeira nacfuncao sentencial verdadeifaoisa que ndo tem senti-

do). Assim:

[p.181]-7

Aqui, contudo, queremos nos restringir ¢x-

clusivamente a sentengas (no sentido da Def. Hysien modificamos as quatro oge-
racGes acima para referi-las, ndo as funcées smmternvolvidas, mas sim as sgn-
tencas que sdo quantificagoes universais desteSdsin

Essa nocao de consequéncia aplicasiengencagno sentido da Definicdo 12) se-
ra feita na Definicdo 16. Antes Tarski fara as ricalfdes necessarias ao conceito de

consequéncia na Definicho 15, assunto do nosso inEox capitulo.

120 por isso nessa “definicdo 9” deski, A.; [1983g], p.56, lemos X1 S*.
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CAPITULO 7
A NOCAO DE CONSEQUENCIA

Tarski introduz seu trabalho de definicdosmtenca como consequéncia
estruturando a nocao de consequéncia. Podemosolartigo de Jan Wolenski
(WOLEKNSKI, JAN; [1994], pp. 394-395) um apanhado geral das rajgomesfundamen-
taram a nogao que Tarski tinha denseqléncia

“A comunicacdo de tukasiewicz de 1915 também contéma definicdo de
consequéncia l6gica no sentido semantico:

Dizemos que uma sentenca b segue-se de uma sentenga grupo de sen-

tellgcl;asa seb for verdadeira quandafor verdadeira. [Lukasiewic£915,XXI-
] o

Até onde eu sei, € uma das primeiras (talvez agwandefinicdo correta de
consequéncia logica na moderna légica desde Balde&olonia foi redescoberta por
Ajdukiewicz em 1923 e generalizada por Tarski erB6l$Begundo AjdukiewiczlP23
1611%

Uma formulaf(x) formalmente implica uma formulg(t), se para alguma pos-
sivel substituicdo de ou f(x) é falso oup(T) € verdadeira.

Desta definicdo segue-se queAdermalmente (logicamente) implida entéo
B ndo pode ser falso, uma vez dai€ verdadeiro. Segundo Tarsk&i9B6; g.v. 1956,
41771

A senten¢caX segue-se logicamente das sentencas da dfaseee somente se
cada modelo da claskeé também um modelo da senteica

A formulagdo de Tarski € comumente tomada como moderna versao da
idéia de consequéncia logica de Bolzano. Contugiordo essencial desta importante
idéia foi antecipado , ao menos na Polbnia, porakigwicz.”

121} ukASIEWICZ, JAN, 1915.0 nauce(On science), irPoradnik dia samoukéwA Guide for Autodi-
dacts) (Warszawa, Heflich i Michalski), XV-XXXIX.

122 AspUKIEWICZ, KAZIMIERZ 1923. Gtowne kierunkl filozofii we fragmentach ich klaaygch przed-
stawicieli (The Main Currents of Philosophy in Fragments o&iftClassical Representatives), Lwdw,
K.S. Jakubowski.

123 TaRskI, ALFRED. 1936.0 Pojeciu wynikania logicznegn the concept of logical consequence),
Przeglad filozoficzny 39, 58-68. English translatia [Tarski195€¢, 408-420. Neste nosso trabalho tam-
bém citaremos esta comunicagdo de Tarski usandig@oeTaRSKI, A.; [1983h].
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A formulacdo de Tarski veremos novamente maisrddiaAntes da Defi-
nicdo 15, Tarski comeca dizendo seu passo ini@dratamento daonsequéncia

l6gica:

[p.181]-8
No sentido de simplificar a construcéo, primeigdirdrei o conceito auxiliar
deconsequéncia de n-ésimo grau

Aquilo que Tarski entende poonsequénci& aquilo que poderiamos chamar de
satisfagdo em termos de modelbisio vamos nos deter extensivamente neste assunto,
mas Tarski trabalhou seu conceito de consequédgiaal em seu trabalh@n the
Concept Of Logical Consequenake 1936*. Assim, o critério de consequéncia légica
passa pela idéia deatisfatibilidade e de modelo O que Tarski entende por
satisfatibilidadeele mesmo aponta ARski, A.; [1983h], p.416, nota de rodapé 2) estar
bem estruturado nos artigos VIl e XV da coletabhegic, Semantics, Metamathematics
— papers from 1923 to 1938 No On the Concept Of Logical Consequeif€erskI,

A.; [1983h], p.416) ele fala da satisfatibilidaderdodo intuitivo como segue:

“(...). Entre os conceitos semanticos fundamentais temos o conceito de
satisfacdo de uma funcdo sentengara um Unico objeto ou para uma sequéncia de
objetos. Seria supérfluo dar aqui uma explanacéciga do conteddo desse conceito. O
significado intuitivo de tais frases comlmhn e Peter satisfazem a condicdo ‘X e Y séo
irmaos’, oua tripla de niumeros 2, 3 e 5 satisfaz a equacapyx= z’, ndo ddo margem
a duvidas. O conceito de satisfacdo — como outrnseaitos semanticos — pode sempre
ser relativizado para alguma linguagem particulas detalhes dessa definicdo precisa

dependem da estrutura dessa linguagem. Entretamto,método geral pode ser

124 Este artigo esta na coletariasgic, Semantics, Metamathematics — papers fron3 192938 Segun-

da Edicéo, Hackett Publishing Company, EUA, 19&8na@ o artigo XVI, pp.409-420. A nota bibliogra-
fica a p.409 informa: “Esta € um sumario de umauwgoacao dada no Congresso Internacional de Filo-
sofia Cientifica em Paris, 1935. O artigo aparengresso pela primeira vez em polonés sob o ti@lo
pojeiu wynikania logicznego’ efarzeglqd Filozoficznyvol. 39 (1936), pp. 58-68, e entdo em aleméao sob
o titulo ‘Uber den Begriff der logischen Folgerungttes Du Congrés International de Philosophie Sci-
entifique,vol. 7 (Actualités Scientifiques ET Industrialles). 394), Paris, 1936, PP. 1-11."

1251 ogic, Semantics, Metamathematics — papers fron3 102938 Segunda Edicdo, Hackett Publishing
Company, EUA, 1983, como o artigo XVI, pp.409-420artigo VIII é o préprio BRsKI, A.; [1983b]

gue vimos trabalhando. O artigo XV é arRBKI, A.; [1983a].
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desenvolvido que habilite-nos construir definici@sa uma compreensiva classe de

linguagens formalizadas. (...).

Assim, o que Tarski entende psatisfatibilidadeé a condicdo de um predicado
caber adequadamente ao objeto que descreve, spriegade descrita pelo predicado
se aplica ao objeto. Em uma classe de sentencasmaesentenca cumpre essa
condicdo, entdo elardodelodessa classe. O conceitordedelo € entendido por Tarski
(TARSKI, A.; [1983h], pp.416-417) como segue:

“Um dos conceitos que podem ser definidos em terme conceito de
satisfacdo é o conceito dmodelo Vamos assumir que na linguagem estamos
considerando que certas variaveis correspondeswla eonstante extra-logica, e de tal
forma que cada sentenca se torne uma funcéo semtem@s constantes forem trocadas
por variaveis correspondentes. Sejgualquer classe de sentengas. Nos trocaremos toda
constante extra-logica que ocorra nas sentencasnpente a. por correspondentes
variaveis, assim constantes sendo trocadas poespmmdentes variaveis, o contrario
também. Desse modo obteremos a cldssde fun¢des sentenciais. Uma sequéncia
arbitraria de objetos que satisfacam cada funcéteseial da classk’ sera chamado
um modeloou realizacdo da classe L de sentengasneste sentido que usualmente
falamos de modelos de um sistema axiomatico de temda dedutiva). Se, em
particular, a classé consiste de uma sentenca singarfaremos referéncia a um

modelo da classe como ummodelo da sentenga’™

Estabelecidas essas duas nocbes (satisfatibilidadeodelo). Tarski (ARskl, A.;

[1983h], p.417) d4a uma definicdo de consequéngiaad?®

“Em termos desses conceitos podemos definir o eittnae consequéncia

I6gica como segue:

126 No final da definicdo em italico que aparece nestssagem, ha uma nota de rodapé de carater infor-
mativo histérico, que diz: “Apos o original dessamtinicacao ter aparecido impresso, H. Scholz no seu
artigo ‘Die Wissenschaftslehre Bolzanos, Eine Jahdert-Betrachtung’Abhandlungen der Fries'schen
Schule new series, vol. 6, PP.399-472 (veja em partiquk72, nota de rodapé 58) aponta uma analogia
distante entre esta definicdo de consequénciaugexida por B. Bolzano cerca de uma centena de anos
antes.”



A sentenga X segue-se logicamente das sentengdasda K se e somente se

cada modelo da classe K também é um modelo dangene

“Parece a mim que todo aguele que entende o cordzidefinicdo acima deve
admitir que ela esta muito de acordo como o0 usouaemlisto vem ainda a esclarecer
varias de suas consequéncias. Em particular, pedepmvado, com base nessa
definicdo, que toda consequéncia de sentencas degrda deve ser verdadeira, e
também que a relacdo de consequéncia que ha ewtas dentencas é completamente
independente do sentido das constantes extra-fgiga ocorrem nessas sentengas. Em
breve, pode ser mostrado que a condi€ddgrmulada acima € necessaria se a sentenga
X € a que segue da sentenca de clgs$tor outro lado, esta condicdo ndo é em geral
suficiente, uma vez que o conceito de consequéma definido (de acordo com o
ponto de vista que tomamos) é independente dazagde conceitos da linguagem que

€ investigada.

N&o vamos nos estender mais nessa questdo do cooum Tarski entende
consequéncia logica, s6 vamos finalizar dizendolgueriticas sérias a essa concepgao
de Tarski. Etchemendy (ETCHEMENDY, J. [1999]) mostr dois problemas
intrinsecos a definicho de Tarsky, que ele chameuinddequacdo conceituaé
inadequacao materialque ndo destrincharemos aqui por ndo convir ntatdeste

capitulo. Passemos a Definicdo 15 presente ndli@ada Tarski.

1. Definicdo de consequéncia de n-ésimo grau

Sabemos ja que uma consequéncia l6gica tem cal@teer o processo onde
certas sentencas sao obtidas a partir de outrasd@gertas circunstancias adequadas.
E um modo bastante especifico de se ligar senteiititas a sentencas originais de
forma légica. Assim, uma consequéncia pode geraa gentenca obtida de forma
imediata ou a sentenca obtida pode estar mediada atiginal pon outras sentencas
obtidas de um ou de outro modo, segundo as regrssriths na Definicao 14. A
Definicdo 15 é apresentada por Tarski como segue:

163
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[p.181-182]

DerINICAO 15. x € umaconsequéncia de n-ésimo grala classeX de
sentencas se e somenteXddS, XS, n € um nimero natural e oa)(n=0 e
xOX, oun > 0 e uma das cinco condi¢cdes seguintes é stdisfB) x € uma
consequéncia de gradlda classe; (y) ha fungdes sentenciaiew, uma sentenca
y e numeros naturalse | tais quex é a quantificacdo universal da fungéqy é a
quantificacdo universal da funcde, u pode ser obtida da funcaw pela
substituicdo da variave{ pela variavely, ey € uma conseqiéncia de gralda
classeX; (d) ha funcdes sentenciaise w bem como sentencgs z tais quex, y e z
sao quantificagdes universais das fungdes(| + u e w, respectivamente, e z
sdo conseqléncias de gmal da classeX; (€) ha funcbes sentenciaise w, uma
sentencay e um numero naturdl tais quex € uma quantificacdo universal ¢a
funcdou - N, w, y € uma quantificacdo universal da fungéie w, vx ndo € uma
variavel livre deu, ey € uma consequéncia de grad da classeX; (¢) ha funcdes|
sentenciaisu e w, uma sentencg e um numero naturdf, tais quex € uma
guantificacdo universal da func@io+ w, y € uma quantificagéo universal da fungéo
u =1, w, ey € uma conseqiiéncia de grat-1 da classe.

O primeiro ponto de importancia € que sO existesequéncia Se pertencer ao
conjunto das sentencas(( S), X for uma classe de sentencAs (S isto €: os elemen-
tos deX sdo sentencas)xefor consequéncia d¢. Nestas condi¢cdes ha dois casost se
I Xesex[]X Ocasx[]Xeéoclausulad) e o casx [] X € o das demais clausulas.

l. Clausula (a). Temosn = 0 ex (1 X. Trata-se de umeonsequéncia trivial
onde a sentenca obtida ¢ idéntica a uma daquelagj(@la Gnica) de onde foi obtida. E
o classicapetitio principii*?”. Esta clausula corresponde ao que lemos em [p1181]

Este € o casp ] X. Sen > 0, temos o casol | X e valem as demais clausulas:

Il. Clausula (B). Temos quex é uma conseqiiéncia de grau1lda classeX.
Isso quer dizer que o conjunto das consequénciXscdesce acumulativamente (isto é,
‘herda’ todas as consequéncias<denteriores &) com respeito a. Significa ainda que

uma consequéncia dearbitrariamente escolhida nunca é a de maximo @@esar de

1270 pettio principiié sempre conhecido como uma falacia, mas ndo segesralizar. H4 argumentos
desse tipo que séao legitimos. Por exemplo:

Argumento: E possivel ler esta frase, entéo é possivektarfease.
Exposicao: PremissaE possivel ler esta frase
Concluséo:é possivel ler esta frase.
Explicacda de fato, a frase foi lida, e a conclusdo verdadiei obtida de uma premissa verda-

deira.
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poder ser a de maior grau até o momento da escaidlsa) porque sempre € possivel
obter uma consequéncia de grau superior. Neste @&amwva consequéncia de grau mais
elevado inclui a de grau inferior no processo deergiio. Temos que levar em conta
que a consequéncia éultima sentenca de um processo de aplicacdo deagpes
feitas sobre as sentencas de X, processo esteajaeedaz uso de sentengas que nao
pertence a X e que seriam as ultimas (e conseqaeEnegidas de seus grau em funcéo
do ultimo passo dentre varios sucessivos de opesagpetitivas proprias do processo)
caso 0 processo parasgeu seja, sendo 0 processo de obtencdo de umago@nsea
devido a um numero que pode vir a ser infinito (masca zero) de passos sucessivos e
repetivos de aplicacdo das operacdes que lemos peh81]-2, entdo qualquer
consequéncia nunca sera a ultima.

lll. Clausula (y). Diz: “h& fungbes sentenciaise w, uma sentengae numeros
naturaisk e | tais quex € a quantificacdo universal da fungioy € a quantificacdo
universal da funcde, u pode ser obtida da func&o pela substituicdo da variavel
pela variavely, ey é uma consequéncia de gradda classeX”. Esta clausula corres-
ponde a quantificacbes universais para o que foiide no [p.181]-3. Trata-se da regra
de substituicdo de variaveis e, portanto, lida esntlausulas da Definicdo 14. Em Ii-
nhas gerais, quando a funcéo sentencé@abuantificada, entdo se torna a sentergae
pertence a uma clas¥ede sentencas. Ora, existe uma funcédo sentemaak, quanti-
ficada, da a sentengaSeu € obtida dev segundo a regra de substituicdo dada pela De-
finicdo 14 (que da inclusive as restricOes paraubstituicdes de variaveis), entao fica
claro quex é uma consequéncia geE € uma conseqtiéncia de gm¥amos criar uma

notacao especial que facilitara a compreenséao d@aqlausulayj quer dizer:

u=w ”%1 € uma abreviagdo pamaé uma funcdo sentencial obtida da funcéo

sentencial w pela substituicdo depor .

Q[w] € uma abreviacdo pagaantificacdo universal da funcdo sentencial w

Com essas duas abreviacOes podemos escrever atdgguema:
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p,.p.p..P,_ (mremissas
i e e NN )

[ {conclusio)

OndeC seria uma consequéncia de gnaseguindo esse esquema, a clausgladde
ser escrita:
Q[w] Qw] ¥

o[w"x/ ]_) ol %

.'I?I

IV. Clausula (). Diz: “h& funcdes sentenciaise w bem como sentencgse z
tais quex, y e z sado quantificagbes universais das funcbeswi] + u e w,
respectivamente, e z sdo conseqiéncias de gral da classeX”. Esta clausula refe-
re-se a operacdo de destacamemiod{us ponense corresponde ao que lemos no
[p.181]-4. Em linhas gerais, existe a funcédo semdtn obtida das fungdes sentenciais
w ewl + u por destacamento. Se estas duas ultimas forentifizedas, se tornardo
respectivamente as sentengag. Claramente, existe a quantificacdoudgue da a sen-
tencax. Assim, seu € obtida, a quantificacdo deresulta na consequéncialassim
como a quantificacdo de resulta na consequénce. Para melhor visualizarmos,

podemos escrever esta clausd)acOmo segue:

y Qw+u] Qlw = ul
z_, Qwl . Qwl
x QM QM

onde Qv — u] éy, Q[w] éze Q] éx.
V. Clausula ). Diz: “ha fungBes sentenciais e w, uma sentencg € um

namero naturak tais quex € uma quantificagcdo universal da funggé M, w, y € uma

quantificacdo universal da funcdo+ w, v ndo € uma variavel livre de ey € uma
consequéncia de gramdl da classeX”. Trata-se do discutido no [p.181]-5 e € a regra d
introduc&o do quantificador universal. Quer dizee gxistem duas fungbes sentenciais,
u ew, que sdo associadas pela soma légica para forfoacao sentencial + w. Te-
nhamos em mente quetem variaveis livres, assim como Tomemos apenas a varia-
vel livre vy dew e vamos liga-la (poderiamos fazer o mesmo gene faremos para ob-

ter a consequéncia— mas nao faremos agora porque estamos seguinEssss de um



processo que resultara em uma sentenga como cénsé)l Por causa dessa variavel

livre vk emw conseguimos a expresséo obtida (M, w, que ainda é fungédo sentencial
porque h& variaveis livres em Agora temos duas funcfes sentenciais interessante

+weu +ﬂkw (u ew séo fungbes sentenciais, mas ndo nos interessamai@usula

(¢) sem estarem associadas, pois 0 estudo de fusedésnciais simples — simples
porque ndo estdo logicamente somadas, isto €, &ddalisjuntas — jA vimos nas
clausulas anteriores).

Ora, existe a quantificacdo det+ w, que da a sentenga Comowu + M, w foi
obtida deu + w, entdo a quantificacdo cde+ N, w d4 a sentenca que € uma
consequéncia de grau Ey é uma consequéncia de gral porque esta um grau (um
passo) atras de e porque toda sentenca ®¥e2 consequéncia de X. Podemos,enfim,

escrever esta clausulg como segue:

Q[u+w] ¥
— 7 2
Qlu+N;wl x

VI. Clausula (¢). Diz: “h& funcbes sentenciais e w, uma sentencg e um
namero naturak, tais quex é uma quantificagdo universal da fungdie w, y € uma
quantificacao universal da fun¢&o+ M, w, ey € uma consequéncia de grau-1 da

classeX.”. Na sequéncia do anterior, refere-se a elimioagiquantificador universal.
Como o anterior, temos duas funcdes sentenciasy. Temos ainda que tem varia-
veis livres, assim comw. Tomemos apenas a variavel livggdew e vamos liga-la. Te-

remos entdo a funcdo sentendiglw . Agora vamos associare [, w por soma légica
para formar a fungéo sentenciak- [, w. Ora, existe uma operacdo de eliminacdo do
quantificador universal que obtam+ w dew + M, w. Assim temos agora duas funcdes
sentenciais interessantes#+ M, w e a obtidau + w.

Ora, existe a quantificacdo @=+ N, w, que da a sentenga Comou + w foi

obtida dew + N, w, entdo a quantificacdo de + w da a sentenca que € uma
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consequéncia de grau Ey é uma consequéncia de gral porque esta um grau (um

passo) atras de Podemos, enfim, escrever esta clausa)lagmo segue:

Qu+Ng wl v
xR 2
Q[ +w] x

Estabelecida as condi¢cbes de conseqiéncia, podgesa definir o conceito

geral de consequéncia, papel da Definicao 16.

2. Definicao geral de consequéncia
Em seu artigdOn Some fundamental Concepts of Metamathematecs 928,

Tarski escrevel?®

“Disciplinas dedutivas formalizadas formam o campa pesquisa da
metamatematica rigorosamente no mesmo sentido mpidades espaciais formam o
campo de pesquisa da geometria. Essas discipBmasansideradas, do ponto de vista
da metamatematica, como conjuntossdatencasAquelas sentencgas que (seguindo a
sugestdo de S. Lesniewski) sdo também chamselaencas significativaséo elas
proprias consideradas como certas inscricdes deafdrem definida. O conjunto de
todas as sentencas € aqui denotado pelo simbldéas sentencas de qualquer
conjunto X certas outras sentencas podem ser obtidas sequaerths operacdes
chamadagegras de inferénciaEssas sentencas sdo chamadasoasequéncias do

conjunto X O conjunto de todas as consequéncias é denotdalsimbolo €n(X)’.” *#

A Definicdo 16 formaliza o modo intuitivo de se@mder consequéncia:

128 TarsKI, A.; [1983i]. HA uma nota bibliografica na abertaiesseTARsKI, A.; [1983i], p.30, que diz:
“As principais idéias deste artigo foram resumiga® autor em uma palestra para a Sociedadegolon
sa de Matemética, Secao Varsovia, em 1828. Parsuorério desta palestra ver Tarski, A. (72) [trata-s
do artigoRemarques sur Iés notions fondamentales de la miélitgie des mathématiqugsublicada nos
Ann. Soc. Polon. Mathyji (1929) 270-11]. A comunicagéo foi apresentgpar J Lukasiewicz) para a
Sociedade Cientifica de Varsovia em 27 de Marc@388; foi publicada sob o titulo ‘Uber einige fun-
damentale Begriffe der Metamathematik’ @omptes Rendus dés sciences de La Société déseSan
dés Lettres de Varsovieol. 23, 1930, cl. iii, pp.22-29.”

129 Exatamente neste ponto também ha nesksHi, A.; [1983i], p.30 uma nota de rodapé indicada por
que informa a respeito do simbofen(X)’: “Mais frequentemente eles serédo agora referghra as sen-
tencas derivadas do conjurKXpenquanto o termoonseqiéncig& reservado para consequéncias semanti-
cas. Ver XVI (onde o termo ‘consequéncia logicaisado no lugar de ‘consequéncia semantica’).” O
‘XVI' é 0 TARSKI, A.; [1983h].



[p.182]-1
DErFINICAO 16. x é uma conseqiénciada classeX de sentencas
simbolicamentex0Cn(X) — se e somente se ha um nimero natutal quex é

uma consequéncia de gnada class&.

Dizer que “... ha um numero naturatal que...” quer dizer que se trata de
grau enumeravel, que o numero de operacdes quikotesa consequéncia é finito

enumeravel. Em outras palavras, a Definicdo 16iexpuex é uma consequéncia de
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um

e

se obtida por uma quantidade enumeravel de apbsagpetitivas de uma, de algumas

ou de todas as quatro operac@sétituicdo, destacamenedantroducaoe eliminacéo
de quantificador universal

Héa neste [p.182]-1 umaota de rodapé {como indica o indicador de notd 1

no fim da definicdo) bastante extensa, que mereeceistario particularizado, como se-

gue:

[p.182]-1 —nota de rodapé 1
1 O conceito de consequéncia pode ser também intiddwiretamente (i.e. sem a ajug

de consequéncia deésimograu) do seguinte modo:
x [J Cn(X) se e somente sel XS e se a férmula X Y vale para toda classe Y que sat

u, z € uma quantificacdo universal da funcado w,ab#ida da funcdo w pela substituicdo da v

das funcdes u, W+ u e w, respectivamente, elzY e tl] Y, entdo y Y; (d) se yLI S, u e w sag
fungBes sentenciais, y é uma quantificacdo univetagduncéou + My w, z € uma quantificacgag
universal da funcdo o w, \ ndo € uma variavel livre da funcao u €12/, entdo y! Y; (€) se y
[0 S, u e w sao funcbes sentenciais, y € uma queagdd universal da funcédo ¢ w, z uma
quantificacdo universal da fung&o+ M. w, z[1Y, entdo y1Y.

Deve-se notar, contudo, que pela transformacdoefimiddo que foi justamente dad
em uma sentenca recursiva do tipo da Def. 10 obsamma sentenca que nao é equivalente n
com a definicdo acima nem a qualquer outra defmigdrmal (cf. p,177, nota 1).

faca as seguintes condicogst) X [ Y; (B) se yLI S e é uma quantificacdo universal da funcg

ridvel v pela variavel ve z[0 Y, entdo yJ Y; (y) se yiI S, y, z e t sdo quantificacdes universais

em

Essanota de rodapé heste [p.182]-1 explica como é possivel introdaziléia
de consequéncia sem necessitar da Definicdo 1Bantara isso, a chave é instau

um conjuntoY de todas as consequéncias de @raté gran-1. SeCn(X) é o conjunto

rar

das consequéncias HeseS € o conjunto das sentencas @ uma consequéncia de grau



n-1deX, fica 6bvio pela definicdo quel’ Cn(X) e queX [ Cn(X) 1 Y 1 S¥*°Vvamos
estudar cada clausula data de rodapé tleste [p.182]-1:

i. Clausula (@). (Regra da inclusadj [1 Y. Toda sentenca d¢ € conseqiéncia
de grau zero ¥ [1 Cn(X) [ Y.

ii. Clausula (). (Axioma da substituicdo). Seé obtida dav por substituicao
de variaveis livres e se a quantificacdo univettsal geraz [1 S e a quantificacdo uni-
versal deu gera a sentenga entdoy € uma consequéncia de grad e, portantoy [
Cn(X) [1Y.

iii. Clausula (y). (Modus Ponensu destacamento). Porodus poneng € obti-
da dewl] + u e w Se a quantificacdo deresulta na sentengae a quantificacao de
wl] + u resulta na senten¢aentdo existe a quantificacdo universaludgue faz a
sentencg. Portantoy [1 Cn(X) (1.

iv. Clausula ©). (Introducéo do quantificador universal). Obtemas+ M, w
deu + w ligando a variavel livresx dew. Se a quantificagcdo de+ w resultar na
sentenca e a quantificagdo de: + M, w resultar na sentenga entdoz [ Y (clau-
sula @)) ey é consequéncia de gratl. Daiy[1 Cn(X) [I Y.

v. Clausula €). (Eliminacdo do quantificador universal). Obtembs w de
u+ [, w eliminando o quantificador universal. Se a quatdiao dew + I, w
resultar na sentengae a quantificacao de+ w resultar na sentengaentaoz [ Y

(clausula €¢)) ey € consequéncia de gratl. Daiy [1 Cn(X) [] Y.

Encerramos aqui a discussdo a respeito das defgigue instauram o que €
uma consequéncia légica. Sendo a conseqiiéncialagiatureza que liga dois tipos de
sentencas significativas, uma original e outradabt partir dessa, esse conjunto de
sentenca original, sentenca obtida e natureza deegdéncia entre uma é o que

sustenta a forma de uteorema Teorema € portanto, a sentenga muito mais complex

130 0 simbolo €n(X)’' recebe em I6gica 0 nome deerador de conseqiiéncia de Tarskiem resultados
importantes no campo das estruturas das l6gicasiheira ordem (ver os estudos de 8buzA, EDEL-
ClO G. e VELASCO, PATRICIA D. N.; [2001], VELASCO, PATRICIA D. N.; [2004] e NASCIMENTO, M. C. e
FEITOSA H. A.; [2005].).
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que se constréi em varias passagens sucessivasiradpa sentencas primitivas. As

discussoes e definicbes do que tange ao teorem#as t@Ma seguinte.
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CAPITULO 8
O QUE E TEOREMA

Em seu livrolntroduction to Logic and to the Methodology of heductive Sciences
(TARSKI, A.; [1994], p.146) Tarski explica o roteiro técniqoe leva uma linguagem
desde seu nivel basico e ndo-l6gico até a superstridgica que permite derivacbes

dentro da prépria linguagem, o nivel dos teoremas:

Por um compromisso entre o ideal inatingivel eassibilidades de realizacéo,
surgiram certos principios em relagdo a construgdisciplinas matematicas que po-
dem ser descritos como segue.

Quando partimos para a construcdo de uma deteranigiadiplina, podemos
distinguir, em primeiro lugar, um certo pequenopgrle expressdes desta disciplina
que nos parece ser imediatamente compreensivefiathas as expressfées desse grupo
de TERMOS PRIMITIVOS ou TERMOS INDEFINIDOS, e ngagrega-mo-los sem
explicar seus significados. Ao mesmo tempo, adosam@rincipio: ndo utilizar qual-
quer outra expressao da disciplina em questdonasmgie o seu significado tenha sido
previamente determinado, com a ajuda de termostas e daquelas expressdes da
disciplina cujos significados foram explicados aptenente. As sentencas que deter-
minam os significados dos termos dessa maneiratsitmados de DEFINICOES, e as
expressdes proprias, cujos significados sao, portaileterminados de acordo, sao co-
nhecidas como TERMOS DEFINIDOS.

Procederemos de modo similar com respeito as afamdeclaragfes da disci-
plina em questdo. Algumas dessas declaracfes, gusaradverdade aparece evidente
para nos, sdo chamadas de DECLARACOES PRIMITIVASAXIOMAS (também
conhecidos como POSTULADOS, mas ndo vamos usdimoilermo em sentido téc-
nico aqui), nés aceita-mo-las como verdade, sembelstcé-las de qualquer manei-
ra. Por outro lado, estamos de acordo em aceitdquger outra declaracdo como verda-
deira apenas se tem estabelecida a sua validailte wilizamos para esse propésito na-
da além dos axiomas, das defini¢cbes, e das de@tmala disciplina, que foram estabe-
lecidos anteriormente. Como é sabido, as declasagde sao justificadas dessa forma
s&o chamados DECLARACOES PROVADAS ou TEOREMAS erosessos de justi-
ficad-las sdo chamados de PROVAS. Mais geralmeatdestro da légica ou mateméati-

ca, estabelecermos uma declaracéo a partir despuatia nos referimos a este processo
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como uma DERIVACAO ou DEDUCAO, e da declaracdo emstfio é dito ser DERI-
VADA ou DEDUZIDA a partir das outras, ou, CONSEQUEM delas.

E a partir dessas nogées basicas e das definigiasosas anteriores que Tarski

define umteorema

1. Definicdo desentenga demonstravébu teorema
A definicdo que Tarski da de teorema é a que ageseg

[p.182]-2
DEFINICAO 17. x é umasentenca demonstravéhceita) outeorema— em
simbolosx [0 Pr — se e somente g&for uma conseqiiéncia do conjunto de todos os

De fato, se tomarmos 0s axiomas como sentenggieais a partir das quais, por
meio dos processos de obtencdo de sentencas wviatd3efinicdol4, se obtém
sentengas com carater de consequéncia logica,sévebdemonstrar que as sentencas
obtidas provém dos axiomas ao se verificar quetes@memas. Isto €, as sentencas
obtidas e com carater de consequéncia dependemraimente dos axiomas: sdo
deduzidas a partir delas.

Um esclarecimento prévio da natureza de uma sgmi@emonstravel pode ser
lido emOn the Concept of Logical Consequeiterski, A.; [1983h], p. 419, nota de
rodapé 1)-**

“Talvez sera instrutivo justapor os trés conceitderivabilidade’ (...), ‘conse-
guéncia formal’, e ‘consequéncia material’, pareago especial quando a clagsde
sentencas, da qual a dada sentefiga segue, consiste unicamente de um namero finito
de sentencas(y, Y,..., Y. Vamos denotar pelo simbold',' a sentenca condicional (a
implicacdo) cujo antecedente é a conjuncao daersgadYy, Ys,..., Y, € CUjO consequen-

te é a sentenga As seguintes equivaléncias podem ser estabetecida

131 A respeito das referéncias apontadas por Tarskterneecho, o ‘XII' é artigd~oundations of the Cal-
culus of System@ARsKI, A.; [1983j]), o (2) e o (4) sdo, respectivamentg actigosFrom the methodo-
logy of the deductive sciencés metodologji nauk dedukcyjnych, Lwow, 1921Yke logical foundati-
ons of teachinglLogiczne podstawy nauczania, Encyclopidja Wychdeuain Warsawa, 1934).
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A sentenca X @ogicamente) derivavel das sentencas da classe & somente
se a sentenga Zlégicamente demonstravel (istoderivavel dos axiomas da logica);

A sentenga X segue-se formalmente das sentengdasie K se e somente se
a sentenga Z aénalitica;

A sentenca X segue-se materialmente das senteagaasse K se e somente
se a sentenca Zwerdadeira.

Das trés equivaléncias unicamente a primeira petir sujeita a certas obje-
¢cOes; cf. 0 artigo XII, pp. 342-64, especialmenté.FEm conexdo com estas equivalén-
cias cf. também Ajdukiewicz, K. (2), p. 19, e @p. 14 e 42.

Em vista da analogia indicada entre as muitas m&sado conceito de conse-
guéncia, apresenta-se a questao de se ndo skmdratduzir, em adigdo aos conceitos
especiais, um conceito geral de um carater relagivae fato o conceito dmnsequén-
cia comrespeito a classe L de sentenc@s.fizermos novamente uso da notagéo prévia
(limitando-nos ao caso em que a claksé finita) podemos definir este conceito como
se segue:

A sentenca segue-salas sentencas da classe dom respeito a classe L de
sentencase, e somente se, a sentenca Z pertence a classe L

Com base nesta definicdo, a derivabilidade irimaidir com a consequéncia
com respeito as classes de todas as sentencasnhegite demonstraveis, a consequén-
cia formal seria consequéncia com respeito a cliss$edas as sentencas analiticas, e as

consequéncias materiais aquelas com respeito s &sdsentencas verdadeiras.”

Fica assim estabelecido o sentidesdetenca demonstravedra Tarski. As sen-
tencas demonstraveis formam um conjuptale sentengas. Quem sdo todos 0os mem-

bros desse conjunto? Aponta Tarski:

[p.182]-3

Dessa definicdo, € facil ver que temos, entre atesgeas demonstraveis,

nao so todas as sentencas que possam ser obtlésodemas do calculo senten-
cial do mesmo modo como os axiomas do primeiro (igto é, aqueles que satis-
fazem a condicaax) da Definicdo 13) foram obtidos dos axiomas daudal sen-
tencial, mas também todos os teoremas conhecidosaldalo de classes nao-
formalizado, desde que eles sejam primeiro tradszphra a linguagem sob inves-
tigacao.

Isto é, pertencem Br todas as sentencas que forem obtidas dos axioanas d
clausula ¢) da Definicdo 13 e mais todos os teoremas de gemlinguagem, desde

gque esses teoremas sejam traduzidos para a lingualgetoL (tradcdo essa que todas
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estas definicbes desde a 1 até esta 17, ensinaatingeisticamente, como funciona).
Podemos ler o) da Definicdo 13 no [p.179]-4. No QUADRO A segeirtemos 0s
axiomas de. e sua traducéo metalinguistitade primeiro tipo (segundo a clausutg (
da Definicdo 13) e no QUADRO B temos a traducaocalimguistica de segundo tipo
(segundo clausulg) da Definicao 13):

QUADRO A - Axiomas de L, traduzidos metalinguisticamente na Defini¢ao 13

Tradugdo metalinguistica

Axiomas de L (notagdo polonesa e moderna mais usual) (Cléusula (a))

Mx,I1x,X,
xa(X1 [ Xq) yrs
nx,nx, rx,,,ANIx,x,ANIX,X,,,1X,X,,, YFy+y

01X X X3(0(Xy [ Xo) (X 0 X3) [ (X1 [0 X3))
Mx,nx,,N1x,,,NANNANIX,X,,,I1X,,X,, JNX,,,,NAIX,X,,,,NaXx,,X,,,,AiX,,,X,
DX X Xa((X1 [ Xg) [ (X2 1) Xg) [ C1Xa(=(Xq [ Xa) [ =(Xo [ ¥+ (y+z)
Xa) [1(X3 [1 Xa)))
Mx,nx,,Nx,,,NANNANIX,,, X, IX,,,X, JNX,,,,NAIX,,,,X,NaX,,,,X,,AiX,,,,X,}
DX DXl X((Xs [ Xq) T (Xg 1 Xo) [ CXa(~(Xa O X1) 0 a(Xs [ ytz+(z+y)
X2) (X4 U X3)))
CXa Xa(TX3 T Xa((2(X3 T Xq) [ =(Xg T %) [T (X3 1 Xa)) O (=(Xe [ Xa) |
T (% 0 %Xa) O (Xa 0 %9)) T CXe{(Xs 1 Xg) 0 Oxe((Xe 1 %) 0 (%6 0 | ¥ ¥ 2+ (@ F 3 +(u+2))
X1) [ (Xe I Xs)))).

QUADRO B - comparagdo de tradugoes metalinguisticas.

Clausula (a) Clausula (b)

yDS nif-j_l

VEI+y (1, =+zs+us

¥+ +z) nlnzuaftm'b,a'ﬂj@"‘@"‘ffa,ﬂ)

FFE+(z+Y) (1., U, e[ | Gr+ma+es)

srz+@ry G| [ L), (@ +matno- @Erms+ius)-[ ] 6+ |,

Com esses axiomas € possivel, aplicandustituicdo, destacamengéintrodu-
céo e eliminacao de quantificador universabter novas sentencas, estas pertencentes a
Pr (isto é,sentencas demonstraveid verificagdo desse fato € vista na metalingogge
pois é ela que descreve os ‘movimentos logicos’ ahtém dos axiomas as sentencas

demonstraveis:

132 para uma traducatescritivo-estruturglver [p.179]-4 neste trabalho.



[p.182]-5

tamos na metateoria, em cada caso particular,\&aprorrespondente do domin
do calculo sentencial ou do célculo de classes.

A fim de nos convencermos disto, im
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o

Isto €, tomamos uma prova feita na linguagem ohljeénvolvendo termos e

sentencgas, ou as classes das sentencas, e trasl@@saoprova para a metalinguagem,

segundo os quadros A e B que vimos acima em [pd8Eksa traducdo nos fornece

uma estrutura metalinguistica que, se estiver @yrraostra como adequadamente se

fez a prova na linguagem objdtqtrata-se de uma explicacdo metalinguistica degpro

ocorrida eml.). Tarski fornece o seguinte exemplo:

[pp.182-183]
Por exemplo, é possivel obter dessa mane
sentengell,(t;; —t;.1) do bem conhecido teoremANpp do calculo sentencial

Traduzindo a prova desse teorehmostramos sucessivamente, pela Definicéo
que

Tl 25 = =t [ (E +(0a + ‘1.1])’

ﬂ1 (‘1-1 i g (E + (g + ) + (Fg + ‘m)))

sdo axiomas; consequentemente pela Def. 15

ﬂi (E +(tgq T tgq) + (o= fn}J

grau da classe de todos o0s axiomas. Assim, pedés D6 e 17/1,(17; Tt11) €
uma sentenca demonstravel.

E uma consequéncia de 1°. grafl£;; — i;; ) € uma conseqiiéncia de segur

raa

13,

do

A referéncia (90) daota de rodapé Heste [pp.182-183] indica a literatura ja

explicada na nota 16 neste trabalho. O teoreiiNpfi € lido em linguagem moderna

mais usual comep [1 p. Podemos interpretar esse exemplo de Tarski cagoes

(compare com quadros A e B de [p.182]-4, lembraa® neste exemplo de Tarski s6

h& uma Unica variavel nas expressdes que composemntesicas, de modo que= Vv, =

V3 = V4 = V5 = Vg):

Sabendo que

Axioma 2.y +yv +y



Axioma 3:¥ + (v + z)
Axioma 5y +z + [14: +v+(u+t z:I}

temos

Loy (frg Flag F lyg Jeremrmmimmimirinnseee s Axioma 2
(H: (e + 14 1)) ....................................................... Axioma 3

3.N ( i+t (¢11 (e +tq4) + (A1 + 4 1))) ..... Axioma 5
(Ln (VR R Ceu Ty ) N 1,3, ModusRas

(670] 010l (VST o) P (I o YT U 2,4, Modus Ponens

As linhas 1, 2 e 3 sdo consequéncias de gradiGhA 4 é consequéncia geau
1 (ap6s uma operagdo, no casodus ponense a linha 5 é consequéncia giau 2
(ap6s duas operacgdes, no caso dwslus ponensComo a linha 5 é consequéncia de

axiomas, entao é teorema.

2. Discusséo a respeito da natureza existencial dmgomas metatedricos
Tarski conclui do exemplo dado por ele préprianportancia as suposicoes de

natureza existencial:

[p.183]-1
Por meio de exemplos de tais inferéncias, podetaginar as dificuldade
gue imediatamente surgiriam se desejassemos elintios axiomas da metateorig,
as suposicdes que sao de natureza existencial.

Tais suposicdo sdo aquelas que permite dizer, coomnexemplo dado por
Tarski, que existe a sentenca feita de expresséesnth Unica variavel. O carater
existencial presente nos axiomas esta claro nagssdes do tipo ‘existe uma sentenca
etc.’, ou ‘existe uma variavel etc.’, ou existelasse de sentencas etc.” Assumimos
certas existéncias postulares basicas, isto épseva-las. E isso € importante para se

garantir a existéncia de sentencas mais compl@&saski aponta duas dificuldades que
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surgiriam da eliminacdo do carater existencial @essxiomas. O primeiro (que ele ndo
considera de grande importancia) € que os axio@agarantiriam, por exemplo, que a

sentenca verdadeir@bjeto do trabalho de Tarski que vimos comentaedista.

[p.183]-2

O fato de que os axiomas ndo mais garanti-

riam a existéncia de algumas sentencas particulangs demonstrabilidade desg-
jamos etabelecer, naé muito relevante

Mais importante Tarski considera esta segundeutiifade:

[p.183]-3

Muito mais importante é o fato de que, mesmo

supondo a existéncia de alguma sentenca concrmataripmos ser incapazes de gs-
tabelecer sua demonstrabilidade; uma vez que,owappoderia ser necessério fa-
zer referéncia a existéncia de outras sentencase@m mais complicadas, (como
se depreende da prova do teorenf; + 1) [ Pr que foi esbocada acima).

Ou seja, se ndo ocorresse Nos axiomas certa ratexestencial postular, seria
impossivel estabelecer a demonstragcdo de uma santiemonstravel que sabiamos
existir (porque sua existéncia deveria ser tambémoastravel a partir de nocdes

existénciais postulares nos axiomas, mas que fetgprimidas). Isso é feito por meio

de cadeias de sentencas mais complexas que osaax@que a sentenca demonstravel.

Nao havendo carater existencial nos axiomas, néia gestificavel um existéncia
gratuita das sentencas mais complexas que ante@dentenca demonstravel durante
a prova. Para procedermos a uma prova adequadanessgssario em algum momento

fornecer existéncia as senterncas usadas nos iEsposva:

[p.183]-4

Enquanto estamos lidar

do com teoremas especiais do tigo ' Pr’, podemos tomar medidas para fornecer
a essas declaracdes premissas que garantam aneisistas sentencas necessarias
a prova.

A generalizacdo da existéncia seria muito difexid, do mesmo modo, se
fossem eliminadas a natureza existencial dos axoAmgeneralizar, fazemos com que
0 carater que se tinha devido a cada individuo diqa ser valido para todos os

individuos pertencentes a classe daqueles indisidu@atureza existencial se dilata de
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uma nogdo de individuos para uma nogdo da existétei um conjunto desses

individuos. As dificuldades seriam imensas:

[p.183]-5

As difi-
culdades seriam incrementadas significativamenpassassemos a declaracdes de
carater geral, que afirmam que todas as sentemcasrtb tipo sdo demonstraveis
— ou, ainda mais geralmente, sdo consequénciamdedada classe de sentengas.
Seria entdo frequentemente necessario incluir estneremissas suposicdes exis-
tenciais gerais que ndo seriam mais fracas qudasqgee, por razdes intuitivag
tinhamos eliminado dos axiomas.

% |sto é facilmente notado a partir dos exemplos Besremas 11, 12, 24 e 28 no § 3.

Isto é, eliminadas as suposi¢des existenciaigutares na base axiomatica,
seriamos obrigadas a reintroduzi-las, durante gapmwas sentencas mais complexas
que os axiomas, de modo contraintuitivo: se a salgide dos axiomas néao
justificariam o carater existencial, a complexiddds sentencas posteriores ndo poderia
de modo algum aceita-lo.

A nota de rodapé 2 neste trecho [p.183]-5 citacexemplo os teoremas que

serdo trabalhados mais adiante, na parte tercesta trabalho de Tarski.

3. Tratamento existencial da Definicdo 17: problema solugéo
Tarski aplica a discusséo a respeito da eliminalgioatureza existencial nos

axiomas sobre a teoria envolvida na definicao & diz:

[p.184]-1
Por essas razfes o ponto de vista que se pode tomale que a Def
17, no caso de as suposicOes existenciais sejaiawfs, ndo mais abarcaria
todas as propriedades que conferimos ao conceiteatema O problema de
uma ‘correcao’ adequada da definicdo acima entédewanta. Mais precisal
mente expresso, seria a questdo de construir ufmagi® deteoremaque se-
ria equivalente a Def. 17 sob a suposicdo exis&nzique — independente
mente dessas suposi¢cdes — tivesse como consegsi@éod@s os teoremas do
tipo ‘se a sentenca x existe, entao ®r’, desde que o teorema correspondente
‘X [1 Pr pudesse ser provado com o auxilio das suposie&esenciais. Vou
apresentar aqui um breve esboco de uma tentativasiéver tal problema.
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Assim, eliminadas as suposic¢des existenciais ggaxmas o problema se re-
sume a este: como construir uma definicadedeema(semelhante a definicdo 17) e
durante a construcao ir introduzindo suposicoestenciais a medida que forem ne-
cessarias e, no fim, tal definicdo ter por conseqgi@todos os teoremas que determi-
nam que uma sentenca, se existe, € demonstrawele(dpie a demonstrabilidade da
sentenca use das suposi¢cOes existenciais intrafuam longo da construcdo da defi-
nicao deteorema? Tarski propora uma solucéo a esse problema.

O primeiro passo tomado por Tarski é fazer notalacdo que h& entre a me-

tateoria e a aritmética dos nimeros naturais:

[p.184]-2
Pode-se mostrar facilmente que o sistema axiomaiiado na metaj
teoria possui uma interpretacdo na aritmética domsaros naturais.

Isto é, o sistema axiomatico gpode ser equiparado estruturalmente a aritmeé-
tica dos naturafé®. Como Tarski ir& explicar em seguida, nimeros raiucorres-
pondem a expressdes émoperagdes nos naturais correspondem a operacoés em
Isso permitira construir o conceito dgiomarelacionado a uma aritmética dos natu-

rais.

133 Uma aritmética dos naturais tem as seguintes afsiicas (que poderiamos dizer ser uimgua-
gem de primeira ordem para a aritmétjca
e Foérmulas: acerca dos nimeros naturais e d&X {sema e produto)
* Vocabulario:
o Nomes:0el
0 Simbolos de relacdo: =, < (binarios)
0 Simbolos de funcao: +X% (binarios)
« Notacdo: infixa para funcdes e para predicados
e NuUmero de individuos (de niumeros) € infinito:
o 0,1, (A+1), (1+1) +1), (((1+1) +1) +1) ...
» Definigdo indutiva dos nimeros
(1) 0 e 1 sao numeros
(2) Se t e £ sdo numeros, (i t,) e (& X t;) sdo nUmeros
(3) N&o ha outros numeros para além dos constreigos(1) e (2)
e Foérmulas atomicas: com predicados < e =
0 (1X1)<(1+1)
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[p.184]-3

Pode-se es;

tabelecer uma correspondéncia um a um entre ex§Eess numeros natura|s

na qual as operacfes sobre os niumeros com as mesamgedades formais

sao correlacionadas com as operacgdes sobre expses3é considerarmos efs-

sa correspondéncia, podemos escolher, da class®lde os numeros, aqueles

gue sdo correlacionados com sentencgas; entre estta@sio 0s numeros 'prim
tivos'.

U7

Obviamente, se a cada numero natural existentenposl relacionar uma ex-
pressao enk, alguns desses numeros naturais serdo relaciorsadestencas (pois
sentencas sao expressodes). Os critérios que separaantencas das expressdes cor-
respondem a operacdes dentro da aritmética queasems numeros naturais corres-
pondentes a sentencas dos outros niumeros natyuais§ correspondem a expressoes
nao-sentenciais). Claro que, assim como entrerdsrggs encontram-se 0s axiomas —
que sdo as mais primitivas sentencas — havera esges nameros separados dos ou-
tros os ‘nameros primitivos’, relacionados aos mas de..

Tendo idéia de como obter axiomas, pode-se caraaitlacionalmente (como

se esta fazendo entcee 0s naturais) a caracteristica de wo@sequéncia

[p.184]-4

Podemos in-

troduzir o conceito de uma ‘consequéncia’ de umdadelasse de numeros, g,
finalmente, definir os numeros ‘aceitos’ como ‘cegeéncias’ da classe de
todos os nimeros ‘primitivos’.

Assim, se podemos tomar outro natural e dizer dedegundo operacdes arit-
méticas — que ele é ‘aceito’ como resultado deosuttimeros naturais (em especial
dos nameros ‘primitivos’), uma vez que esse nuneeito’ corresponde a uma sen-
tenca, essa sentenca é consequéncia das senteagagmgsponde aos ‘primitivos’ do
qual o numero ‘aceito’ é resultado das operaco@&ticas — isto €, esses ‘primiti-
vos’ sdo axiomas. Obviamente as operacgfes aritasédanbém correspondem as ope-
racdes que permitam obter a consequéncia corregptendo namero ‘aceito’ a partir

daquelas sentencas primitivas que cabem aos nurpeiragivos’.
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[p.184]-5

Se eliminarmos agora dos axiomas as suposi¢cOetengiais,

a cor-relacdo um a um desaparece: a toda expresg@esponde ainda urj
namero natural, mas ndo a todo nUmero uma expressao

=)

De fato, antes de eliminarmos as suposi¢des exisis, se escolhéssemos a-
leatoriamente um numero natural nessa corresporaénta a um, fatalmente existi-
ria uma expressao correspondendo aquele nimera@#@oo nimero ou seria ‘primi-
tivo’ ou seria ‘aceito’ e poderiamos dizer paraeasimeraa existe uma expressad.
Mas eliminada essa suposicao existencial, ndo poslemais dizer — dado um nimero
natural arbitrario qualquer escolhido ao acasorderg naturais, se esse dado numero
€ do tipo ‘aceito’ — que existe uma sentenca qeergsequéncia e que corresponde
aguele numero natural ‘aceito’ arbitrariamente #sdo.

Ha& solucao para essa dificuldade, porém, ao mga@sse garantir a existéncia

de teoremas:

[p.184]-6

Porém, podemos ainda preser-

var 0 conceito previamente estabelecido de numaceito’ e definir os teo;
remas como aqueles que sao correlacionados comroaraeeitos’.

Assim, apesar de nao haver garantia de que paiguwgar nimero haja uma
expressado, ou para qualquer operacao entre os osiin@uma operacdo dncorres-
pondente, ainda assim podemos dizer que existenenodnpara cada expressao e, por
conseguinte, se as sentencas forem consequénaias, @ numeros correspondentes

serdo ‘aceitos’. Tarski explica:

[p.184]-7

Se tentarmos

com base nessa nova definicdo, provar que umarsgnteoncreta € um teq
rema, ndo mais seremos compelidos — como se paidenémte verificar — a
fazer referéncia a existéncia de quaisquer ougatescas.

Isto acontece porque se tivermos uma sentencésermos saber se ela é teo-
rema, basta procurarmos pelo seu niumero natunasmmndente e observarmos se ele
€ ‘primitivo’ ou ‘aceito’. Se for ‘aceito’, as opagdes que fizeram do namero natural
um ‘aceito’ correspondem as operacdesleque fazem da sentenca uma consequén-

cia a partir de axiomas.
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Isso, porém, ndo livra a nova definicdo de todoproblemas:

[p.184]-8

Nao obstante, a prova vai requeter

ainda - e isso deve ser enfatizado - uma hipotesdescial: a suposicao d

gue existem suficientemente muitos nimeros natuais- 0 que resulta n
mesmo — suficientemente muitos individuos distintos

)

Ocorre uma inversao de caracteristicas do conjéites, quando se aceitava
nos axiomas suposi¢cdes existenciais, uma relacéa wm com o conjunto dos name-
ros naturais queria dizer geaistia uma expressao para cada numero natupalan-
do essas suposi¢cdes foram — hipoteticamente —nsigias, ndo havia mais garantias
de que todo nimero natural corresponderia a umaessgo, porém agora se tem que
existeum numero natural para cada expressébma vez que dois numeros naturais
quaisquer sao distintos, serdo também distintasquer duas expressoes.

Bem, sabemos que ha infinitos nimeros naturaiggnPma situacdo em que
sabemos que ndo ha como garantir que haja umass&oreara cada niumero natural,
mas que ha um numero natural para cada expressi® ocorre se em uma lingua-

gem o numero de expressodes for infinito? Tarskitaagssa possibilidade e avisa:

[p.184-185]

Assim, para derivar da nova definig&o

todas as conclusfes desejadas, seria necessdld im& metateoria o axioma
dolinfinito, isto é, a suposicdo de que a classéodes os individuos é infinit
ta.

L Cf. Whitehead, A. N., e Russell, B. A. W. (90),lv@, p. 203.

Como o proprio Tarski citou em nota de rodapéengecho Kiota de rodapé n°
1)*** essa foi a solucdo de Russell e Whitehead parstreir a sua linguagem de

primeira ordem. Mas lidar com teorias infinitarss essa perspectiva é dificil tarefa:

[p.185]-1

Néo
conheco nenhum método, seja ele ainda menos nauredis complicado d¢
gue o que vimos discutindo, que leve a uma solsgisfatoria do nosso prg
blema e que seja independente do axioma acima.

134 A respeito da referencia feita por Tarski a Russ&Vhitehead, Ver nota 31 neste trabalho.



Neste ponto Tarski encerra a discussao a respaitmportancia da suposicéo

existencial nos axiomas de um sistema camo

4. A nogéo de inferéncia
Tarski, como se procedesse a um parénteses, deatguestdo — muito

brevemente — d@nferéncia como parte intrinseca aos processos de constagsio
teoremas. Ele diz:

[p.185]-2
Em conexdo com o0s conceitos de consequéncia eodenmea, mencio-
nei as regras de inferéncia.

Cabe aqui um comentario geral a nocao de infea€Bizemos que ocorre uma
inferéncia quando uma proposicdo é alcancada (ou obtida) cposa de certas
operacgdes feitas sobre outras. E comum dizer qogilase umvalor a partir de um
argumento No casoyalor € a proposicao atingidaaegumentoas proposi¢cdes sobre as
quais as operac0Oes trabalharam para se chegat@oAssim podemos entender que 0
argumentosao as premissas (proposicées dadasya@a é a conclusdo (proposicao
obtida, atingida). E 6bvio que se temos uma coéolaspartir de um conjunto vazio de
premissas, entdo temos um axioma. Espera-se seuprema regra de inferéncia seja
efetiva, isto €, seja capaz de extrair uma conoldgdum conjunto dado de premissas
(em outras palavras, seja capaz de extrair umarsgntde um conjunto dado de
sentencgas, ou uma consequéncia de um conjuntotingas).

Tarski, sabendo dessa natureza das inferénciggleen que cabe sobre
inferéncias em seu trabalho como segue:

[p.185]-3

Quando temos em mente a construcao da proépria ¢ién-

cia dedutiva, e ndo a investigacdo de tal ciéneisehda na metateoria, da-
mos, em lugar da Def. 17, uma regra pela qual podeadicionar a ciéncid
como teorema, toda consequéncia dos axiomas.

Em outras palavras, toda consequéncia passa arf@nestrutura da ciéncia
dedutiva e pode ser usado em provas futuras. Tapskita qual 0 mecanismo que faz

uma consequéncia ser um teorema: trata-se danofar® diagrama seguinte explica o
que ocorre:

184



inferéncia

Sy S5, 93 Sy Sh consequencia

" -1 o) |

N

1

$1 s 2 S“ TEOREMA
Figura 15.1 — o conjunto de uma inferéncia a partir ~ de sentengas resultando em uma consequéncia éumt eorema. De modo

resumido, a consequéncia passa a ser chamada  teorema, indicando que foi obtida a partir de algumas (ou todas) as sentencas
da classe.

As regras de inferéncia que déo origem aos teadonam divididos por Tarski

em quatro operacgdes:

[p.185]-4

Em nosso caso, essa regra pode ser divididg em

guatro regras — correspondendo as quatro operapfesisamos na constry-
cdo de consquéncias

Essas quatro operacdes sdo as que vimos: sutititidestacamentonpdus
ponen$, introducéo e eliminagédo de quantificador.

Com este ultimo comentéario a respeito das regeami@réncia, Tarski pode
construir conceitos mais complexos, necessariasinicio de sentenca verdadeira, 0s

conceitos desistema dedutiya@onsisténcia completude
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CAPITULO 9

SISTEMA DEDUTIVO, CONSISTENCIA E COMPLETUDE

Até aqui — estabelecidas as definicdes desde miCfd 1 até a 17 — existem
agora elementos suficientes para trés definicfes sfio importantes para tornar
eficiente a descricdo que a metalinguagem pode fazemostrar como € escrita a
linguagem de primeira ordem (linguagem objejo sistema dedutivo, consisténcia e

completude. Tarski escreve:

[p.185]-5

Por meio dos conceitos de sentenca e de consequéodos os conceit

tos metodoldgicos mais importantes podem ser inzatbs na metateoria, em
particular, os conceitos de sistema dedutivo, desisténcia e de completude.

2 Cf. pp. 70, 90, e 93 do presente volume

Daqui em diante sera fornecida a metateoria umarferntal l6gico amplo o
suficiente pora dar conta de definicbes importamtestro da linguagenk, até o
objetivo final, que é a da definicdo sientenca verdadeira

Como diz anota redopé 2Tarski considera suficiente como teoria introdatéd
dessas definicdes o que se Ié nas paginas 7003de artigd-undamental Concepts of
the Methodology of the Dedutive Scien€bsrski, A.; [1983d]), presente na coletanea
Logic, Semantics, Metamathematics — papers fron8 18621938 Nesse artigo Tarski

(TARSKI, A.; [1983d], p.69) escreve semelhantemente a pst8%]-5:

“Com auxilio de dois conceitos da secdo anteriegde81 — sentencas signifi-
cativas; consequéncia de conjuntos de sente(iasski, A.; [1983d], pp.62-69)], a-
queles de sentenga e conseqiiémpiase todos 0s conceitos basicos da metateoria po-
dem ser definidos; na base do sistema axiomatido,dgrias propriedades fundamen-

tais desses conceitos podem ser estabelecidas.”
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Passemos, entédo, segundo o sugerido por Tarstidae esses pontos introdu-
térios segundo esse artif@ndamental Concepts of the Methodology of the Deslu
Sciencesde 1930.

1. Definicdo desistema dedutivo

Em seu artigé-undamental Concepts of the Methodology of the Degl&cien-
ces de 1930, Tarski (ARskI, A.; [1983d], pp.69-70kxplica sobre os sistemas deduti-
VOS:

“Em primeiro lugar uma categoria de conjuntos eetencas particularmente
importante sera destacada, nominalmentsisismas dedutivo§odo conjunto de sen-
tencas que contenha todas as suas conseqiiénbasiado de ursistema dedutivmu
possivelmente ursistema fechad®u simplesmente usistema

“Sistemas dedutivos s&o, por assim dizer, unidadgnicas que formam o as-
sunto das investigacfes metamatematicas. Variasriarmies nogcdes, como consistén-
cia, completude, e axiomatibilidade, que encontnaena sequéncia, sao teoricamente
aplicaveis a quaisquer conjuntos de sentencasnmasatica sao aplicadas principal-
mente aos sistemas.”

Fica estabelecido assim que o que se entendagtema dedutivé um sistema
fechado constituido de sentencas e de consequé&lesaas sentencas, por iSso € uma
unidade organicaA consisténcia, a completude e a axiomatibilidséle especialmente
aplicados a esses sistemas fechados.

Tarski (TARSKI, A.; [1983d], p.70) da uma definicdo de classe de@gws siste-

mas (sistemas dedutivos) e um simbolo para signiéissa classe:

“A classe de todos os sistemas é denotada pelkinG’
DEFINICAO1.G=%[Cn(X) S X = ST

Temos que ‘G’ é o conjuntié de todas as class¥sde sentengcas em condi¢cdes
de atender a exigéncan(X) [ X [1 S Lembrando queCn(X)' denotaconsequéncias

de X ‘X' denota umalasse qualquer de senten@s$S a classe de todas as sentencas



Essa definicdo fica bem visualizada quando queresansas caracteristicas de uma
classeA qualquer de sentencas que é candidata a pert@hGe(TARSKI, A.; [1983d],
p.70)1*

“TEOREMA7. Em vista de quA [ G, é necessario e suficiente qtEA) =A [ S, [Def. 1,
Ax. 2]

Em vista disso, passemos a Definicdo 1&dacept of truth in formalized lan-
guagesartigo que motiva os comentarios deste nossaltrapque € a definicdo des-

tema dedutivp

[p.185]-6
DEFINIGAO 18. X é umsistema dedutivee e somente sen(X) O X O S.

Um sistema dedutivo, entdo é caracterizado comanfunto das sentencas que
contenha suas proprias conseqiiéncias. E 6bvio, gonus na Definicdo 15definicéo
de consequéncia de n-ésimo graer [pp.181-182]) qu& é um conjunto que cresce
continuamente, mas sempre ¢€ finito. Demais comestaresta Definicdo 18 seriam re-

dundantes aqueles que fizemos para a definica@’desta acima.

2. Definigao deconsisténcia

Nanota de rodapé Zue vimos em [p.185]-5, Tarski considera comocsetiite
para introducéo do tema as idéias basicas solwyeamnle consisténcia Gmndamental
Concepts of the Methodology of the Dedutive Scefiearski, A.; [1983d], p.90):

“Um conjunto de sentencas é chamado consistentécsé equivalente ao con-
junto de todas as sentencas significativas (oupetnas palavras, se o conjunto dessas

consequéncias ndo contém como elementos todastescas significativas)-*

135 Nao daremos a prova do teorema aqui, apesar dkiTralicar os passos para a prova (como se |é en-
tre colchetes na transcricdo deSEOREMATY). A partir dessa definicdo de ‘G’, dos axiomae@emas
prévios apresentados no mesmmdamental Concepts of the Methodology of the Beal$ciencesde
1930, Tarski tira um grupo importante de teoremasspeito da relacdo enttm e S, que ndo exporemos
aqui por ndo ser o objeto deste nosso trabalho.

13 A esta exposicdo prévia, Tarski acrescéhtaski, A.; [1983d], p.90):
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Tarski define (Rrski, A.; [1983d], p.91), em linguagem formal, a nocao de

consisténciacomo segue:

“Denotando a classe de todos os conjuntos contasteor ‘W’ nds obtemos
DeFINICAO6. W = B@© — Uq(S).

Onde B é o conjunto independente que é equivalente afumim S (e por isso é
chamado déase de5) e UgE) indica o conjunto de sentencas equivalene A defi-
nicdo 6 acima aponta que € consistente o conjunsedtencas cujo complementar seja
um conjunto de sentengas equivalentes a ele.

Tarski (TARsKI, A.; [1983d], p.91) propde um teorema que expOe aredls ca-

racteristicas dessa definic&o:

“TEOREMA45. Para qué [1 W, é necessario e suficiente el SeCn(A) £ S.
[Def. 6, Teors 10, 14.”

Isto é, é consistente 0 conjunto que ndo tem CORPERS.
A partir destas no¢oes introdutorias, passemosfaifao 19 vista n&Concept

of Truth in Formalized Languages

[p.185]-7
DEFINIGAO 19. X é uma classe de sentencassistentese e somente S€[]
Se se, para toda sentengau x 0 Cn(X) oux] [1 Cn(X).

“De acordo com a definicdo usual, um conjunto déesgas é chamado consistente se
ndo ha sentencas que junto com suas negagfesgpentas conseqiéncias desse conjunto. Nos-
sa definigdo entdo diverge da usual, e de fataurmnoarater muito mais geral uma vez que o co-
nhecimento do conceito de negacao néo é pressypostequentemente esta definicdo pode ser
aplicada a todas aquelas disciplinas dedutivas wmogconceito de negacao é ou inteiramente
suprimida ou pelo menos ndo sao exibidas as pdgites usualmente atribuidas a ele. Entretan-
to, as duas definicdes de consisténcia provamosgvadentes para todas aquelas disciplinas que
séo baseadas sobre o sistema ordinério de cikntensial.”

137 N&o daremos a prova do teorema aqui, apesar gki Tratticar os passos para a prova (como se lé en-
tre colchetes na transcricdo deEf®REMAAS).



Esta definicdo claramente informa que é consistergistema dedutivo que ndo

tem contradi¢des entre suas consequéncias.

3. Defini¢cdo decompletude
Como o anterior, também mata de rodapé 2jue vimos em [p.185]-5, Tarski
considera como suficiente para introducdo do quensande pocompletude que se 1€

no Fundamental Concepts of the Methodology of the Desllbcienceg§TARSKI, A.;
[1983d], p.93):

“Por dominio de decisédo conjuntoA de sentencas nés entendemos ser o con-
junto de todas as sentencas que séo ou consequédegiau que, quando adicionadas a
A, compde um conjunto inconsistente de sentencascdiointo de sentencas € dito ser
completoou absolutamente complet® seu dominio de decisdo contém todas as sen-

tengas significativas.”

Isso é suficiente para entender a base da nocaondgletudeque a Definicdo
20 noConcept of Truth in Formalized Languaggser explicitar:

[p.185]-8
DEFINIGAO 20. X € uma classe de sentencampletase e somente s€(1 S
e se, para toda sentengaux [1 Cn(X) oux] [] Cn(X).

Ou seja, é completa a classe que possl@sas suas consequéncias e nenhuma
negacéao delas.

4. Definicdo desentenca equivalente

A ultima definicdo dada por Tarski nesta parte dig@ € a desentenca equiva-
lente Ele ndo indica um texto prévio para introduzimogdo de equivaléncia sentencial,
mas a definicdo segue raciocinio bastante intuitivo

[p.185]-9
Na sequéncia temos outro conceito que se proudra u
DEFINICAO 21. As sentencasey sdoequivalentegom respeito a clas3ede
sentengas se e somentxseS y [1 S X [] Se tantox ! +y [1 Cn(X) quantoyl] + X
11 Cn(X).
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Dentro da classX de sentencas ha duase y, equivalentes (isto €, permuta-
veis), se ou uma ou a negacao da outra pertencemanto das consequéncias Xte
em outras palavras, nao pode ocorrer que a negagaima e a outra apareca junto entre
as consequéncias: isso seria uma contradicéo gpie féeterminado pela Definicao 19.
Tarski acrescenta, a titulo de encerramento dddepnaticas discutidas:

[p.185]-10
Uma andlise mais detalhada dos conceitos intradszinesta secap
excederia os limites do presente trabe

Assim Tarski encerra a se¢cao segunda de seu @tigoept os Truth in Forma-
lized Languagespassando, na secao terceira, para o objetivoatelet seu artigo: a de-
finicdo desentenca verdadeira.
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CAPITULO 10
T-CONVENCAO

O titulo que Tarski escolhe para introduzir aggecparte de seu artigo de 1933,
Concept of truth sentence in formalized langua@égeto de nosso trabalho) € como

segue:

[p.186]-1
83.0 CONCEITO DESENTENGCA VERDADEIRA NA LINGUAGEM
DO CALcULO DE CLASSES

Revela que ele situa nesta terceira parte a datninais importante, a ¢en-
tenca verdadeiraEle buscara construir as ferramentas metalingasstiapazes de dizer
de uma sentenca do célculo de primeira ordem delingaagemlL que ela &erdadei-
ra.

O projeto de Tarski da construcdo de uma linguadermal e de uma
metalinguagem capaz de traduzi-la € processo, comas, meticuloso que pode ser
resumido no seguinte roteiro:

* 1°) Escolha e estabelecimento de um conjunto dbaa®s necessarios para se
construir uma linguagem. Construimos entdo umaiéiggm objetd fornecen-
do a ela constanted (I, N I1) e variaveis (x, X,, X,,, ...), Um sistema axiactt
(os cinco axiomas do sistema Russell-Whiteheadjna tegra de inferéncia
(Modus Ponensu destacamento).

» 29 Estabelecimento de sinais e simbolos metaktignas que poderdo
representar as relacdes entre os simbolos da ipguéEm outras palavras, para
a linguagem objeth construimos umanetalinguagem Lbue € capaz de dizer
qual o modo correto de escrever cada sententaed#e descrever como as sen-
tencas dé se relacionam.

» 39 Para isso a metalinguagem tem traducdes dataces e variaveis de(ver
QUADRO Il no fim do Capitulo 2), e por isso temasuproprias expressoes,
seus axiomas e suas regras de inferéncia (a fimadezir e ensinar a escrever

adequadamente a linguagem objetoOs cinco axiomas metalinglisticos foram



dados no [pl73]-6 até [pp.173-174]. As quatro regta inferéncia da metalin-
guagem foram dadas no [p.180]-3 até [p.181]-6. héomlos esses axiomas e

regras de inferéncia, estabelece-se quais relagéeg® traduzidas para a

metalinguagem, isto é:

a. Estabelecimento de certas operagdes no conjunto edpsessoes:

inclusdo, negacdo, soma logica, produto logico, rdif@acdo universal
e quantificacao existenci@dlefinicoes 1 a 9)

Ficou estabelecido como a metalinguagem descreestraitura das
senbtencas da linguagem, por meio dos natesesritivo-estruturaisque
usou de simbologia especial (simbolos de constagtés, sm un, e 0s
simbolos de sucessdo’‘colocados entre os simbolos de variawgis k

[ [J — ou de variaveis e constantes, desde que suaspsiv

As transformacgdes enunciadas em (a) conservamraugat descritiva
das expressbes, mas sao feitas por acréscimo dagsiehbolos que
denotam as operacdes. O simbolo acrescido aoslesrdas expressoes
cria uma relacéo nova que se chdorggao sentencigldefinicdo 10).

Em seguida, definiu-se o queséntencgdefinicdo 12) a partir do que se
estabeleceu comdéuncao sentencialdefinicdo 11). Agora podemos
estabelecer a seguinte relacdo segundo essalteguistica de Tarski;

QUADRO 1 - Relagdo Linguagem/Metalinguagem

Linguagem L Metalinguagem L’

expressoes
o ope o ~ 1138
(significativas ou nao)

M. x; +x, nomes descritivo-

estruturais
(unlJvy)Ism)Iv,)[Iv3)

Exemplo:
Mx,Ax,x,

tradugdo/interpretacdo
(s6 para expresdes

para todo x;, X1 OuU X; significativas,

denominadas

139
sentengas)

138 Expressées ndo-significativas podem ter seus ndesesitivo-estruturais, obviamente nomes sem

sentido.

139 Expressdes ndo-significativas ndo tém tradugem-interpretacdo, obviamente.
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e. As sentencas tém caréater especial conforme seu hgaliscurso. O
primeiro caso de sentenca especial que € necessapecificar
(identificar) é o dexioma(definicdo 13).

f. A partir dos axiomas, aplicando-se as regras daéntia, serdo obtidas
novas sentencas. Por isso definiu-se o geengéenca obtidgdefinicdo
14).

g. As sentencas obtidas a partir dos axiomas tém mximmas certas
relagbes em um processo onde transformacgdes staessis axiomas e
aplicacOes das transformadas, novamente, com osasgj dao origem a
uma cadeia l6gica que leva dos axiomas as sent@n¢@ms. A iSSO
chama-seonsequénciédefinicbes 15 e 16).

h. A consequéncia, sendo derivada de uma cadeia gaed$ axiomas as
sentencas obtidas a partir deles, faz dessas gasatebtidasentencas
demonstraveidgsto é teoremagqdefinicdo 17).

i. Por fim, o conjunto dessas sentencas — axiomas @$encas
demonstraveis — constréi o que denotarsistema dedutivgdefinicdo
18) que é, em si, a teoria a respeito daquilo dumyaagem descreve.

Esse ‘roteiro breve’ aponta o caminho seguido pompEOCesSso necessario para

7

a definicAo do que é uma sentenca verdadeira ngsaljens formalizadas. Assim
Tarski abre as discussoes:

[p.186]-2

Passo agora ao problema principal deste artigaenatrucdo da defi

nicdo desentenca verdadeirea linguagem do calculo de classes ainda sgndo
0 objeto de investigacé

Este resumo, entdo, serve de apanhado introdytér nos situarmos ante a
problematica dentro do calculo de classes que maiprimeira discussao de Tarski
logo no inicio da secao terceira: porque a Defmit@ ndo serve como definicdo de

sentenca verdadeira?
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1. A Definicdo 17 ndo cumpre a tarefa de definisentenca verdadeira
Tarski reconhece que uma leitura muito rapidadidmicoes que permitem o
metacalculo — vistas nos ultimos capitulos — lamara tomar a EFINICAO 17 como

uma definicdo adequada de sentenca verdadeira:

[p.186]-3

Pode parecer, a primeira vista, que até o presesttggio de nossa dig
cussdo, o problema possa ser resolvido sem adisiaiifdculdades, que ‘sen
tenca verdadeira’ com respeito a linguagem de uidacta dedutiva formali-
zada signifigue nada além de ‘teorema demonstraeelque, consequente
mente, a Def. 17 ja é uma definicdo de verdaddém aisso, uma definicap
puramente estrutural.

O que atrai na Definicdo 17 é justamente satéter estrutural a sentenca
verdadeira seria aquela que fosse consequéncianjinto detodos os axiomassto €,
seria estruturalmente composta pelas expresséemaixtas e sé por elas. Como 0s
axiomas nao necessitam de provas (sao triviaispoéeriam dar consequéncias falsas.
O resultado seria uma consequéncia verdadeira.

Além disso, mesmo trabalhando apenas com linguadgemsais e suas
metalinguagens (que € o caso do trabalho de Tams&g se pode admitir que sdo
verdadeiragpenas as sentengcas demonstravesssentencas simples, axiomaticas, sao
admitidas verdadeiras sem provas. Assim, 0s axig@assentencas verdadeiras cuja
demonstracao é trivial, isto €, ndo ha demonstrpeé® os axiomas, que sao sentencas
verdadeiras.

Em seu artigo/erdade e Demonstracguara a revista entific American de
1969, Tarski d4 uma teoria basica que impede rediwisentencas verdadeiras as
sentencas demonstravei\gBKI, A.; [2006], p.230):

“A simplicidade intrinseca as nocdes de demonstrag@mal e de
demonstrabilidade formal tera aqui um papel basimos, (...), que o significado
dessas nocBes é explicado essencialmente em telanoartas relacdes simples entre
sentencas prescritas por umas poucas regras densteagdio: o leitor pode lembrar-se
aqui da regra dmodus ponendAs relacdes correspondentes entre nimeros engaste
sdo igualmente simples; na verdade, elas podemcaracterizadas pelas mais
elementares operacoes e relagfes aritméticas cdig@oamultiplicacdo e igualdade —

portanto, em termos que ocorrem em nossa teotiaéiita. Como consequéncia, o
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conjunto dos numeros demonstraveis pode tambéncasacterizado nesses termos.
Pode-se descrever sucintamente o que foi tradud@lametalinguagem para a
linguagem-objeto.

Por outro lado, a discusséo da nocéo de verdadm@nagens comuns sugere
fortemente a conjectura de que, para a definicieed#ade, tal traducdo ndo pode ser
obtida; caso contrario, a linguagem-objeto mosteaia, num certo sentido,
semanticamente universal e o reaparecimento daoamt do mentiroso seria iminente.
Confirmamos essa conjectura monstrando que se jandordos numeros verdadeiros
pudesse ser definido na linguagem da aritmétiemtimomia do mentiroso poderia ser
realmente reconstruida nessa linguagem. Uma vdretamo, que estamos agora
lidando com uma linguagem formalizada restrita,ninamia assumiria uma forma
mais complexa e sofisticada. Em particular, nenhexrpaesséo possuidora de contetido
empirico, tal como ‘a sentenca impressa em talrlugae tomou parte essencial na
formulacao inicial da antinomia, apareceria na nimrenulacdo. N&o entraremos aqui

em maiores detalhes.”

O logico Leon Henkin, em seu artiyerdade e Demonstrabilidadaponta de

forma bastante didatica esse pontaNKiN, L. [1979] pp.63-64):

As linguagens artificiais inventadas pelos l6giotstematicos a fim de servi-
rem de suporte para as suas teorias dedutivasifofonam, justamente, as que interes-
saram a Tarski, quando desenvolveu a sua defidiederdade. Empregando a defini-
¢ao e aplicando-a aquelas linguagens que foramasieom olhos voltados para as teo-
rias matematicas, é facil evidenciar que todo agiénuma sentenca verdadeira e, além
disso, que é verdadeira a sentenca que se dedunepmdas regras formais de inferén-
cia, de sentencas verdadeiras. Segue-se, de imedigt todo teorema de um desses
sistemas dedutivos formais, isto €, toda senteagwdstravel, é verdadeira.

O que néo é claro, via de regra, € o problema sovéoda sentenca verdadeira
€ um teorema? Em outras palavras: existe uma démacg#@s para cada sentenca verda-
deira? Esse é o chamado problemaaapletudeda teoria dedutiva. Trata-se de uma
das mais interessantes areas de investigacdoida agtematica (...). Cabe, entretanto,
para finalizar (...), mencionar, ainda que ligeieate, um resultado que estas investiga-
¢Bes permitiram.

E facil admitir quealgumasteoriasnéo sejam completas. Isso acontece, geral-
mente, para exemplificar, nos casos em que seiaedeapenas reduzido niumero de a-

xiomas e de regras de inferéncia ou nos casos emgjparte de um sistema completo,
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abandonando, a seguir, alguns dos axiomas ou r&greesultado inesperado, todavia,
foi o de que, empregando linguagem adequada e tte certos dominios, é impos-
sivel obter sistemas dedutivos completos!

Para perceber melhor as razdes desse fenbmehfcqnsideremos] os para-
doxos. A possibilidade de formular os paradoxodieguagens naturais — que se deve
ao fato de o conceito dmntenca verdadeirpoder ser expresso na prépria linguagem
— parecia sustentar a idéia de que nenhuma dedisigisfatéria de verdade seria cabi-
vel para a totalidade das sentencas de uma désgaadens. Pondo a questdo em ou-
tros termos, se uma defini¢cdo satisfatdria de wkrdadeser dada em certa linguagem,
deve ser impossivel exprimir, com os recursos @eetpdispde, o conceito dentenca
verdadeira

De outra parte, acontece que dentre as linguagergue é possivel dar uma
definicdo satisfatéria de verdade, uma pode secisglada, com a seguinte caracteristi-
ca: ndo importando como sejam escolhidos os axi@magras de inferéncia para ob-
tencdo de uma teoria dedutiva formal dessa lingunagenocdo deentenca demonstra-
vel, que dai advém, pode ser expresagropria linguagemEssa possibilidade existe
porque os axiomas e regras de inferéncia sdo enfiichente simples para permitir um
meio mecéanico de verificacdo das demonstragdes.

“Segue-se dai que a nocadosdmtenca demonstravekja qual for a teoria de-
dutiva formal selecionada para a linguagem, difer@ocao deentenca verdadeira—
pois a primeira nocdo pode ser expressa na priipgiaagem e a segunda nao. Todas
essas teorias, portanto, sao incompletas.”

SO para facilitar situarmo-nos sem problemas, ea®os (em linhas bem
gerais) quecompletudese da quando toda sentenca verdadeira é demaistrague
corretudese da quando toda sentenca demonstravel é veralaQedr, a partir disso po-
demos ja dizer que o conjurfs — 0 conjunto das sentencas demonstraveis (venibefi

céo 17) — ndo é um sistermampleto apesar deorreto.

Mas Tarski aponta uma caracteristica que julga maiportante para
caracterizar o por qué de a Definicho 17 ndo sequatla para definisentenca

verdadeira
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[p.186]-4

Uma atenta reflexdo, porém, mostra que essa pos

¢cao deve ser rejeitada pela seguinte razao: nenhdefiaicdo de sentencp

verdadeira que esteja de acordo com o uso ordirdaitinguagem deve te
guaisquer consequéncias que contradigam o prindipitrceiro excluido.

=

O principio do teceiro excluido é aquele que dergue seja verdadeira uma
sentenga ou sua negacao, nunca ambas (que seritenoeisa hipotese, excluida). A
linguagem natural (Qque € um uso ordinario da liggna tem esse carater: quando o
terceiro entre o verdadeiro e sua negacdo apasecgem 0S paradoxos como O
Paradoxo do Mentiroso, visto na sessao primeirdedadigo de Tarski que vimos
comentando. A definicAo 17 d4 margem a interpresagiaradoxais, como comenta
Tarski:

[p.186]-5
Este principio, entretanto, ndo é valido no domitas
sentencas demonstrav.

Ou seja, 0 conjunto das sentencas demonstraverstee um terceiro valor de
verdade entre o verdadeiro e o falso; em outravpdaa Definicdo 17 ndo garante que
nao haja contradicdes entre as consequéncias flmtmde todos 0s axiomas.

De fato, aprendemos no comentario ao trecho [p-3&fue o conjuntd’r das
sentencas demonstraveis ndoc@mpleto Se ele ndo possui todas sentencas
verdadeiras entdo a ele ndo pertencem sentencas verdadeuasse negam

mutuamente. E nessa linha que vai o exemplo eslcopitr Tarski:

[p.186]-6

Um simples exemplo de duas sentencas mutua-

mente contraditdrias (isto e, tais que uma é a g@gaa outra), nenhuma das
quéeis € demonstravel, € fornecido pelo Lema labaixo

O exemplo escolhido por Tarski € o Lema E que seavéagina 199 dGoncept
of Truth in Formalized Languag&ARskKl, A.; [1983b], p.199.), que vimos comentando.
Esse lema afirma que tanto a sentenca ‘para tp@oxx x; esta incluso emyknao &
demonstravel quanto também ‘ndo ocorre que pa@xpd », X; esta incluso emyx
ndo é demonstravel. E no entanto o Lema E é umtersen verdadeira que,

estruturalmente falando, contém em si uma coniadiEm simbolosfl, M, , [ Pr
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ey Naty -, [ Pr. Isto é,Pr ndo € completo, entdo ndo vale a regra de tereguiu-

ido.
A diferenca entre que é verdadeir@ o que € demonstravelbbmeca a ficar

patente:

[p.186]-7
A extensdo dos dois conceitgs
nao é, assim, idéntica.

Os dois conceitos em questdo sao o0s conceitosedtenca verdadeira
sentenca demonstravdtsta passagem [p.186]-7 é a resposta a uma parquet o
proprio Tarski faria muitos anos mais tarde, em9196ém seu artigd/erdade e

Demonstracama revisteScientific AmericarfTARSKI, A.; [2006], p.229):

“(...). em particular, podemos considerar 0s nusemas sentencas
demonstraveis e os numeros das sentencas verdadeina quais chamaremos
abreviadamente, nimeros demonstraveis e numerdadeiros. Nosso problema fica,
entdo, reduzido a seguinte questdo: sdo idéntiscanjuntos dos ndmeros

demonstraveis e dos nimeros verdadeiros?”

Como lemos no [p.186]-7, a resposta é ndo: a exbeds cada conceito, aquilo que é
dominio de cada um - o dominio das sentencas veirdace o dominio das sentencas
demonstraveis, — tais dominios possuem extenséggudes, isto €, quantidades
distintas de individuos. Tarski escreveria ¥erdade e Demonstracd@ARSKI, A.;
[2006], pp.230-231):

“Assim, 0 conjunto dos nimeros demonstraveis rdncele com o conjunto
dos numeros verdadeiros, jA que o primeiro é definha linguagem aritmética,
enquanto o segundo ndo o €. Consequentemente,nan@mcoincidem o conjunto das
sentencas demonstraveis e o das sentencas veadadgeir) Dessa forma, nossa
conclusdo final é: existem sentencas formuladangaagem da aritmética que séo
verdadeiras mas ndo podem ser demonstradas commbaseiomas e nas regras de

demonstracdo aceitos na aritmética.”

E Tarski insiste nesse ponto da verdade das sasteegonstraveis:
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[p.186]-8

De um ponto de vista intuitivo toda sentenca dertréngl é

sem duvida sentencga verdadeira (as defs. 13-172dor@m formuladas tendp
ISSO em mente;

De fato, emVerdade e DemonstracAdarski (Tarskl, A.; [2006], p.231)

escreveu:

“(...). Por outro lado, usando a definicdo de vdejafacilmente demonstramos que
todos os axiomas da aritmética sdo verdadeiroeeaglas as regras de demonstragao
sdo infaliveis. Logo, todas as sentencas demomestrasdo verdadeiras e, por

consequinte, a conversa ndo pode valer. (...)."

A conversa, obviamente, € que sentencas verdads@@ demonstraveis. E
patente que axiomas, por exemplo, sdo idemonsstav&ssim, aponta-se ao menos a
certeza a respeito de um grupo de sentencas: ivimta conhecimento de que toda
sentenca demonstravel é verdadeira. Um belo, dalateficiente comentario a respeito

dessa nocgéo intuitiva se 1é no artigo de Leon He(HENKIN, L. [1979] pp.59-60):

“(...) uma definicdo recursiva de verdade predasail em conta outras nogdes
semanticas — como a de denotacao, por exemplo.

Considere-se mais um exemplo. Seja a sentengaa tB@o inteirax existe um
inteiroy tal que ¥ X', onde as letrasX® e “y” sdo variaveis que se referem a inteiros ar-
bitrariamente escolhidos. E facil ver que a semtatagla é verdadeira. No obstante, se
tentarmos determinar a sua estrutura gramaticedmes que uma das partes constituin-
tes é a férmulay X'. A formula assemelha-se a certas sentencas, ¢8rabe “5 77,
masnao éuma sentenca, de vez que ndo é verdadeira ou Fsaulas desse tipo,
contendo variaveis, chamam-+gemulas sentenciaidJma vez que as féormulas senten-
ciais precisam ser levadas em conta numa defimgéarsiva de sentenca verdadeira;
Tarski introduziu uma nog&o semantica apropriada pasas férmulas. Trata-se da no-
¢do de uma seqiiéncia de objetos (no nosso exesggldéncia de numeros inteiros)
guesatisfazenuma formula. O tratamento dado por Tarski as espesscontendo vari-
aveis é considerado como a idéia-chave para aigidide verdade, que elaborou.

Deve-se ressaltar que a definicdo, embora formesa, cada senten@uma
especificacdo dasondicdessob as quai§ é verdadeira, essa definicdao fornece in-

formes a respeito deser,de fato,verdadeira. Assim, da definicdo se pode concluir qu
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a sentenga “A grama € vermelha” sera verdadeieassenente se a grama for vermelha.
A definicdo, porém, ndo nos presta informacdepgsito da cor da grama. Para saber
se a sentenga é, de fato, verdadeira, serd premisbinar a definicdo e a investigagao
empirica.

Determinar a verdade ou falsidade de uma dadargentmpirica, usando o
método direto da verificacdo de sua condicdo ddadkr, pode ser tarefa ardua, e, as
vezes, impraticavel. A situacéo é ainda pior quasaitrata de sentencas da Matematica.
Se a sentenca atribui, digamos, uma propriedadéel@um dos nimeros 0, 1, 2, 3, etc.,
de que ha uma infinidade, ndo se admite, nem mesmtese, a possibilidade de chegar
ao fim, num processo de verificagcéo direta.

Felizmente, entretanto, ha outro meio de estabetecerdade de uma sentenca
S — bem diverso do processo de verificagdo direta pilemos, por exemplimferir
a verdade d& a partir do conhecimento que se tenha da verdadeittdas sentencas,
digamosT, U e V. Nesse caso, apresentamos uma série de outrasgas)tque nos le-
vam deT, U eV paraS. Uma cadeia de sentencas desse tipo constitudedhacao;as
sentencas originaig,, U eV, sdo apremissaou hipétesesda deducédo; a sentenca fi-
nal, S, é aconclusaoda dedugdo. Cada sentenca da cadeia dedutivaeteaestia pre-
senc¢a na cadeia autorizada por uma das “leis dzalodEssas leis sdo de aplicacéo bas-
tante simples e devem gozar da propriedade deupearpermitam a passagem de sen-
tencas verdadeiras para sentencas falsas.

Nés tentamos, algumas vezes, organizar o conhetmee temos de um do-
minio D procurando deduzir de um conjunto fixado de hiEgesodas as sentencas
verdadeiras que digam respeit®aAo fazé-lo, criamos umteoria do dominioD; as
hipoteses prefixadas séo, nesse casaxmsnasda teoria; as dedugfes que principiam
com os axiomas sdo chamadas, erda@monstracdesas conclusdes, enfim chamam-se

teoremas.

Tarski ja havia ressaltado esse processo na prépmistrucao das definicdes até aquela
de sentenca demonstrav@efinicdo 17), como ele mesmo lembra isso quasineve
“as defs. 13-17 do 82 foram formuladas tendo isaareente” no [p186]-8.

Uma vez quesentenca verdadeira sentenca demonstravéém distintas
extens@es de dominidarski propde que o dominio das sentencas veroasiee-

ja 0 mais extenso:
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[p.186]-9
Entdo a definicdo de sentenca verdadeira que estémmscando po
de também incluir sentencas que ndo sdo demonirave

O trabalho agora reside em identificar o princiggonatureza que faz a sentenca
verdadeira ser distinta da sentenca demonstrégghifindo aquela um dominio mais
amplo. Mais do que isso, € 6bvio que se toda seatedemonstravel é verdadeira
(corretude) e que o0 conjunto das sentencas verdadgiossui sentencas né&o
demonstraveis, entdo as sentencas demonstraveistiteem um subconjunto
(subclasse) das sentencas verdadeiras. Tarskemusradiante — ira propor o simbolo
Tr para designar o conjunto dedas as sentencas verdadeiras. Adiantando essa
simbologia, podemos escrever guet PrePr [ Tr.

Tarski coloca aqui — na intengédo de esclarecettwera distinta das sentencas
demonstraveis (oteorema¥y — umanota de rodapén®l que é ampla o bastante de

informacdes para merecer ser estudada por partes:

[p.186-187]-nota de rodapé (a)

1 O fato que deve também ser tomado em considerégdioe — ao contrario do conceito de
sentenca verdadeira — o conceito de sentenca deéragaktem um carater puramente agi-
dental quando aplicado a algumas ciéncias dedutivagie esta relacionado principalmernte
com o desenvolvimento histérico da ciéncia.

A problematica de se estabelecer regras de derag@iste de que era necessario
determinar com rigor 0 que € uma demonstracdo $Ondtado ao longo do
desenvolvimento das ciéncias e, mais precisameuémdo a ciéncias passaram a fazer
uso da linguagem matematica como critério de cdaeedistingdo necessarios para se
fundarem as afirmacdes dessas mesmas ciénciasusnmsés diversos ramos. Lemos
no artigo de Leon Henkin @hkIN, L. [1979] pp.61-62):

N&o é dificil notar que o protétipo das teoriaedticas dessa espécie pode
ser encontrado nos trabalhos de Euclides, a resp@iGeometria. Partes da Fisica tam-
bém ja haviam sido axiomatizadas ao tempo de NeviEpmos Ultimos cem anos, o
processo de axiomatizacao foi minuciosamente edtudastendido a praticamente to-
dos os setores da matematica pura e aplicada.

E curioso constatar que, nos muitos séculos du@siguais 0os matematicos

prepararam demonstracdes, as leis da Légica dtdipara efetuar as passagens de um
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para outro passo da demonstragdo nunca chegaramegpiicitamente formuladas des-
contados os casos simples investigados por Ariegt®s matematicos, no entanto, es-
pecialmente depois dos trabalhos de George Boodeyigeu na Inglaterra, por volta de
1850, passaram a dar consideravel atencdo aoeprablda Logica. Achegaram-se ao
tema a maneira aristotélica, reconhecendo queisasldeLdgica deviam ser expressas
em termos formais — isto &, que as leis devianti@tar a forma estrutural da conclu-
sdo as correspondentes formas das hip6teses. Eentelporém, que as formas que a-
parecem nas demonstracfes matematicas eram muisocoraplicadas que aquelas
consideradas por Aristételes.

Com o fito de tratar matematicamente as complexanas sentenciais que ne-
cessariamente comparecem nas demonstracdes, asslogatematicos foram levados a
elaborar linguagens ideais. Estas linguagens tomaxamo ponto de apoio um forma-
lismo constituido por uma lista explicita de sinalsoldistribuidos em varias classes, e
uma lista de regras formais que ditavam quais atospor que os simbolos se combi-
nariam para construir as sentencas. Qualquer Igegnadesse tipo s6 pode exprimir
uma limitada porc¢éo das idéias que sao formuladadimguagens naturais; ndo obstan-
te, algumas dessas linguagens mostraram-se cagpmabsrcar por¢cdes substanciais (se

ndo o todo) de certos ramos da Ciéncia e da Maizanat

Tarski mostrara, como exemplo, a ciéncia do caldel classes:

[p.186-187]-nota de rodapé (b)

E, algumas vezes, dificil dar razdes objetivas ppara
0 estreitamento ou alargamento da extensdo desseito em uma direcdo particular. Ppr
exemplo, quando estamos lidando com o célculo dssels, a senten¢ia .1, ., que estipu-
la a existéncia de pelo menos duas classes distinfo € aceita com base nas definicdeq do
§2 — comc seld expresso niLema E.

No célculo de classes, por exemplo, algumas sgagetemonstraveis — como o
Lema E — séo obtidas apesar de exigirem definigGesainda nao se fizeram dentro do
calculo de classes. No caso exemplificado, o LemaiEexigir critérios (a nocao de
classes distintas, uma sendo subclasse da oug&ddficam estabelecidos na Definicao
25 (lembrando que o Lema E aparece antes da Dafirld). Por isso o Lema E né&o
pode ser justificado com base nas definicdes d@ossggunda do artigo de Tarski (que
ele denomina “82"), pois tal secdo vai até a defioi21 apenas. Porém n&o vamos
adiantar toda a discussao a respeito do Lema E aqui

Ha mais problematicas carregando a sentfnga., ¢, ,:



[p.186-187]-nota de rodapé {c)

Além do mais, essa sentenca ndo pode ser derivadapdtese formal sobre a
qual se baseia o trabalho de Schréder, emboragnessso, 0 assunto ndo seja inteiramente
claro (cf. Schroder. E. (62), vol. 1, pp. 245 e 246l. 2, Parte 1, p.278; vol. 3, Parte 1, pp.
17 e 18); mas, em muitos trabalhos, essa senteagaeocomo um axioma da algebra da
l6gica ou forma uma consequéncia Obvia desses asgofaf. Huntington, E. V. (32)
p.297, Post. 10).

Em resumo, a hipétese formal que serve de basatzaitho de Schrodéf é que
toda inferéncia que se pode realizar na linguagaiora pode ser reduzida aos modelos
algoritmicos do calculo de classes baeado em regnass de inferéncia. Ora, ndo ha
como obter a senten¢® M. ¢, , @ partir dessa hip6tese, como veremos, por caasa d
exigéncias feitas no Lema E, que sédo geneticanientais e contra-intuitivas, sem
paralelos na linguagem natural.

A nota de rodapé Tontinua, adiantando um tema referente a inclsao

efetivada) um teorema néo usual ao corpo do sistema

[p.186-187]-nota de rodapé {d)

Po
r razdes inteiramente diferentes, que serdo didastiabaixo em conexdo com o Teor. R4
(cf. especialmente p. 207, nota de rodapé), seresejvel incluir a sentench
MM+ Uslny - Mal My, + 737 £ 0.2 )] entre os teoremas, embora isso ndo seja usual.

Mas a problematica que levanta as relacfes emntencas verdadeiras

sentencas demonstraveido foram esgotadas até agora:

[p.186-187]-nota de rodapé {e)

No decurso dests
trabalho, terei varias ocasides de retornar ao lproh das relacdes mutuas entre estes
dois conceitos: de teorema e de sentenca verdadeira

Em vista de que a Definicdo 17 nao pode servira p@efinir sentenca
verdadeira em face de tudo isso, cabe agora a tarefa dergwmnsma definicao

190 As referéncias a Schréder e Huntington nesta gpri86-187]-nota de rodapé 1c) séo: (62) E.
SCHRODER Vorlesungen uber die Algebra der Logik (exakte kp@ieipzig; i, 1890; ii, parte 2, 1905; iii,
parte 1, 1895) e (32) . HUNTINGTON, ‘Sets of independent postulates for the algebtagic’ Trans.
Amer. Math. Socy, (1904), 288-309.
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adequada de sentenca verdadeira. Isso exigira mamiental de base semantica muito

poderoso que comeca a ser construido com a idéial ithamada ‘T-CONVENCAO’.

2. Nogdes semanticas envolvidas em torno da idéiasentenca verdadeira

O projeto de Tarski, agora, sera construir umootipio de definicdo muito mais
amplo que a BFINICAO 17, e que parta de uma conceituacdo semanticaapwaio de
sentenca verdadeira. O roteiro seguido por Tarskd grimeirodefinir o que é
‘verdade’ (T-CONVENCAO), em seguidadefinir quando uma variavel livre é
substituida de modo a satisfazer uma funcao seatef@efinicdo 22) e por findefinir
0 que é uma sentenca verdadejizefinicdo 23), objeto do seu trabalho. Por isso, o
primeiro ponto colocado com énfase por Tarski € spiéaz necessario um retorno as

nocoes semanticas estudadas na primeira part¢igia ar

[p.187]-1
Vamos abordar o problema sob um angulo bem difeenetornemos a idéia
de uma definicdo semantica com no 8§ 1.

N&o vamos tentar resumir toda a abordagem seraaddécprimeira parte do
artigo que vimos estudando, mas apenas lembremesuma definicdo semantica
envolve o conceito de referéncia e de que ha nguese referem a objetos. No caso,
0S objetos séo sentencas da linguagem objetdais sentencas tém um ‘nome’. Tarski

faz ele proprio um resumo muitissimo sintéticoedaia semanticas tratada no 8 2:

[p.187]-2

Como sabemos desde o § 2, para cada septen-

ca da linguagem do célculo de classes correspoadeatalinguagem nao s6 um
nome dessa sentenca de um tipo descritivo-esttutuess também uma sentenga
tendo 0 mesmo significado.

As relacdes existentes entre linguagem e metagemu segue aquilo que vimos
no QUADRO 1, neste capitulo, no comentario ao [p}-18

O exemplo dado por Tarski é o que segue:
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[p.187]-3
Por exemplo, correspondendo a senter¢a Ix,Alx x,Ix,X,’ temos o
nome 1, N.(:, . ) € asentenca ‘para quaisquer classe®, temosa [ b e

bla.

Fazendo uso da estrutura do QUADRO 1, podemogpmetar o exemplo dado

por Tarski como segue:

-

1 Hg[ﬂjlg +lag :J Nome metalinguistico

Sentencga na linguagem L | PxPx Alx,X,,IX,,X,

Para toda classe a e para toda | Tradugdo ou interpre-
classeb,allboub [Ja tacdo metalinguistica

Com base nessa relacdo Linguagem/MetalinguagenskiTaai fazer uso do
proceso semantico que ele usou na parte primeifg (& seu artigo, baseado no T-
ESQUEMA:

[p.187]-4

Pa-

ra tornar claro o conteudo do conceito de verdadeenexdo com alguma ou-
tra sentenca concreta da linguagem com a qual estéidando, podemos apli-
car o mesmo método que foi usado no 8§ 1 na forrdola@s sentencas (3) e (4)
(cf. p.156). Tomamos o esquema (2) e substituima$nolo ‘X’ nele pelo
nome da sentenca dada, e ‘p’ por sua traducao telinguagem. Todas as sen-
tencas obtidas dessa maneira, e[y, ,(:,, = t,,) € um sentenca verdadeira
se e somente se para qualquer classe a e b temob ab [ &, naturalmente

pertencendo a metalinguagem e explicando de moelcise, de acordo com p
uso linguistico, o significado de frases na forma ‘uma sentenca verdadeira

gque ocorre nela.

Em resumo, Tarski reclama usar o T-ESQUEMA:

T: x € uma sentenca verdadeira se e somerge se

Lembrando que estd no lugar do nome da sentenga esta no lugar da sentenca

Lembrando ainda que ndo € a sentenca, mas a interpretacéo ou tradacdentenca.



Assim, se a sentenca BIXMx,AlxX,Ix,x’, seu nome é ), N,(t,, +¢,,) € sua

traducdo (ou interpretacdo — que é entendido comotca csentenca equivalente a
original) é ‘para quaisquer classesb, temosa [ beb [] &, entdo, substituindo no T-

ESQUEMA, temos (0 negritado esté indicando as panbstituidas):

T: ‘NyNy(ey0+1,,) € uma sentenca verdadeira se e somentgasa

guaisquer classes eb, temosa [ beb ] a.

No capitulo 2 deste livro discutimos bastantetaugga de referéncia, denotacao
e substituicdo (de modo nao formal) dentro do T-BERA e ndo vamos dedicar mais
linhas a um comentéario mais denso.

A parte problematica (e isso sera resolvido ndiidées posteriores) seria 0
significado da frasex'é uma sentenca verdadeira’ dentro do T-ESQUEMAsKT ga
aponta que tal significado so pode ser estabele@duoetalinguagem.

E curioso observar que este T-ESQUEMA possuinsétamente o conceito de
‘ser traducéo de’. Se usarmos um tipo especialsgasa(usemos os sinaise [1 com
essa intencdo) temos uma senteigae tem um nomels’] que equivale a traducéo
‘s. Em simbolos:s(] [1 ‘S. Apesar de Tarski ndo fazer isso, pode-se tqunegiso o

conceito de ‘ser tradugao’:

DEFINICAO DE TRADUGAQ t é traducdo (ou interpretacao) ®ex [1 Tr, se e

somente se existir um unico nom&l quen(x) = n(t).

Obviamente, uma vez que se assumiu que se podeves@s sentencas da
linguagem dentro da metalinguagem, esta é umaickfifrrelevante.
Tarski espera, entdo, que esse método semanj&co saminho para se definir

sentenca verdadeira:

207
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[p.187]-4

Em principio, ndo mais ¢

exigido de uma definicdo geral de sentenca verdadk que aquilo que satis-

faca as condicdes usuais de corretude metodol&gicelua todas as definicbes

parciais deste tipo como casos especiais; que skjgor assim dizer, o prd
duto l6gico delas

1%

A definicdo parcial aqui apontada como ‘caso dspe& a conjuncao (produto
l6gico) de todas as definicbes parciais de sensernvgmdadeiras. Falta comentar
brevemente a necessidade que as variaveis do T-EBI@AUsejam substituidas por

sentencas e nao por quaisquer expressoes:

[p.187]-5

N

0 maximo, podemos exigir que sé sentencas devaterpaEr a extensao do
conceito definido, tal que, na base da definiclonstmida, todas as sentendas
do tipo X ndo é um sentenca verdadeéjram que no lugar dex* tenhamos o
nome de uma expressao arbitraria (ou de qualquio @bjeto) que nao sejp
sentencga, possa ser demonstr

Assim, a metalinguagem deve ter condicbes naesiefinir o que € uma sen-

tenca verdadeira como de definir o ;qpd® éuma sentenca verdadeira.

3. AT-CONVENCAO
De posse dessas nogdes semanticas ligadas ancedsmnutuas entre linguagem

e metalinguagem, Tarski propde a T-CONVENCE®:

11 Como o leitor mesmo lera, Tarski escreve ‘Converita mas — a exemplo do que fizemos com a
traducdo ‘T-ESQUEMA'’ — traduziremos por T-CONVENCAO
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[pp.187-188]
Usando o simboloTr’ para denotar a classe de todas as sentencag ver-
dadeiras, o postulado acima pode ser expressoguanse convencao:

CoNVENGAO T. Uma definicdo formalmente correta do simbolbr’,
formulada na metalinguagem, é chamada uhedfinicdo adequada de verdage
se tiver as seguintes consequéncias

(a) todas as sentencas que sao obtidas da expréssaolr se e soment
te se p pela substituicdo do simbola’ por um nome descritivo-estrutural de
gualquer sentenca da linguagem em questdo e doosdmp’ pela expressad
gue forma a traducéao dessa sentenca dentro da mgtelgem

(B) a sentencapara qualquer x, se X Tr entdox [J S (em outras pala-
vras‘Tr [1 S).*

! Se desejarmos submeter a metalinguagem e a metategressa a um processo de forma-
lizacdo, entdo a exata especificacdo do significddovarias expressfes que ocorrem |na
convencaol ndo apresentaria nenhuma grande dificuldade, s.gxpressdéeddrmalmente
correta definicao do simbolo dagdnome descritivo-estrutural de uma sentenca da laig
gem estudada‘a traducdo de uma sentenca da@ka linguagem estudadaa metalingua-
geni. Apdés uma importante modificacao dessa formulaggodpria convencao torna-se uma
definicdo normal pertencente a metateoria.

—

Assim, Tr’' é uma definicdo adequada de verdade se cumpdiaasulas ) e
(B):

Clausula (@). Trata da descricdo formal daquilo que vimos séo f® [p.187]-
4. Podemos indicar isso por simbolos e escrever:

xCOTnOp
(Inome descritivo-estrutural da sentencd.flel Tr) [ [traducdo da sentenca de

Clausula @3). Afirma que sex [] Tr, entdox [1 S. Sex é verdade, entdo é senten-
ca. Anota de rodapé heste trecho [pp.187-188] apenas sugere que stadimguagem
fosse rigorosamente formalizada, as expressdeslasigela T-CONVENCAO para si-
tuar uma definicdo adequada de verdade seriamfatdimente aceitas. Na forma como
estdo, sao intuitivamente aceitas. Mas adiantédaana secdo 8 3 deste artigo de Tarski
essa T-CONVENCAO assumird uma escrita formal queedita discussdes sobre pos-
siveis ambiguidades em sua formulacgéo.

Tarski se preocupa em mostrar que a Clauflé ispensavel:



[p.188]-1

Nota-se que a segunda parte da convencao acin@esBencial; assim como

a metalinguagem ja tem um simbolo’‘que satisfaz a condicaa), é facil definir

um novo simboloTr’ que também satisfaz a condi¢c). (E suficiente aceitar qu
Tr' é a parte comum das clas3e® S

D

Como nao se pretende (por questdes de praticitm@gposicao da teoria) for-
malizar rigidamente a metalinguagem, entdo podéa-sizer que a natureza de na
clausula €) e deTr na clausulafl) é diferente. Por isso poderiamos dizer que tamos
Tr s6 parag@) e umTr’ s6 paraf). Mas (sem provas) Tarski aconselha por ora aceita

queTr =Tr N S como podemos visualizar pelo diagrama seguirgarg 16.1):

S

Figura 16.1 — Diagramas de Venn indicando arelagdo Pr [] Tr [1 Se Tr’ = Tr N S. Sentencgas X, y e z arbitrarias por
hipdtese sdo tais que se x é demonstravel entdo é sentenga verdadeira, se y é verdadeira, pode ndo ser demons-
travel, mas é sentencga, e existem sentengas, como z, que sdo ndo-verdadeiras e ndo-demonstraveis.

Com isso ficam estabelecidos de modo bastantegitiimites e aplicabilidade
da T-CONVENCAO. Mas como ela nfo é ainda a deftnigé sentenca verdadeira,
precisaremos construir o ferramental teérico quenppa dar as sentencgas a proprieda-
des de serem verdadeiras. Isso sera alcancadstabekecer uma nogédo de suma im-
portancia para definitivamente conseguirmos a dé&finde sentenca verdadeira: a no-

céo de satisfatibilidade.
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CAPITULO 11
SATISFATIBILIDADE

Assim como a Definicdo 17 ndo possuia teoria ¢abtes para também definir
sentenca verdadeira, a T-CONVENCAO também careceealéa que possa torna-la
uma definicdo de sentenca verdadeira. Uma nocagamaebem explicada por Tarski é
a desatisfatibilidade S¢ a titulo de introducao, expliqguemos que ojdesee atribuir a
verdade como uma propriedade das sentencas dadeguobjeto. Vamos tomar uma
sentenca qualquer, por exemplo(x [ X), que se |é ‘qualquer que seja a, a'. Di-
zemos que x(x [J x) é verdadeira se X x for verdadeira para todo individuo do do-
minio em questdo (no caso a classe cujos indivigndem ser colocados no lugar de
x). Os problemas aqui podem ser resumidos a dois:

Primeiro, ndo estamos dizendo que uma senteneedéadeira. Estamos dizendo
que a formulaix(x (1 x) é verdadeira e ela é feita de duas partes:tifjoador ‘[1x’ e
expressdo ‘X1 x’. Nem um nem outro sdo sentencas — pois o segiamd variaveis li-
vres e, veremos mais tarde, sentencas com variweis ndo podem ser ditas verda-
deiras. Como precisamos de uma nomenclatura, tesperancade que a juncdo dos
dois (quantificador['Ix’ e expressao ‘X] X’) possa ficar no lugar de uma sentenca.

Segundo, é impraticavel dizer que‘’xx’ € verdade para todo individuo da clas-
se. E se a classe tiver uma quantidade humanammeensuravel de individuos, ou me-
canicamente exaustiva?

O Unico jeito de resolver esse impasse é fazemilogiro, que haja ao menos
um individuo em condi¢Bes de substituir a varidgeférmula e, segundo, que um mo-
delo (onde um individuo é colocado no lugar da&val) satisfaca essa formula com es-
sa variavel.

Satisfacéo, entdo, é conseguir realizar tal dulggip onde a variavel desaparece
e é no lugar fica um individuo, validando um modg@lara todos os outros individuos
da classe, 0 mesmo se dara na mesma formula.

Essa € uma nocao bastante comum, mas referees¢eagas. Tarski pretendera

estabelecer como unfiancéo sentenciaiem condi¢cdes de se tornar sentenca. A funcao
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sentencial também satisfeita a seu modo, e isso a torna uma sentenca. Umadung
sentencial sO se torna sentenca se suas variawes ¢u forem substituidas por indivi-
duos (dizemos que foram substituidos por ‘conssapteque objetos ou individuos nao
variam)*? ou se forem ligadas por quantificadores. O estled®arski nesta parte sera a
satisfacdo das fun¢des sentenciais para torn@asrs;as.

1. Limitacdo do método de exaustio no uso da T-CONPKNCAO para defi-
nir verdade
N&o é verdade que a T-CONVENCAO n&o pode defitju® éverdade Porém

ela sO pode fazer isso se a linguagem objeto givenimero finito de sentencas:

[p.188]-2

Se a linguagem investigada s6 contém um numerto fild sentencas fixado
desde o inicio, e se podemos enumerar todas est@sgas, entdo o problema de
construcdo de uma definicdo correta de verdadseamar-se-ia sem dificuldades.

Enumerar seria dar um namero natural para cadarsggndesse numero fixo e
finito de sentencas. O esquema de como a lingudigdaria e fixa no numero de sen-

tencas permite a definicio da verdade pela T-CONVAN é como segue:

[p.188]-3

Para isto propo

nho ser suficiente completar o seguinte esquemalr se e S6 oM =X; € p, OU X=

X2 € B,... OU X= X, € @, 0S simbolos¥;’, ‘X2',..., ‘X’ sendo substituido por nomes

descritivo-estruturais de todas as sentencas dadgem investigada @i, ‘' p2,...,
‘pn’ pela correspondente traducdo dessas sentengas dammetalinguagem.

Em outras palavras, para as linguagens finitdrésta-nos construir um meca-
nismo que substitua no T-ESQUEMA todo ‘X’ por casta dos ‘nomes de sentenca’ —
cada um por sua vez - e todo ‘p’ pelas traducoesgmondentes, dentro da metalin-
guagem, de cada sentenca cujos nomes foram pastogar de ‘x’ — cada traducao por
sua vez — respeitando o par {nomexdgaducéo de}. Mesmo que seja uma quantida-

de enumeravel, mas humanamente impraticavel, maarsscanicamente exaustiva jus-

142 No precisamos repetir que em uma sentenca tddunds fisicos sdo denotados por seus nomes (e
esses nomes ndo séo coisas do tipo ‘nomes de g&redm). Ver capitulo 2 deste trabalho.



tamente por ser finitaria (e softwares e hardwdeegrande processamento depois de

algum tempo dariam conta de esgotar os pasgs{Porém Tarski avisa:

[p.188-189]

Mas a situagdo ndo € essa. Sem-

pre que uma linguagem contenha infinitamente msigagencas, a definicdo cons-
truida automaticamente de acordo como esquema aeimaade consistir de infinit
tamente muitas palavras, e tais sentencas ndo pseleformuladas ou na metalin-
guagem ou em qualquer outra linguagem. Nossa ticafgrandemente complicada.

Ocorre que em condi¢cdes de linguagens infinitadaguantidade de palavras e-
xigidas pela linguagem e pela metalinguagem pareeesr os T-ESQUEMA ficariam
cada vez maiores, ao ponto de se tornar impratitidtes todos os T-ESQUEMAS, se-
guindo o método do trecho [p.188]-3, impossivelm@por métodos mecanicos exaus-
tivos, quica humanos!

O jeito é procurar outro tipo de método, um métqde néo utilize do processo

de exaustao.

2. Limitac@es iniciais do método recursivo no usoadT-CONVENCAO para
definir verdadee solucdo dessa limitacao
Tarski reconhece que tentar os métodos exaugjm@stantas dificuldades que

de modo imediato, por si s6, a solucdo aparecespdustituir o método de exaustao:

[p.189]-1
A idéia de usar o método recursivo é sugerida igaogria.

N&o vamos nos dedicar aqui a desenrolar toda eomni tda recursédo. Basta-nos
0 que ja lemos na nota 100. A idéia de aplicacars&io neste caso vem do proprio mo-
do como a verdade pode depender da estrutura dérwpiio das sentencas dentro da

linguagem:

[p.189]-2

Entre as senten

¢as da linguagem encontramos expressoes dos madogtipos do ponto de vis{a
da estrutura, algumas bastante elementares, ouassou menos complicadas. |A
guestao seria entédo primeiro dar todas as operpedeEs quais as sentencas simples
sdo combinadas nas compostas e entdo determinad® como a verdade ou falg
dade das sentencas compostas dependem da verd&sidade das simples qye
elas contém.
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Toda linguagem é obtida criando-se sentencas cstagp@ partir das simples.
Tarski prop6e como primeiro trabalhstar todas as operacées que combinam as sen-
tencas simples para construir sentencas compokistsidando essas operacdes sabere-
mMos se a natureza verdadeira ou falsa das sent@ngales permanece a mesma duran-
te o processo de combinagédo e como essas natumdzaguais se relacionam para dar

a natureza final — verdadeira ou falas — da seateoaqposta.

[p.189]-3

Além dis-

S0, certas sentencas elementares podem ser sabgsomias quais, com a ajuda das
operacdes mencionadas, todas as sentencas dagknguedem ser construidas; es-
sas sentencas selecionadas podem ser explicitadieiielas em verdadeiras e fgl-
sas, no sentido, por exemplo, de definicbes pardaitipo descrito acima.

Esse grupo elementar de sentencas ndo sao as¢gssnéxiomaticas. Depois de
selecionadas as sentencas elementares que dam @igglas as sentencas da lingua-
gem (verdadeiras e falsas), dividindo essas elerenentre verdadeiras e falsas pode-
mos — mais tarde — localizar dentre as elementaredeiras um grupo que pode cons-
tituir os axiomas. Os axiomas sao verdadeiros, paesalmente definidos como verda-
deiros: isso € assim para que seja possivel, & gales, construir definicbes absolutas
(e ndo parciais) de verdade.

Por exemplo, a sentenga a inclusdo é uma operacdo que torna uma classe se
subclasse de outra’ deve ser aceita como verdgo@irdefinicdo parcial, quando dize-
mos queXx é verdadeira’.

Porém, a linguagem construida por Tarski ndo atess$es critérios, pois as

construcdes das sentengcas compostas ndo saafpadas de outras sentengas:

[p.189]-4

Na tentativa de realizar essa
idéia, porém, confronta-mo-nos com um sério obs&tatima analise superficial dds
Defs. 10-12 do 8§ 2 mostra que em geral sentengapasias de nenhum modo vém
desentencasimples. Funcdes sentenciais tém de fato origeseedmodo de funcdes
elementares, i.e. de inclusfes; sentencas peloaconsdo certos casos especiais| de
fungBes sentenciais. Em vista deste fato, nenhutndoéode ser dado que nos hapi-
lite definir o requerido conceito diretamente p@ionde um sentido recursivo.

Segundo as defini¢cdes citadas, as sentencas igamoemfuncdes sentenciaes

s essas funcbes sentenciais que sdo compostatiradeauncdes sentenciais mais
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simples. Nado h& como aplicar recursividade sobrseasencas da linguagem, porque
nao ha estruturas simples dentro das sentencas:sesdenca € um todo indivisivo.
Kirkham (KIRKHAM, R. L.; [2008], p.218) entende que dentro de cada seatha ‘pe-
dacos’ feitos de fungbes sentenciais, que ndoesderg;as, por isso ndo se pode dizer
que sentencas sdo feitas de sentencas mais sitfiples:

“Assim, ha um numero infinito de sentencas quadas, cujas partes ndo
sdo, nenhuma delas, uma sentenca. (...). Ja geEntencas abertas que sédo as partes
dessas sentencas quantificadas ndo tém valor dadesndo podemos definir recursi-
vamente a verdade de tais sentencas em termosattwes/de verdade de suas partes.
E, mais uma vez, j& que ha um ndmero infinito degantencas, ndo podemos dar a ca-
da uma delas uma clausula particular na definigheeddade. Nisso reside o dilema re-

solvido por Tarski.”

Em outras palavras, o0 modo que Tarski escolheu @aratruir sua nogcao de
sentenca limitou o uso da recursividade como fezrde

Mas a recursividade pode ser aplicada as funcGeésrsgais, ja que nelas en-
contramos funcgdes sentenciais compostas consstdiléuncdes simples. Dai que a so-
lugéo seja aplicar recursividade sobre as fungéetesciais e depois migrar os resulta-
dos para as sentencas cujas origens estdo nesgasdisentenciais:

[p.189]-5

A possibilidade sugerida pg

si mesma, entretanto, de introduzir um conceitesgaral que € aplicavel a qualguer

sentenca, leva-nos diretamente ao conceito de derdizssses requisitos sdo obtidos

pela nocdo deatisfacdo de uma dada funcédo sentencial por dabtfetos e no pre-
sente caso por dadas classes individuais.

=

A solucao, entdo, apresenta-se por si proprita-g@ de aproveitar a relagéo in-
trinseca que tira sentencas de fungdes senterctaisstruir uma no¢éo de satisfatibili-

dade sobre as funcdes sentenciais, de modo rezubsi\propriedades resultantes seréo

143 Kirkham chama as fungbes sentenciaiseistencas abertapor terem variaveis livres (s6 é sentenca
a expressao cujas variaveis sao todas ligadas).
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transferidas posteriormente as sentencas. Kirkisarxiiam, R. L.; [2008], p.218) ex-

plica assin**

“O grandeinsightde Tarski foi o seguinte: como a propriedade ddage ndo
€ possuida por sentengas abertas, devemos desgoboutra propriedade com as se-
guintes caracteristicas:

« Ela pode ser possuida tanto por sentencas abegatogor sentencas
genuinas.

e A posse ou ndo dessa propriedade por uma dadagemfeantificada
€ determinada completamente pelos operadores dédsine verdade
na sentenca e pela posse ou ndo da propriedadectielaulas abertas
ndo compostas contidas dentro de toda a sentenca.

+ E possivel definir a verdade em termos da poss&ouda proprieda-
de pelas sentencas genuinas, de modo que a defatecéerdade re-
sultante implique todas as sentencas-T.

As duas primeiras caracteristicas asseguram quemmxidefinir a propriedade
em questéo recursivamente e, assim, que podermioarapbssa definicdo a linguagens
com um numero infinito de sentencas. A terceiraaaristica assegura que a definicao
de verdade vai atender a condigdo de adequacadah@Farski, 1933, 189).

“Satisfacéo” € o nome que Tarski da a propriedadeale descobriu ter todas

as caracteristicas exigidas. (...)"

De fato Kirkham aponta que a satisfacdo € alger &gto tanto nas funcdes sen-
tenciais quanto nas sentencgas. Que essa propriedt#digada as operagcbes de quanti-
ficacdo universal feitas pelas ‘partes’ da funcéotencial dada, se essas operacbes
cumprem uma satisfacdo ou ndo. A satisfacdo oul@ssas parcelas € que diz, na com-
posicao final, se a funcdo sentencial ‘compostaé i dada, pode ser origem de uma
sentenca verdadeira ou falsa. Por Ultima caratiterj® a posse ou ndo dessa proprie-
dade pela funcao sentencial que define a senterdadeira (Qquem possui) e aponta a

falsa (Quem n&o possui).

144 Lembrando que Kirkham chama as funces sentedeiasntencas abertasentencas dsentencas
genuinase o T-ESQUEMA de entenca-T Kirkham cita o0 mesmo texto de Tarski na edicae gmos
trabalhando, isto €, (Tarski, 1933, 189) éam3Ki, A.; [1983b], p.189.
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Ou seja, 0 processo passa pela idéia de que aung@oEentencial satisfeitda
origem asentenca verdadeirdesse modo, entendendo o processo pela qualumma f
cao sentencial é satisfeita, sera possivel enteandevdo como uma sentenca recebe a

caracteristica de ‘ser verdadeira’.

3. Satisfacao de funcdes sentenciais: estudos decca

O modo como ocorre a satisfacdo pode ser entemtiservando-se alguns e-

xemplos, como diz Tarski:

[p.189]-6

Vamos primeiro esclarecer por meio de alguns exesnplsentido usual des-

sa nogao no uso linglistico costumeiro. O modo ctaremos isto representa uma
generalizacdo do método que nés usamos antericerpard o conceito de verdade,.

Para facilitar o estudo, Tarski vai escolher sggde da linguagem natural, para
que fique facil — de modo intuitivo — perceber coamea funcdo sentencial pode ser sa-
tisfeita. Ele usara o processo descrito na T-CONZEAN. Sua exposicdo sera bastante
didatica, comecando com uma funcdo sentencialepieatsé uma variavel livre, depois
passando para o caso de duas variaveis livres fmppara o caso de um numero arbi-

trario e indefinivel de variaveis livres.

3.1. Satisfacdo de uma funcéo sentencial de Gnicarsvel livre.

Tarski apresenta o exemplo como segue:

[pPp.189-190]

O mais simples e claro caso é aquele no qual afdadao sentencial contém

uma Unicavariavel livre. Podemos entdo dizer de todo obgatgular que ele satig
faz ou ndo a dada funcéo

! Provisoriamente eu ignoro problemas ligados agmias semanticas (ou tipos 16gicos); gs-
tes problemas serédo discutidos no § 4.

Se uma funcdo sentencial tem uma Unica variaved, lela se tornara sentenca
quando essa variavel livre puder ser ligada. Pa@ basta existir um Unico objeto em

condicOes de fazer isso. Em outras palavras, sgarapenas toda e qualquer classe que
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contenha ao menos um individtid A quantificac&o universal vai poder ligar a vaeiav
em funcéo da classe que se preste a preenchegéaes@as da funcéo sentencial.

Na verdade, como faz lembranata de rodapé ,las exigéncias da funcéo sen-
tencial vao ditar a escolha da classe. Devera fdasses que contenham ao menos um
individuo e que, por razdes semanticas que a Tdogalipos daria, ndo satisfariam a
funcdo sentencial permitindo ligar a variavel livkdas esses motivos — avisa Tarski —

S0 serdo discutidos no § 4. Por ora, Tarski exalitiais seu exemplo:

[p.190]-1
Visando explicar o sentido desta frase, considesemseguinte es

quema:
para todo a, a satisfaz a funcao sentencial x seneente se p

e substituamos no esquenpapela dada funcao sentencial (apGs primeiro troocar
a variavel livre que ocorre nela p@')'e ‘X' por algum nome individual dessa fup-
¢ado. Na linguagem coloquial podemos deste modar,opte exemplo, a seguinte
formulagéo:

[N

para todo a, a satisfaz a fungéo sentencial ‘x &lbp’ se e somente se a
branco

A satisfacdo de uma funcdo sentencial de uma waigavel livre é conseguida
por um esquema que é modificado do T-ESQUEMA. [Esseema vamos chamar de
T-SATISFACAO, com o seguinte formato:

T-SATISFACAO: para todo a, a satisfaz a funcéo sentencial x se e s@nsen

Para usar o T-SATISFACAO, precisamos de uma fusgitencial — no caso,
uma funcdo sentencial com uma unica variavel kveede pelo menos uma classe que
tenha ao menos um individuo em condi¢fes de suibstivariavel livre da funcdo sen-
tencial. Note que a T-SATISFACAO nio liga a varldiwee, apenas estabelece que ela

é ligavel e, portanto, a funcéo sentencial pode e tornar sentenca pela quantificacao

450 ‘vazio’ () é um objeto, em sentido l6gico: é o objeto quisfsa a funcéo sentencial, por exemplo,
“x é o primeiro romance escrito na Lua antes de 30lde de 1969".



219

universal dessa variavel livre (coisa que s6 s&ta flepois). Por exemplo, temos que a
funcado sentenciad diz algo comox é branca Podemos escrever ispox € branco

Temos entdo uma classe de individuos — a ‘classealsas brancas’ — que deve
ter pelo menos um individum Se existir esse individuo, isto é, se a classestao
n&o for vazia, podemos usar o esquema T-SATISFAQA®; a primeira parte do T-
SATISFACAO exige assinpara todo a, a satisfazetc.’.

Agora, finalmente, usamos o esquema T-SATISFACA@Ss(temos um indivi-
duoa, pelo menosim individuo aque é branco, por exemplweve, fazendo as substi-
tuicbes que cabem:

1°) substituir X por ‘a’ na funcao sentenciap® ‘ x € brancose torna a é bran-
Cco,;

2°) Substituir no T-SATISFACAOX por ‘a’ e ‘p’ pela frase & é branco.

O resultado sera:

T-SATISFACAO:para todo a, a satisfaz a fun¢do sentencial x seneente se p
SITUACAO SATISFATIVEL (substituicdes)para todo a, a satisfaz a funcéo

sentencial ‘x é branco’ se e somente se a é branco

Como @’ esta no lugar dos individuos brancos, o leitaieptazer a experiéncia
de substituira’ por ‘neve e dar mais carater coloquial & SITUACAO SATISFAEL
indicada acima. Esse processo, que aparentemartiyeerta sofisticacdo, é aprendi-
do em circunstancias simples em nossa vida cotdiQuando estudamos matematica
elementar, por exemplo, (0 que demonstra 0 nhossoni intuitivo da idéia deatisfa-

céo):

[p.190]-2

Seria
familiar ao leitor uma construgcdo similar vinda &gebra da escola, onde func@es
sentenciais de um tipo especial, chamagtpsacdessdo consideradas ao lado de
nameros que satisfacam essas fungdes, as entdaddmaizesdas equacoes (e.Q.
1 é a Unica raiz da equacédo ‘x +2 = 3’).

S0 para tornar sofisticado esse exemplo escota@ntas as substituicdes:
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FUNCAO SENTENCIALp: ‘X +2 =3’

CLASSE X: ‘raizde ‘x+2=3"

INDIVIDUO a1 X: 1

T-SATISFACAO:para todo a, a satisfaz a funcdo sentencial x se e st@sen

SITUACAO SATISFATIVEL: para todo a, a satisfaz a fungéo sentenbiat 2

= 3’ se e somente 4et raizde'x + 2 = 3"

E claro que o estudo feito partiu de um exemplo pegence a linguagem
coloquial (em especial o caso de€ brancb e a substituicdo de* por ‘a’ ondea =
neve. O interesse do artigo de Tarski € a Linguagertéoulo de Classe. Por isso ele
vai modificar e transpor o exemplo para o0 ambiemte estudos de linguagem e
metalinguagem:

[p.190]-3

Quando, em particular, a funcéo pertence a lingnade calculo de classes,

e a correspondente explanacdo da expresséo ‘tasatislada funcdo sentencial’| é
formulada totalmente em termos de metalinguagetdoemo esquema acima inse-
rimos no lugar dep’ ndo a prépria funcéo sentencial, mas a expredadoetalin-
guagem que tem o mesmo significado, e substitufxigsor um nome individual
dessa funcdo que também pertence a metalinguagerex&mplo, esse método d3 a
seguinte formulacéao ligada a funcaétx;,Ix,x,:

U

para todo a, a satisfaz a fungéao senteani@.h,iﬂ se e somente se para tofa
classe b nds temosiab.

(de onde se segue que s6 ha uma unica classe tegfazsa funcaollx,,Ix,x,,é a
classe nula).

Esse exemplo envolvendo calculo de classes e lyggaénetalinguagem permi-
te que montemos uma generalizagéo do T-SATISFACAO:

T-SATISFACAO GERAL:para todo[individuo pertencente a uma clasgej-
dividuo pertencente a uma classalisfaz a funcao sentenclabme metalinguistico da
funcao sentencial em]lse e somente g§aducdo ou interpretacdo metalinglistica da
funcao sentencial em.L

Esse esquema geral vale para todos os casos sfag@dide funcéo sentencial.
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3.2. Satisfacdo de uma funcéo sentencial de duasidaveis livres.
N&o existe dificuldade em levar o exemplo antguana o caso de duas variaveis

livres:

[pp.190-191]

No caso em que a funcao sentencial tem duas vaiiwes distintas proce

demos de uma maneira exatamente analoga. A Urer@ma é que o conceito de

satisfacdo agora se refere ndo a objetos singulages a pares (mais exatament
pares ordenados) de objetos. Deste modo obtensegamtes formulagdes:

D
QD

para todo a e b, a e b satisfaz a funcéo sentercieé y’ se e somente se|a
vé b; para todo a e b, a e b satisfaz a funcaoesel /, 5 (i.e. ‘Ix,,X,,,) se e
somente se a b.

Fica claro que sO o par de individuos e aquelapandividuos em questéo (e
ndo outro) que satisfaz a funcdo sentencial. Taieki dois exemplos de FUNCAO
SATISFATIVEL, um essencialmente coloquial (da lingem natural), fazendo
referéncia ao sentido organico (bioldgico, propdi® muitos animais e dos seres
humanos) da vis&&*

para todo a e b, a e b satisfaz a funcéo sentehcia y’ se e somente se a vé b;

e outro do célculo de classes (para a funcao sgatén,x,,,’ emL):

para todo a e b, a e b satisfaz a funcéo sentengciae e somente se ab.

Esses dois casos — para uma Unica variavel liygar@ duas variaveis livres —
nao corregam dificuldades de entendimento. A ndgdpar ordenado comeca a indicar
que h& uma condig&o especial nos individuos gisfasggm as fung¢des sentenciais: eles
devem ser ‘retirados’ da classe de origammeiro um, depois 0 outreseguindo uma

ordem mantendo umardem Lemos em Kirkham (KkHAM, R. L.; [2008], p.220)**’

146 Entdo existe a classe dos homens cegos, por exeoyjbs individuos ndo podem satisfazer essa
funcdo sentencial. A nota 125 adiante se referenaestudo de Kirkham onde ele substitui “ver” por
“amar”, para explicar os problemas de uma rela¢édich quantificada.

“Kirkham esta preferindo substituir as variaveis pbjetos reais do mundo, mas podemos tranquila-
mente continuar a entender que se trata de substniAaveis por classes de objetos — que podemeser
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“E quanto a sentenca aberta “x ama y"? Devemosr djge a mesa satisfaz
essa sentenca quando ela ama a sim mesma? Ountaériop devemos dizer que
somente um conjunto com dois objetos pode satisiazma sentenga aberta com duas
variaveis? E se mantivermos essa Ultima afirmag@o,que circunstancias a mesa e a
cadeira vao satisfazer “x ama y”. Devem ambas ama& a outra, ou € necessario
apenas que uma delas ame a outra, e, se for aggihjeve amar qual? Foi esse tipo de

questao que levou Tarski a recorrer a sequénciabjdtos (1933, 191).”

Essa idéia que pareceu tédo visivel no caso ddaggdtis de uma funcdo sentencial de
duas variaveis livres é a chave para se entenidiéiaade satisfatibilidade de um modo
geral: trata-se da ferramenta tedrica de seguéncia em condicdo de satisfazena

sequéncia satisfatorajue aprenderemos no caso seguinte.

3.3 Satisfagdo de uma funcdo sentencial de um nuroemrbitrario de
variaveis livres

Tarski abre o caso geral assim:

[p.191]-1

Finalmente passemos ao caso geral, onde a dagi@ofsentencial contenha

um namero arbitrario de variaveis livres. Pararfixan modo uniforme de expressfo

a partir de agora ndo diremos que dados objetos gqueuma dada sequéncia inf
nita de objetos satisfaz uma dada fungéo sentencial

Essa exigéncia no modo de escreverdider fixa fortemente que ndo sao 0s
dados objetos que satisfazem a funcdo sentenciauestdo, mas sim que sé@sses
objetos colocados em certa ordéth A esses objetos ordenados Tarski chama
sequénciaDai que quem satisfara a funcédo sentencial n@o e individuos de uma
classe, mas sequénciajue contém esses individuos. Ja aprendemos issanmentario
ao trecho [p.171]-3, e podemos acrescentar — pathonar a compreensao — 0 que
Kirkham (KIRKHAM, R.L.; [2008], pp.220-221) exemplifica:

ais, — no caso a classe que contém mesas € a glassontém cadeiras (sejam uma Unica de cada, al-
gumas ou infinitas mesas e cadeiras). Lembrand@mente, que Kirkham designa funcdo sentencial por
sentenca aberta.

148 A estrutura de escrita de uma sequéncia ja feissmtada por Tarski nos trechos [p.171]-2 a [p-372]
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“Quando mudamos a ordem dos objetos numa sequénumigamos a
sequéncia. Note-se que sequéncias, assim comontasjyodem ser infinitas em
temanho (p. ex., a sequéncia dos nimeros nateraisjfiem ter objetos abstratos como
elementos. Note-se também que um objeto pode aamesis de uma vez em uma
sequéncia. Assim, também podemos ter as seguat@srscias:

[lmesa, cadeira, democracia, mesa, Bulgaria,...

[Imesa, mesa, mesa, mesa,...

Quando Tarski fala diadasas sequéncias infinitas, ele quer ai incluir essas
sentencas de aparéncia engracada também. FinaJmé&atba limites para a ordem em
que os objetos podem aparecer. Assim, para todoBjetos no mundo, e cada possivel

ordenamento deles, existe alguma sequéncia quexatamentagueleordenamento.”

Comecamos a perceber a forca que essa ferrameéritateomeca a mostrar.

[p.191]-1

Se restringirmo-nos as fung¢des do céalgu-

lo de classes, entdo o estabelecimento de umanegala ndo-ambigua dessa ¢x-
pressao é facilitado pelo fato de que todas agweis que ocorrem na linguagem
dessa ciéncia estdo ordenadas (enumeradas) enequémsic

Que as variadveis estdo em uma sequéncia dentrounigAd sentencial
aprendemos em [pp.171-172]. Entdo, o exemplo n@ie fde sequéncia pode ser
conseguida da classe das variaveis da linguaerglas ja estdo ordenadas pela
sequéncia dos numeros naturais. O modo de enteoaslesintorrespondéncia Tarski

explica como segue:

[p.191]-2

Em consideracdo a questdo de quais| se-

guéncias satisfazem uma dada funcdo sentenciapregi@remos em mente uma
correspondénciani-multi de certos termos de uma sequéficiam as variaveis li-
vres de funcdo sentencial, onde a cada variavetsmonde o termo da sequéncia
com o mesmo indice (ietermofy correspondera a variawe).

O que Tarski entende como relacdoi-multi (um-para-muitos) € o que se
estudou em [p.171]-3 e [pp.171-172]: € o modo decikenar o conjunto dos numeros
naturais e um simbolo (que pode ser de varidvebmocficou mais fixado nesses
trechos [p.171]-3 e [pp.171-172] — ou daquilo qiex & substituir a variavel, como os

individuos ou classes nas sequéncias que vieratiséager a funcdo sentencial dada).



Ele esta querendo dizer que é possivel enumetarmses de uma sequéncia. Podemos
vizualizar o que Tarski estd querendo dizer conma essisfacdono diagrama da
figural7.l:

funcde sentencial
v,V

/C
w-1 "8

C [ [o
Bl EEe e W

CLASSE

individuos sem relagio com quaisquer
variaveis da fungdo sentencial dada

sequéncia f
(certa ordem das muitas e riveis | iveis ordens de individ da classe)

Figura 17.1: satisfatibilidade de uma fung¢ao sentencial pelos individuos correspondentes colocados em sequén-
cia. No diagrama, os retangulos brancos correspondem a varidveis ligadas e os quadrados negros a constantes
(simbolos ndo-légicos).

No diagrama vemos que os individuos da classe slestigiduos (os individuos
podem ser subclasses dessa classe — seria uns® ‘dlaslasses’ —, isto €, podem deno-
tar classes de varios individuos ou de outras asbe$) foram organizados na sequén-
ciaf, conforme o niamero de variaveis da funcao serdkao questdo (arbitrariamente
dada, no caso). Ha uma quantidade enumeravelqi€rsgas possiveis dos mesmos
individuos da classe, mas s6 interessa a sequémeike os individuosstejam em uma
ordem que considere a ordem das variaveis livrefudado sentencial em questida
sequéncia, o 1° termo satisfaz a varidqyela funcdo sentencial; 0 mesmo para a proxi-
ma variavel livre na sequéncia de variaveis detdréuncdo sentencial dada, no cago:

— 0 4° termo satisfaz essa variavel — e assim ipoted Sempre existe uma ordem dos
individuos da classe que da uma sequéncia em queram corresponde a variavel li-
vre de mesmo indice. Lembremos que os termos glisin-se pelos indices, mas o in-
dividuo pode ser o mesmo e o individuo denotaddppor exemplo, pode ser o mes-
mo denotado pdik (pois a sequéncia admite que termos distintostdeno mesmo in-
dividuo). As variaveis ligadas na funcédo senter(cetbngulos brancos no diagrama da

figura 17.1) ndo tém correspondéncia com a qualtpreros da sequéncia, pois a se-
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quéncia foi construida para satisfacdovdeaveis livre$*>. Nem as constantes séo le-
vadas em conta (ndo correspondem a termos da s@gu@nunica coisa que importa é
a sucessao — respeitando a ordem — das varianeis terrespondéncia apenas para as
livres (pois h& variaveis livres e ligadas inteadals, e precisamos manter a ordem de
todas as variaveis, apesar de s6 haver correspaadg&ra as livres).

Insistentementesempre existe uma sequéncia dos individuos daectaste um
termo corresponde a uma variavel livre de mesmaén®bviamente, ha uma quanti-
dade muito grande, enumeravel e infinita de seqagmmssiveis a partir dos mesmos
individuos de uma classe (lembrando que essedddis podem ser subclasses).

Os casos das variaveis ligadas e das constargsenpes na funcdo sentencial
poderiam dar margem a discussao de existirem simimal linguagem (a linguagem de
fato pode ser entendida coracclasse dos simbolos capazes de constituir fursges
tenciai§ que satisfacam as condi¢des exigidas pelas fang@e-l0gicas das constantes
e logicas das variaveis ligadas. Porém, na linhiatdepretacdo seguida por Tarski, en-
tender as coisas assim nao seria conveniente squoilarski ndo pretende discutir o

assunto:

[p.191]-3
Nenhuma consideracdo sera dada a respeito
dos termos que n&do tem correlagéo com qualqueivedti

O indicel nesta pagina do trecho [p.191]-3 é indicador danota de rodapd
onde Tarski faz um brevissimo comentario a respt@roblema dos termos da lin-
guagem que nao podem ser postos em sequéncia seggindtérios que vem sendo es-

tudados:

149 No ‘histérico’ de construcdo da funcéo sentencjghndo as variaveis ora ligadas ainda ndo o eram,
(seguindo o raciocinio colocado por Tarski) haggu€ncias para elas, da mesma ou de outra classe di
tinta desta que é hipoteticamente considerada destasséao.
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[p.191]-3-nota de rodapé 1

! Esta é uma simplificacdo de natureza puramenteidéc Ainda que ndo pudéssemos orde-
nar em uma sequéncia todas as variaveis de umaldapmgem (e.g. por causa do uso do-
mo variaveis de simbolos de forma arbitraria), péaleos ainda numerar todos os simbolps,
e entao numerar todas as variaveis, de toda ex@vetsda, e.g. na base da ordem naturallem
gue elas se seguem uma a outra na expressao: olsintiocado na extrema esquerda pdde
ser chamado de primeiro, o proximo de segundosampor diante. Desse modo poderemios
novamente fixar uma correlagcéo entre as variaveies de uma dada funcdo e os termos|da
sequéncia. Esta correlagcdo (em contraste aquelaitleso texto) obviamente varia com |a
forma da funcdo em questéo; isso acarretaria caapdies muito sérias na formulacao fda
Def. 22 dada abaixo e especialmente das condigdes®).

Se uma linguagem escolhe simbolos arbitrarios qggmasentar as variaveis em
uma expressao (por exemplo, letras minusculas fdbetb), ndo fica claro a ordem
dessas variaveis. A saida seria numerar cada sindaollinguagem — variaveis e
simbolos nédo-légicos — como as constantes) e urmgaéseiaf dos simbolos da
linguagem que satisfaria uma funcao sentencial dadigjuer seria a sequéncia com a
propria forma da funcdo sentencial em questédo. &rama da figura 17.2 procura

traduzir essa descricéo:

c c c ¢ c cC ¢ c
Vi Vg V3 Vo V3 %2 Vis Vi . Vit Var ) )
Il s | e I | o o | = fungio sentencial

NEEEREEE RN

00000000 000000.000
fo 6oL f f

ke e n classe de todos os
simbolos da linguagem L

sequéncia f de simbolos
da linguagem

Figura 17.2 - satisfatibilidade de uma fungdo sentencial para quem ha correlagdo de todos os individuos (termos)
da classe. No caso de exemplo, a classe é a classe de todos os simbolos da linguagem L.

No diagrama vemos que na classe enumeravel é pbpsivem ordem (ordem
dos numeros naturais) todos os simbolos da lingudga obter qualquer sequéncia de
qualguer comprimento finito). Dada uma funcdo swsi& da linguagenh, ela é satis-

feita por uma sequéncfague tem a forma idéntica a da funcédo sentenciatjesstao
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(lembrando que os simbolos podem se repetir n&ee@) como se repetem na fungéo
sentencial, por exemplé, € o mesmo simbolfy etc.). Essa € uma solucao interessante
mas pouco pratica, porque a sequéncia varia deaftwda vez que mudamos a funcéo
sentencial para outra forma equivalente (porque@awa forma equivalente as ordens
das constantes mudam e novas repeticoes de simgmliosercalam). Isso dificulta a
definicdo desentenca verdadeiratdo querida por Tarski neste artigo que vimos
comentando. Dai que Tarski escolhe um processo andenstantes ndo sao inclusas
no processo de correlacéo.

Retornando ao corpo principal do texto (e encewmandcomentario deste
[p.191]-3-nota de rodapé )]l vemos quéarski procura dar um exemplo pratico desse
processo de satisfatibilidade de uma funcéo seialenc

[Pp.191-192]

E possivel explicar melhor p

processo por meio de exemplos concretos. Considiengcaol'. i, » jA mencionada

Esta funcdo contém s6 uma variavel livie de modo que consideraremos sé|os

primeiros termos das sequéncias. Dizemos qexjaéncia f infinita de classe satis-

faz a funcdo sentenciili, ¢, - Se e somente se a classgsdtisfaz esta funcéo no sep-

tido anterior, i.e. se para toda classe b, temos b. De modo analogo sequéncia f
infinita de classe satisfaz a fung&o sentengialse e somente se as classesf{ sa-

tisfazem esta funcéo no sentido visto, i.e; seff.

Tarski optou por dar um exemplo pratico dos doim@iros casos por ele ja
apresentados (isto gatisfatibilidade de uma fungcédo sentencial com umaa variavel
livre e satisfatibilidade de uma fungéo sentencial com dizagaveis livre$.

CASO 1.E o caso da fungéo sentendisl ¢, ,. Ela diz que ‘algo’ denotado por

v, sempre esta incluso em toda classe b (denotada poiversalmente quantificada).
Que algo é esse? Sendo uma variavel livre, ediete sequéncitinfinita cujo primei-

ro termo (termd,) corresponde a variavel livkg. Na sequéncifitemos que o termfi

€ uma classe (sO classes podem estar inclusasnamasitras) que esta inclusa na clas-

seb. Por isso “asequéncia f infinita de classe satisfaz a funcadeseial M., Se e

somente se a classeshtisfaz esta fungao (...), i.e. se para toda edssemos;fl(! b’
(figura 17.3).



Qu, I

ey | R
fungdo sentencial s |

T

@00 -O.
f, f, f,

sequencia f infinita de classes

Figura 17.3 - satisfacdo da fungdo sentencial (314 3. A classe f; (que é o primeiro termo da sequéncia infinita de
classes em condigdo de satisfazer as variaveis livres da fungdo sentencial) corresponde a variavel livre v;, e por is-
so dizemos que f; satisfaz [ 1; 5. O simbolo ‘QU,’ indica a quantificagdo universal da variavel v,, fazendo-a varid-

vel ligada, e o simbolo ‘I’ indica a constante nao-ldgica inclusdo.

CASO 2.E o caso da fungédo sentenaigd. Do mesmo, modo, ‘algo’ (denotado
pela variavel livres,) esté incluso em outro ‘algo’ distinto (denotaddapvariavel livre
v3). O que sdo? Sao as claskesf; de uma sequéncfanfinita de classes que satisfaz a
funcado sentencial. Por isso,$aquéncia f infinita de classe satisfaz a funcéeseial

t; 3 SE€ € somente se as classesfg satisfazem esta funcéo (...), i.e. selffs” (figura

17.4).

V.

h W

3
—

fungao sentencial .

I

==
O . O - sequencia f infinita de classes
f, £ £ f

Figura 17.4 — satisfacdo da fungdo sentencial /2 3. Como no diagrama anterior (figura 17.3), aqui as classes f, e f;

correspondem respectivamente as varidveis livres v, e v;, e por isso dizemos que f; e f;satisfazem /2 3.

O modo como esse [pp.191-192] deve ser interppegadxplicado por Tarski

como segue:

228
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[p.192]-1
Este processo pode ser descrito em termos gerars segue.
Consideremos 0 seguinte esquema:
f satisfaz a funcéo sentencial x se e somente&aemfa sequéncia infinita de
classes, e p.
Dada qualquer funcao sentencial, digamgodo calculo de classes, substituimos|no
esquema acima o simbobkd por um nome (descritivo-estrutural) deonstruido na
metalinguagem; ao mesmo tempo, substituimos toslamr@aveis livres, v, etc.
gue ocorrem ers pelos correspondentes simbolfys ‘f/’, etc. e substituimog* no
esquema pela expressao assim obtida(de por sua traducao na metalinguagem).

A satisfacdo da funcao sentencial segue o que wraasterpretacdo de [p.190]-
1, ocorrendo aqui, porém, uma modificacdo daquile gm [p.190]-1 denominamos
‘esquema T-SATISFACAQ’. A modificacio é a introdogia idéia de umsequéncia f
em condicdes de satisfazer a funcdo sentencialo¥atmamar esse esquema modifica-
do de T-SATISFACAO SEQUENCIAL. Seu formato é:

T-SATISFACAO SEQUENCIAL: satisfaz a fungdo sentencial x se e somente
se f € uma sequéncia infinita de classes, e p.

Para usarmos o T-SATISFACAO SEQUENCIAL, precisardesuma funcgéo
sentenciak e de infinitas classes em condi¢cdes de subsétuariavel livre da funcéo
sentencial. Por exemplo, temos a funcédo sentesgjaédiz algo como x é branca
Podemos escrever issox € branca Essa funcdo sentencial quer dizer que toda classe
de coisas brancas inclui ‘algo’ e 0 mesmo ‘algehatado pok.

O primeiro passo é escresno formato de calculo de classe. Temos algo como
s [Ix(xk [J x;), em notacdo moderna mais usual (em notacao Eaa@eFias: Mx1xX),
que quer dizer que ‘algo’ (denotado pela variawveé lvi) esta incluso em todas as clas-
ses de coisas brancas (denotado pela variavehligad passo seguinte é traduzir essa

sentencga para a metalinguagem e interpretar aciadiieremos a traduc¢ad;, ;" e a

interpretacag tal quep: para todo b xx [1 b (em notacéo polonesa, a interpretacfio é
para todo hxx [I b).

Agora precisamos de uma lista infinita de claskess € facil, pois o universo
possui uma quantidade infinita de objetos e umanttpede infinita de arranjos desses

objetos, as mais inusitadas (por exemplo, a ‘cldssemonumentos que indentificam a
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Franca’ ou a classe ‘dos manuscritos da lingueotitaca tombados na Biblioteca Na-
cional de Viena’). Em especial, temos entre eggastas classes uma quantidade enu-
meravel de classes que séo todas as classes idas boancas’ (essa quantidade enu-
meravel fica estabelecida na funcdo senterscila variavel ligada) e temos uma
classe de objetos hipotéticos que sempre estémelm toda ‘classe de coisas brancas’
(que estéa estabelecido na sentengala variavel livrey). Ela pode ser uma classe va-
Zia ou néo, isso ndo importa agora.

Em seguida devemos colocar todas essas classes)@rseguéncid Ora, uma
dessas classes, em numero infinito delas, € aedlads objetos hipotéticos que sempre
esta inclusa em toda ‘classe de coisas brancasis&n por causa deskeemf, temos
uma sequéncibem condi¢des de satisfazer a funcao sentesicial

Feito isso, podemos usar o esquema T-SATISFACAOEEAILCIAL, pois a
primeira parte do T-SATISFACAO SEQUENCIAL exige iass'f satisfaz..etc.’, e tal
satisfacéo é possivel. Usamos o esquema T-SATISEASEQUENCIAL fazendo as
substituicbes que cabem:

1°) substituir X' por um nome metalinguistico d&:*' X' se torna [; i ;;

2°) substituir p’ pela interpretacéqgoara todo hx [1 b'.

3°) substituir a variavel livrgg na interpretacao pela claszeque € ok-ésimo
termo da sequéncfanfinita de classes;

O resultado final sera:

T-SATISFACAO SEQUENCIAL: satisfaz a fungdo sentencial x se e somente
se f € uma sequéncia infinita de classes, e p.
SITUACAO SEQUENCIAL-SATISFATIVEL (substituicdes): satisfaz a fun-

cdo sentenciall, t, ; se e somente se f € uma sequéncia infinita deedas pa-

ratodo hf [ b.

O modo como explicamos aqui esgota as duvidasod® @lgoritmicamente
proceder para definir a satisfatibilidade de umecfio sentencial. Tarski, entdo passara

a definicdo de satisfatibilidade.



4. Consideraces prévias a definicdo geral de sétigdo.
O processo descrito para 0s casos anteriores sadutorios para estabelecer

uma definicdo definitiva de satisfatibilidade dad@es sentenciais:

[p.192]-2

Usaremos em seguida um método recursivo para farraoha definicdo get

ral de satisfacdo de uma funcéo sentencial porsgmaéncia de classes, que incluira
como casos especiais todas as definicdes paresssichocdo que foram obtidas dos
esquemas dados no modo descrito acima.

Essa definicdo geral sera a Definicdo 22. As dgias parciais de satisfacdo de
funcdes sentenciais sdo o T-SATISFACAO (ver [p.1B0¢ o T-SATISFACAO SE-
QUENCIAL (ver [p.192]-1).

[p.192]-3

Para esse proposito sera suficiente, tendo em raedédi-

nicdo de funcdo sentencial, indicar quais sequérseiisfazem as incluségs e en-
tdo especificar como as noc¢des que estamos deadicmiportam-se quando as trés
operacOes fundamentais de negacgao, disjuncéo néifopaecdo universal estédo agin-
do nas funcoes sentenci

O roteiro estabelecido por Tarski, entdo, é oafmu satisfacao:

- para uma funcéo sentencial onde opera uma #jus

- para uma funcgéo sentencial onde opera uma negacao

- para uma funcao sentencial onde opera uma saita I{@isjuncao);

- para uma funcéo sentencial onde opera uma geagéb universal;

Tarski considera que isso basta para esgotar aighfi de satisfacdo de uma

funcao sentencial.

5. Problemas de interpretacao da satisfacéo da fuéig sentencial onde opera

o quantificador universal
Tarski assinala que a operacdo de quantificacaersal € a mais problematica

para ser interpretada:
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[p.192]-4

A operacao de quantificacdo universal reclama oomsideracdo especidl.
Sejax qualquer fungdo sentencial, e assumamos que ¢gnssbquais sequéncias sa-
tisfazem a funcaa. Considerando o significado da operacdo de queagdo uni-
versal, diremos que a sequéricsatisfaz a funcanl, x (ondek € um ndamero naturg

particular) s6 se essa sequéncia ela mesma satiafifuncao e ndo cessar de satis-
fazé-la ainda que k-ésimctermo dessa sequéncia varie de alguma ma

No casox pode ser a inclusédq , (como serd visto mais adiante no préprio e-
xemplo dado por Tarski). Ocorre aqui que pacualquer sequéncfaque tenha em si
ao menos tantos termos quanto varidveixaatisfaz essa fungdo sentengigbois em

todas as variaveis deestdo livres). Ja no que se refeif@,ar, a variavely dex esta li-
gada pela quantificagédo. A sequérfaime satisfize[1, x tera um termo de indideque

nao tera nenhuma correspondéncia com a vanQw x. Por isso, esse ternfppode
ser qualquer classe de qualquer coisa (coisas maisas raras, coisas bizarras, coi-
sas abstratas, coisas impossiveis etc.), poisiférieate paras. E Obvio, assim, queé
uma sequéncia que poderia satisfaz@grois emx temosyv livre) quando di fosse uma
classe que correspondesse.d\esse casd,=f' e obrigatoriament& = f'y. Mas quan-

do se tenfl, x, ocorre quédy varia (ou entre alguns individuos ou classes,nbee enfi-

nitos individuos ou classes), pois isso é indifergrara a ligada e s6 em uma dessas

variagdes encontramés: f'. Por isso Tarski entende quesatisfaz a fungani, x (on-

dek € um numero natural particular) sé se essa seiguélacmesma satisfizer a funcao
X € ndo cessar de satisfazé-la ainda gkesimotermo dessa sequéncia varie de algu-
ma maneira”.

Podemos entender isso como um estudfukgio sentencial ‘primeiraé fun-
cdo sentencial ‘segundgpor exemplo, em um estudo a respeito do ‘histbde cons-

trucdo de uma funcéo sentencial como, por exenfiple,, . O diagrama da figura 17.5
mostra como, antes da funcdo sentenidiad, , ligar a variavel,, essa variavel era li-

vre, isto é, tinhamos a funcéo sentengial A quantificagcdo universal de ligou-a e
por isso na sequéncia ‘segunda’, em condi¢Oestdazar (1, ¢, ,, 0 termo ddndice 2

pode variar indefinidamente e indiferentemente pama ligada. Pode-se visualizar is-

so pelo diagrama da figura 17.5:
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I
Vi Vv,
fungio sentencial . e | s |

. . O sequencia finfinita de classes
i b A

Figura 17.5 — Originalmente, antes de qualquer variavel livre da fungdo sentencial sofrer quantificagdo, os primei-
ros termos da sequéncia f correspondiam, cada um por sua vez, a cada uma das variaveis de fun¢do sentencial

112
No diagrama vemos como a sequém@atisfaz a funcag .. Se uma dessas va-
ridveis livres for quantificada (por exemph), uma sequéncié nova que satisfaca
funcéo sentencial quantificada pasapodera diferir da sequéndiantiga no segundo

termo de maneira indefinida. Isso pode ser visadbzno diagrama da figura 17.6:

gquantificadoer

N vy
v,

. . Vi Vs
fungao sentencial . . I —= varlavel ligada

@ e e VaTiagAo de indimeras classes na
@ sequida posigae da sequéncia

@
O i-__Z_-i O O O e g@fuencia finfinita de classes

(OO
e
=

©
Tuganr do segundo @ @ ns —

termo da sequéncia

Figura 17.6 — Existe uma sequéncia f infinita de classes onde o primeiro termo corresponde a v; na fun¢do senten-
cial ‘primeira’, mas esse primeiro termo varia. Como o anterior, sera ligada (e entdo se tornara sentenga) por uma
quantificagdo universal.

Entendamos que a sequéniiantdo, satisfaz a funcdo sentencial proposta (que

chamamos de ‘primeira’), em metalinguagmi, ;--, mesmo quandeg varie de algu-

ma maneira (figura 17.6).

[p.192]-5

em outras palavras, se toda sequén-

cia que difira da sequéncia dada no maximé-gaimaposicdo também satisfacal a
funcao




Isto é, a sequénciasatisfaz a fungéadl, x se toda sequéncia que difira da se-

quénciaf dada no maximo niésimaposicao também satisfaca a funcao.

Isso inaugura outra idéia nova, motivada pela tfizgatdo universal: uma
quantidade enumeravel de sequéntiabstintas n&k-ésimaposicdo, satisfaz a fungéo
sentencial se pelo menos uma delas satisfizerntd @@ cada nova classe introduzida
pelo ‘carrossel’ esquematizado na figura 17.5 sgasna nova sequéncia — em associa-
¢cdo com os outros termos j4 existentes — em camdégibém de satisfazer a funcéo
sentencial. Podemos substituir o ‘carrossel’ ngriaa e imaginar a quantidade enu-
meravel de sequéncias (figura 17.7):

aiti as quantificacoes

BN 0l
fungie sentencial .. .v:1| ?-l é
sequéncia F OO @ O
fs 12 fa fa
sequéncia ' OO . O
fy 1y fa 1,
Ebilllﬂllciu'l rw OO...
fy 1y fa™ | f.
sequiéncia f° OD..- @
1 1, 1" f,

Figura 17.7 — As sequéncias f sdo todas idénticas, exceto na k-ésima posicdo, e todas satisfazem a fung¢do senten-
cial.

Fica entendido, entédo, que para satisfacido dadusegdtenciall, x ha enume-

raveis sequénciak distintas nak-ésimaposicdo, Kirkham (KkkHAM, R. L.; [2008],

pp.222-223.) resume assim o que discutimos no2p-4@ [p.192]-5:

“(...). Como, entdo, uma sequéncia satisfaz umeesea quantificada? (...) Tarski... [es-
tabelece] ... duas condi¢cdes que devem ser atenplada que uma sequéncia, digamos,
a sequénci&, satisfaca uma sentenca universalmente quantificacho (%) (x; € re-
dondo):

234
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1. S deve satisfazer a sentencga aberta que seria @@da suprimir o quantificador.
Assim, nesse caso, ela deve satisfazge‘vedondo”. (Assim, seja qual for o objeto que
Stiver na quarta posicéo, ele deve ser redondo.)

2. Essa mesma sentenca aberta deve também skitsapisrtoda sequéncia que é exa-

tamente com&, exceto pelo fato de que tem um objeto difereatquarta posicéo.”

Tarski exemplifica como segue:

[p.192-193]

Por
exemplo, a funcadl, :, . é satisfeita por aquelas, e s6 aquelas, sequénuaa as
quaisf; [1 f, vale sem considerar o0 modo como o0 segundo termetta sequéncia
varie (como se vé facilmente, isto s6 é possivahda o primeiro termo é a classe
nula).

Existem inUmeras sequénciamfinitas que satisfazerfi, i, ,, mas em todas o

primeiro termaf; € 0 mesmo: a classe vazia (classe nuld). Pade assumir a forma de

uma classe diferente em cada uma das sequénciaatigfazemr; ¢, ;, conforme a-

prendemos dos diagramas das figuras deste capitulo.

No caso do exemplo escolhido por Tarski, s6 aselasila (conjunto vazio)
cumpre essa tarefa de estar inclusa em todas i@s @lasses. Tarski encerra esses co-
mentarios a respeito da satisfacdo de funcbesrseaite onde operam quantificacdes
universais dizendo ser o bastante para se ter tendimento da definicdo de satisfati-
bilidade:

[p.193]-1
Apés estas explanacgdes o entendimento da definegiginte ndo ser dificil.

Entdo Tarski passa finalmente a definicdo defaibgidade.

6. Definicdo de satisfatibilidade.
Uma definicdo geral deatisfatibilidadeé a que segue:
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[p.193]-2

DEFINICAO 22. A sequéncifsatisfaza funcao sentencialse e somente $&

uma sequéncia infinita de classes & uma funcdo sentencial efsex sdo tais qug
ou (@) h& numeros naturals e | tais quex = #, e f, O f; (B) ha uma funcag
sentenciay tal quex = y[1 ef ndo satisfaz a funcdo (y) ha funcbes sentenciagie z
tais quex = y + z ef ou satisfaz & ou satisfaz &, ou, finalmente,& ha um nimerg
naturalk e uma funcéo sentencigltal quex = 1, v e toda sequéncia infinita de

classes que difere d@mo méximo n-ésimaposicao satisfaz a func§d

L A definicdo normal, que é equivalente a recursivama, é como segue (cf. pp. 177, 180} e
182);

A sequéncia f satisfaz a funcdo sentencial x seneeate se temos fRx para toda re-
lacdo R que satisfaca a seguinte condicéo:

Para qualquer g e y, para que gRy € necessariafignte que g seja uma sequén-
cia infinita de classes, y seja uma funcdo sen@neiou(a) ha nimeros naturais k e | tais
quey =/, e g [ g ou(B) ha uma funcdo sentencial z tal que y E & a férmula gRz nag
vale; ou(y) ha funcdes sentenciais z e t tais que y = z gRe ou gRt; ou finalmen{®) ha
um numero natural k e uma funcdo sentencial zdais = ;z e hRz para toda sequéncia

infinita de classes que é distinta de g no maximdk+ésima posicao.

A Definicdo 22 é uma generalizagdo do esquema TISRACAO SEQUEN-
CIAL (ver [p.192]-1), onde as clausulag)( (B), (y) e ©) sao as interpretacbes que
substituermp no T-SATISFACAO SEQUENCIAL. Por isso passemos emsentarios
as clausulas (antesnata de rodapé & este trecho [p.193]-1 d& a definicdo normal de
satisfatibilidade, denotando a satisfacdo da fusgiencial por uma relac&bda se-
quénciag para a funcdo sentenckalem simbolosgRx— e para todas as clausulas a

natureza da definicdo € a mesma, exceto pela sugibyl

Clausula (@). Operacdo de inclusdo. S U f; entdo ha uma sequendigue

satisfaz a funcdo sentencigi.
SITUACAO SEQUENCIAL-SATISFATIVEL (para clausulan)): f satisfaz a
funcdo sentenciak se e somente se f € uma sequéncia infinita deeslasa-

ra qualquer y e , fi [J fi.

Clausula ). Operacdo de negacdo. A sequéncia que satisfafump@o sen-

tencialx ndo pode satisfazer a negacao.de



237

ANTI-SITUACAO SEQUENCIAL-SATISFATIVEL (para clausal (b)): f ndo
satisfaz a funcéo sentenciakg e somente se f € uma sequéncia infinita de clas-

ses, e f satisfaz x e x £y

Clausula (y). Operacdo de soma légica (disjuncdo). Uma vezugue fungéo
sentencial composta pode ser obtida a partir dgosisentenciais simples,fsatisfaz
x ex for composta das simplgse z por soma logica, entédo dsatisfazy ou satisfaz.

SITUACAO SEQUENCIAL-SATISFATIVEL (para clausula)j: f satisfaz a

funcdo sentencial x se e somente se f € uma seguiéfitita de classes, e x

y+z e f satisfaz ou y ou(ge satisfazer ambas, esta se recaindo no casersali

que € assunto da clausud) (

Clausula ©). Operacéo de quantificacdo universal. Nao pre@sams estender
nesta clausula além do que j& foi vastamente c@derdnteriormente para os trechos
[p.192]-4 até [pp.192-193].

SITUACAO SEQUENCIAL-SATISFATIVEL (para clausulad)): f satisfaz a

funcdo sentencial x se e somente se f € uma seéguéficita de classes, e

x = 1,y etoda sequéncia infinita de classes que difere de maximo na k-

ésima posic¢ao satisfaz a funcdo y

7. Exemplificacdo e concluséo
Os exemplos que Tarski oferece para tornar maia eldefinicdo 22 veremos

nos comentarios que se seguem. Primeiro, a sattstiecuma incluséo:

[p.193]-4

O que segue sao exemplos da aplicacdo da defirdcdona a funcoes

sentenciais concretas: a sequéncia infingatisfaz a inclusag , se e somente ge
(1 fo,

Aplica-se a clausulax]. Trata-se do mesmo caso estudado no [pp.191gE83]

I»3, € dispensam-se entdo aqui demais comentarios.



[p.193]-5
e a funcaa,; —i; ; se e somente $g#f5;

Aplicam-se as clausulag); (B) e /). O exemplo quer dizer que somentd,se
f3 € que se pode dizer que sdasse besta inclusa nelasse ¢entdo alasse mao esta
inclusa neclasse dem linguagem moderna mais usudl, [ v3) [ =(vs [ Vp) que, u-
tilizando-se o simbolo de implicacdo material —tmmido mas ndo definido aqui neste
trabalho, mas util para aumentar nossa compreengdage ser escrito na forma (I

V3) — —l(V3 U] Vz)).

[p.193]-6

as funcdesil, i, € M, t,; SAO

satisfeitas por aquelas, e s6 por elas, sequéhaias quaid; € a classe nulafe a
classe universal (i.e. a classe de todos os inggidrespectivamente;

Aplicam-se as clausula®)(e (@). A variavel ligadav, corresponde a todas as
classes que contenham ao menos um individuo, neas tétalidade dos individuos,
pois se encontra entke que corresponde ao conjunto vazigseue corresponde ao

conjunto-universo.

[p.193]-7
finalmente,
toda sequéncia infinita de classes satisfaz a tunga

Aplica-se a clausulax). De fato, toda classe inclui a si prépria (todajanto €

subconjunto de si proprio).

[p.193]-8
e nenhuma sequéncia é fal

que satisfaca a fungag; - 7 ;.

7

Isto €, a contradicdo ndo pertence ao célculo riteepa ordem. Veja o
comentario ao trecho [p.186]-4, apesar do que sedérechos [p.186]-5 e [p.186]-6.

Tarski encerra a discussao sobre a satisfatid#id® seu uso permitirda alcancar
o ponto de chegada do trabalho de Tarski, objetestiedo deste artigo que vimos

comentando: a definicio de sentenca verdadeirant@ssios proximos capitulos.
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CAPITULO 12
CONOTACAO E DEFINIBILIDADE

Chegamos na parte central do trabalho de TarglaraAele atinge seu objetivo
inicial, que era uma definicdo de sentenca verdad€nhegar aqui, no entanto, exigiu a
tarefa de localizar grandes areas dentro dos estialinguagem, a area das linguagens
naturais e a area da linguagens formalizadas. iTéesikstiu de fazer qualquer definicdo
de sentenca verdadeira dentro das linguagens satpms por mais que cercasse de
cuidados a linguagem natural, seus nomes, os is@uifs dos nomes, etc, ainda assim
era possivel recair dentro de situagbes como od®ewado Mentiroso. A outra area
poderia ser promissora, entao.

Na area das linguagens formalizadas, Tarski im@auga conceito de
metalinguagem: a linguagem objeto deve ser degmritaima metalinguagem. A partir
dai, de definicbes a respeito da linguagem comstsudentro da metalinguageatvez
fosse possivel definir uma sentenca verdadeirangadgem.

Este capitulo e o préximo tratam deste objeticaratado.

O grande projeto de Tarski ndo foi criar a metplagem, ou a definicdo de
verdade para as linguagens de primeira ordem, aesgualificacdo por ora das
linguagens naturais, mas sim captar com maior Zdae distincdo aquela nocao
aristotélica de verdade. O préprio Tarski insistigsse pontd”. Podemos dizer que
Tarski parte da idéia de que as sentencas saodedraks se equivalem ao que de fato é
descrito por essas sentencgas. Assim, conjungandiefigicdo de Aristételes com a
interpretacdo de Tarski, temos:

Sentencas (denotadas por seus nomes) verdadeisass

150 Além do proprio artigaConcept of truth in formalized languag€&Rrski, A.; [1983b]) que parte do
ponto de vista aristotélico, também @énConcepcdo Semantica da Verdade e os Fundameat&e-d
mantica(TARSKI, A.; [1990]), que € um resumo do primeiro artigonigém o ponto de vista aristotélico é
citado como motivador.
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‘A é B’ (‘A é B’ é 0 nome da senten¢aé B**' é verdadeiral A é B

‘A ndo é B’ é verdadeiral Anao é B
‘AéB éfalsall Ando éB

‘A ndo é B’ é falsal A é B.

Apesar de Tarski fazer uma ligacdo de equivaléeriee os fatos e o que se diz
dos fatos, ha muitas questdes filosoficas envadvibaa se garantir que tal equivaléncia
seja de fato. Nao vamos aqui construir toda umaat@orespeito das relacdes entre as
idéias de Aristoteles e as de Tarski a respeitosdatencas e do que elas descrevem.
Um instrutivo trabalho a esse respeito € o amigta sobre o Conceito Aristotélico de
Verdade do prof. Balthazar Barbosa Filho, do qual destaseguinte interessante tre-
cho para situar a relacdo problematica entre aspirgtacfes de Tarski e Aristoteles
(FILHO, B. B.; [2003], 234-236):

“E conveniente comecar por uma lembranca sumariaogéo aristotélica de
verdade. Em termos estritos, ndo se trata de ufiragd® nem de uma teoria, mas, an-
tes, de um critério de adequacédo material que gealdefinicdo ou teoria deve satisfa-
zer como condicao inicial de plausibilidade. Noitdp 7 do livro Gama dMetafisica
Aristételes caracteriza a verdade assim: “Dizegde é que ele ndo € e do que néo é
que ele é, é o falso; dizer do que é que ele équemao é que ele ndo é, é o verdadei-
ro” (1011b26-27). Essa apresentacao é retomadapituo 10 do livro Teta, no capitu-
lo 12 dasCategoriase no capitulo 9 d®a Interpretacdo Convém citar o texto d&3a-

tegorias que parece 0 mais explicito e o mais completa pampropdsitos deste estudo:

Se, com efeito, 0 homem existe, a proposicdo paamps dizemos que o ho-
mem existe é verdadeira; e, reciprocamente, seopicao pela qual nos di-

zemos que o homem existe é verdadeira, 0 homereegisntudo, a proposi-

¢ao verdadeira ndo é de modo algum causa da eiestdan coisa; ao contrario,

€ a coisa que parece ser, de algum modo, a causardde da proposicao,

pois € da existéncia da coisa ou da sua ndo esiat§ue dependem a verdade
ou a falsidade da proposicdo. (14b16-23)

31 porque usar 0 nome da sentenca aqui? Porque d&mps predicar a verdade & sentenca, 0 que seria
0 mesmo que predicar a verdade dentro da lingudge®d podemos predicar a verdade na metalingua-
gemL’ e na metalinguagem ndo existe a senten¢a, mammesrdela (seja descritivo-estrutural, seja uma
tradugdo em simbolos metalinglisticos).
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“Esse texto apresenta duas teses. Primeiro, a diniN@ade ou a reciprocida-
de do ser e do verdadeiro, isto €, tudo que podelizes das coisas podemos dizé-lo
igualmente falando das proposi¢des verdadeiragsmondentesh voce ad remse um
enunciado é verdadeiro, a coisa & ® ad vocemse a coisa enunciada é, o enunciado
é verdadeiro. Poder-se-ia dai concluir, precipitagl@te, a equivaléncia do verdadeiro e
do ser. Teriamos entédo a férmula de Tarski: a @iQao “a neve é branca” é verdadeira
se e somente se a neve a branca. Mas seria unpeisd)a, justamente, uma segunda
tese no texto citado, a saber, a prioridade dead@e o verdadeiro. Nao é a verdade do
enunciado que é causa da realidade; €, ao contaarealidade que é causa da verdade
do enunciado. Essas duas teses podem ser expeessaamos escolasticos: a primeira
torna-seens et verum convertuntara segundaeritas sequitur esse rerum

“Na expresséo simplificada e informal de seu artiglebre de 1933 (“A con-
cepcao semantica da verdade”), Tarski mencionadeiles muitas vezes, dizendo que
seu conceito de verdade ndao é mais do que umaovegsdiosa e formal da concepc¢éo
aristotélica. Em linhas gerais, pode-se dizer quenzeito tarskiano formaliza, com os
recursos da légica de Frege, a primeira caradterida nocdo aristotélica de verdade.
Ela pode ser expressa em duas etapas: (1) Se @sfpé@p que diz que esta chovendo é
verdadeira, entdo esta chovendo (passamos do lagiceal). (2) Se esta chovendo, en-
tdo a proposicdo que diz que esta chovendo é va@rdagassamos do real ao l6gico).
Dadas as duas transicdes, segue-se a equivalémser & da verdade ou, em termos

tarskianos: a proposicao “p” é verdadeira se e atavee p.”

N&o vamos decidir agora se essa equivaléncia @@owe de fato, porém fica
citada a questao e o aviso de que até nenhum camoepds uma pedra basilar sobre o
assunto. Susan HaackAktk, S.; [1978], p.156) informa que:

“A teoria de Tarski tem a distingéo de ter sidticaida tanto por dizer muito pouco:

a neutralidade de Tarski com respeito as teoriksdficas da verdade
competidoras é suficiente para demonstrar sua dataelevancia filosoéfica.
(Black, 1948, p.260)

quanto por dizer demais:
a teoria de Tarski... pertence a andlise factualyez da conceitual... A teoria
de Tarski possui muito conteido, enquanto que urdlsa conceitual correta

da verdade tewm muito pouco. (Mackie, 1973, p.40)

“A questdo da importancia filoséfica da Teoria deski €, evidentemente, uma questéo
dificil”
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Muitos foram os pensadores que se puseram em pistzadar uma solucéo ao
problema de posicionar Aristoteles e Tarski. Dora&vidson, Karl Popper, Wilfred
Sellars, Mark Platts, Hartry Field, A. J. Ayer @sdois ultimos parcialmente) querem
pd-los em acordo, enquanto Mackie, Herbert Keutkral@ Vision (este ultimo
parcialmente) querem opo-los IKHAM, R. L.; [2008], p.242). Susan Haack mesma
pretende resolver o problema opondo-oaAek, S.; [1978], p.156), mas Kirkham
(KIRKHAM, R. L.; [2008], p.243) critica sua solucdo e quer codéedos.

Ha muito a respeito disso e acreditamos que adatéo feita neste livro ja
aponta com bastante fartura de teses e contradese®rias a respeito da situacédo da
Teoria da Verdade de Tarski. O que nos importaaagoo roteiro seguido por Tarski
para construir sua definicdo de sentenca verdadeisaferramenta mais importante é
sua noc¢do de satisfacdo, aprendida no capitula@ntEarski confia que:

[pp.193-194]

O
conceito ja definido é de grande importancia pangestigacdes no interior da
semantica da linguagem. Com sua ajuda o sentidandg completa série de
conceitos neste campo pode ser facilmente defieida,0s conceitos de denotacéo,
definibilidade;

Consideracoes prévias a definicdo de sentencadeird ainda deverdo, entéo,
ser feitasdenotacépdefinibilidadé®? e verdade Com esperanca de que o ferramental
tedrico aventado pela definicdo rigorosa de safisfapossa facilitar definicbes
necessarias a nocao de sentenca verdadeira, Targkicara a preparar o terreno da
definicdo de sentenca verdadeira definindo antessesonceitos necessarios. Mas o
conceito deverdadeficara para o proximo capitulo. Vamos nos esteader sobre os
conceitos delenotacace definibilidade

1. Conceito de ‘denotacéo’

152 A nota de rodapé indicada para o conceito definibilidade em [pp.193-194] é longa o bastante pa-
ra merecer um estudo a parte.
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Denotacdoé uma palavra que ja vem sendo usada de modeadntamnto por
Tarski em seu artigo de 1933 que vimos estudandotqunos comentarios que estamos
tecendo a esses artigos.

A maior influéncia sofrida por Tarski foram as igégs de Frege e Russell a
respeito da relacdo entdenotacace referéncia A idéia que cerca a concepgao tarskia-
na de denotacdo pode ser entendida a partir donseguwmentario de Susan Haack
(HAACK, S.; [1978], p.97):

“Embora a distincdo seja originalmente introduzdpecificamente para os nomes, ela
€ estendida para se aplicar aos predicados, e & &gntencas, sob o principio de que o
sentido (referéncia) de uma expressdo compostaaepender do sentido (referéncia)

de suas partes. Assim:

expresséao sentido referéncia

nome préprio significado do nome obje-
to

predicado significado da expresséo predicativa nceio

sentenca proposicdo valor de verdade

“A referéncia de uma sentenca deve estar em seuw dalverdade, argumenta Frege,
uma vez que se algum componente de uma sentensalfstituido por um outro com
um sentido diferente, mas com a mesma referénoimqcA Estrela Matutina é um
planeta’/'A Estrela Vespertina € um planeta’), éator de verdade que permanece inal-
terado. Sempre fortemente anti-psicologista, Feggatiza que o sentido, ou significa-
do, de uma expressao deve ser distinguido da aiigpode acontecer estar associada a
essa expressdo. Assim, quando ele diz que o salgidona sentenga € o pensamento
(Gedankg que ela expressa, ele quer dizer ‘proposicao’vemde ‘idéia’. Em contex-
tos ‘obliquos’ (i.e., contextos intencionais, paemplo, o discurso indireto), Frege a-
crescenta que as sentencas possuem nao sua ref@@stameira, mas uma referéncia
‘indireta’, sendo a referéncia direta o sentidotwoiro, i.e., a proposicdo expressa.
Assim, em ‘Tom disse que Mary viria', a referénditary viria’ ndo é seu valor de ver-

dade, mas a proposicao de que Mary viria.”

Podemos dizer que Tarski entende a denotacédo aomsimbolo idéntico a um

‘subsimbolo’ do simbolo denotado. Por exemplo, camfizéssemos o simbolo ‘Z’ de-
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notar o simbolo ‘S(Z)’ que pode ser lido ‘senteqga carrega o valor de verdade Z’

(seja la qual for esse valor de verdade).

2. O conceito de ‘definibilidade’

A definibilidadefoi preocupacéo de Tarski em s8ua Definable of Real Num-
bers(TARsKI, A.; [1983k]), de 1931. Nesse artigo ele entendeagignatematicos, em
geral, ndo gostam de lidar com a nocao de defiddule”, tratam-na com reserva e des-
confianca, mesmo que “as razdes para essa avezf@auco clara e conhecida”
(TARsSKI, A.; [1983K], p.110). Entdo Tarski se propde umamnanto estritamente mate-
matico da nocao de definibilidade, a fim de eviamerosas contradi¢cdes, exemplifica-
das pelo Paradoxo de Rich&td

Tarski trabalhara sob modelos estritamente mateosée passara da definibili-
dade para conjuntos de ordem 1 (conjuntos de sgr#emde sé haja uma Unica varia-
vel livre) para a definibilidade para conjuntosatdemn. Ele consegue essa generali-
dade na Definicdo 10 dOn Definable Sets of real NumbegfBarski, A.; [1983K],
p.128). Assim, para Tarskigefinibilidadeé condicdo onde uma fungdo sentencial pode
ser satisfeita, isto €, ter condi¢cdes de ver ligaims variaveis livredpesar do trata-

3 Em linhas gerais, o Paradoxo de Richard de 199&dd ao matematico francés Jules Richard, pode
ser apresentado assim: seja possivel tomar todsengencas de uma determinada lingua (portugués, po
exemplo) que caracterizam, cada uma, um nUmerwadni@epois ordenemos essas sentencas desde as
que tém menos letras até as que tém mais letrss fgga duas ou mais sentengcas com a mesma quanti-
dade de letras, coloquemos tais sentencas em @ifimética). Feita essa ordenacdo, associemosaa cad
sentenca da lista sua cardinalidade (isto é,{ggmenca 1, linha sentenca 2, linha-sentencas3ima
por diante até a-ésima sentenci Agora chamaremos d®imero nao-richardian@o ndimero inteiro
que, tomado cardinalmente, tenha suas caractagsiigscritas pela sentenca daquela cardinalidade. P
exemplo, suponhamos quesantenca 18eja a “nimero divisivel por si mesmo e pela whédaEntdo o
namero 17 éao-richardiano J& o nimero 11 é richardiano sesentenca 1Ior “nimero quadrado per-
feito”. Agora vem o paradoxo: suponhamds@&sima sentengdtodo namero ou € richardiano ou é néo-
richardiano”. O namerd é richardiano ou nédo richardiano? Se ele for rihao, entdo ele nem é ri-
chardiano, nem é nao-richardiano e se ele for mdandiano, entdo ele é richardiano ou é néo-
richardiano. Em todos os cadosu fere o Principio de Terceiro Excluido ou nddepser definido, isto
€,knem é um namero real, nem é complexo, ou é reaboylexo indecidivelmente. Como os cardinais
séo feitos de ndimeros inteiros, ndo pode exigstencaso, eardinalidadek, apesar de la existir! Ela e-
xiste enquanto ndo pode existir e, ndo existingiste Em outras palavras, um sistema richardiave d
admitir a sentenca (intuitivamente clara em sualigdo de descrever uma propriedade dos nimeros in-
teiros em um sistema richardiano) “todo ndameroiiateu é richardiano ou é n&o-richardiano” e é essa
admissao que impede a criacdo de um sistemadianar, o que é paradoxal: admitindo-se, ndo h&eo qu
admitir, e ndo se admitindo, admite-se. Gddel mospse no Paradoxo de Richard para estruturar seu T
orema da Incompletude.
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mento rigorosamente formal, Tarski ndo perderd ap fda questdo @ERSKI, A.;

[1983K], pp.128-129): “Agora a questao de sabeassdefinicdes entdo construid@s

rigor formal que nao levanta objecoésnbém sdo materialmente adequadas ou-

tras palavraslas de fato compreendem o corrente significadaatzio como é intuiti-

vamente conheci@® Tarski (TaArRskI, A.; [1983k], p.129) respondera afirmativamente:

“Na tentativa de dar a esta questdo uma forma pnagsa, vamos supor que a
adequacao material da definicdo metamatematicamjarto definivel de ordem, (...)
esta acima de davidas. A questdo proposta entiedse ao problema bem concreto
(...) nomeadamente o caso omde 1. Este Ultimo problema pertence ao dominio da
metamatematica e é facilmente resolvido na afinmati

“(...), podemos mostrar sem dificuldade pela iddugue a familid®f é exata-
mente a familia dos conjuntos de sequéncias quelet@ominadas pelas fungdes sen-
tenciais de ordem 1. Segue-se imediatamente gamidigD coincide com aquela dos
conjuntos definiveis de ordem 1 (...)"

“Se desejarmos convencer-mo-nos da adequacaoiaha@Def. 10 e de sua
conformidade com a intuicdo sem ir além do domitas consideracfes estritamente
matematicas, nds podemos recorrer ao método empDie fato, examinando varios
conjuntos especiais que tem sido definidos aritagiente (no sentido intuitivo do
termo), nds podemos mostrar que todos eles perteadamiliaD; Conversamente, pa-
ra todo conjunto particular dessa familia nds estaaptos a construir uma definicdo

elementar.”

Fica bem caracterizado qdefinibilidadepara Tarski envolve sua nogao de sa-

tisfacdo e todo aparato tedrico que permite a @&uldps problemas matematicos a lin-

guagens de primeira ordem. O projeto tarskianoedi@ibilidade € estabelecer gde-

finicAo € o processo de se obter consequéncias a part@xienas como podemos a-

prender de seu artigo de 198dme Methodological Investigations on the Defiitibof
ConceptgTARSKI, A.; [1983f], p.296:

“Na metodologia das ciéncias dedutivas dois grufgosonceitos ocorrem que,
embora de conteddos um pouco remotos um do owoopbstante mostram considera-
veis analogias, se nés considerarmos seus papémetaucao de teorias dedutivas, as-

sim como as relagdes internas entre conceitosaldeticada um dos préprios grupos.
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Ao primeiro grupo pertencem tais conceitos comxidmd, ‘sentenca derivavel(ou
‘teoremad), ‘regra de inferéncia ‘ provd, para o segundo -€6nceito primitivo(indefi-
nido)’ (ou ‘termo primitivd), ‘ conceito definival‘regra de definigdd ‘ definicad. Um
amplo paralelismo pode ser estabelecido entre wsedos dos dois grupos: os concei-
tos primitivos correspondem aos axiomas, os caealefinidos as sentencas deriva-

veis, 0s processos e regras de definicdo aos paxegegras de prova.”

A nota de rodapé ho trecho [pp.193-194] padefinibilidadeinicia falando da
denotacao (assunto ja bem comentadd gonceito de “denotacdofieste capitulo):

[pp.193-194] -nota de rodapé (a)

! Dizer que o nome denota um dado obje@® é o mesmo que estipular que o objatéou
toda sequéncia de queé o termo correspondente) satisfaz uma funcéceserdl de um ti-

po particular. Em linguagem coloquial seria umac@m que consiste de trés partes na fse-
guinte ordem: uma variavel, a palavra ‘¢’ e o dadmex.

N&o vamos nos deter mais tratando da denotacéote3pretando a redacéo de
Tarski, ele entenddenotacdocomo uma fungéo que aplica um predicado a um nome.
Assim, x é denotado pela condicaoA copula ‘é’ aplica sobre o0 nome o predicado ca-

racterizado pela variavel.

O restante da nota se dediadeéinibilidade

[pp.193-194] -nota de rodapé tb)

Com respeito ao conceito de definibilidade, tentare
explicar seu conteido sé em um caso particularc@esiderarmos quais propriedades de
classe tomamos como definiveis (em referéncia atesia de calculo de classes discutido
aqui), nés conseguimos a seguinte formulagéo:

Dizemos que a funcédo sentencial x define a promdedP de classes se e s se para
um numero natural ka) x contém ycomo sua Unica variavel livre, (@) ja que uma sequén
cia infinita de classes pode satisfazer x, é neftes<s suficiente que tenha a propriedad

P; dizemos que a propriedade P de classes é defisiy e somente se ha uma funcédo senten-
cial x que defina P.

A formulacdo é aquilo que vimos comentando no94}-2: Tarski entende de-
finibilidade de uma propriedade como a condicadsatesfacdo de uma funcdo senten-

cial que define a propriedad&eguem-se exemplos dessa formulagéo:

[pp.193-194] -nota de rodapé (c)

Com base nessa estipulagcdo podemos mostrar, ponpd®, que tais propriedades de
classes com vacuidade, de continénciauum, dois, trés, etc., elementos sao definiv
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Entdo, a condigdo de um conjunto ser vazio é iefipelo fato de haver o obje-
to [J em condicbes de satisfazer a funcdo sentencialjgee definir a vacuidade do
conjunto vazio. O mesmo se diz dos outros conjuoos um ou mais (mas nao infini-

tos) elementos. No caso de conjuntos com infiretesentos:

[pp.193-194] -nota de rodapé {d)

Por outro lado a propriedade de conter infinitareemuitos elementos nao é definivel (cf. ps
apontamentos dados abaixo em conexao com os Téd6)l

N&o é definivel por ndo existir uma sequénciaitdique satisfaca a funcao sen-
tencial que descreva a propriedade de infinitudardeconjunto. Tarski ja aponta onde
sera visto os estudos a esse respeito, nos Teol€mas e 16.

Um ultimo detalhe técnico é que a definibilidadangé conceito que independe
da necessidade da linguagem de fazer defini¢des:

[pp.193-194] -nota de rodapé {d)

Sera visto que com estp
interpretacdo o conceito de definibilidade nao delgede se a formalizacdo da ciéncia iIn-
vestigada admite a possibilidade de construcdoedmigbes. Uma discussdo mais exata |de
definibilidade serd encontrada nos artigos VI e &dl presente volume.

O “presente volume” € dogic, Semantics, Metamathematics — papers from

1923 to 1938de 1983, organizado por Corcoran, de onde tiramnagigo que vimos
comentando. O artigo VI é©n Definable Sets of Real NumbéFarski, A.; [1983K])

e o artigo Xlll € oOn the Limitations of the Means of Expression adu2éive Theories
(TARSKI, A.; [1983l]), de 1935. Em especial neste ultimagariXlll Tarski esta preocu-
pado com os significados das expressfesdia de rodapé Hla pagina 386 des€n

the Limitations of the Means of Expression of DédacTheorie{TARSKI, A.; [1983l],
p.386), Tarski escreve?

“As palavras ‘define’, ‘definivel’, etc., sdo usadem dois sentidos distintos:
no primeiro sentido é uma questédo de reldo@imal de certas expressdes para outras
expressdes da teoria (cf. artigo X do presentalinaly; no segundo sentido, de uma re-
lacdosemanticaentre objetos e expressfes (cf. artigo VI). Agsias palavras sdo usa-

das no segundo sentido.”

134 0 ‘artigo X’ citado nesse trecho é arRSKI, A.; [1983f].
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No trabalho que vimos comentandoaigBki, A.; [1983b]), Tarski esta enten-
dendodefinibilidadeno primeiro sentido apontado neste trecho, istméo umaela-
céo formal

N&o vamos nos deter mais e encerremos o0 estudesdiss dos trés mais im-
portantes conceitos, na listagem de Tarski, enters- como vimos — do ponto de vis-
ta da teoria da satisfacadenotacéo, definibilidade verdade Este ultimo, o conceito
de verdade introduzird no capitulo seguinte a discussaoesabdefinicdo deentenca

verdadeira



CAPITULO 13
DEFINICAO DE SENTENCA VERDADEIRA

Tarski sabe que o problematico conceito de verdatieno rol dos mais impor-
tantes para seu trabalho. Ele o cita, apds osatriteriores de denotagéo e definibili-

dade, como segue:

[p.194]-1
e verdade, com o Ultimo dos quais especialment®cgsaremos aqui.

A idéia de ‘verdade’, ‘verdadeiro’, permeia todauigo de Tarski que vimos
comentando e ndo vamos tentar esgotar o assurgonmentario a este trecho. Sé para
citar que essa é a posicao de todo autor que guatiaa brevemente do assunto, o casal

Feferman (EFERMAN, ANITA & SOLOMON; [2004], p. 109) escreveu:

“A questdo de que é verdade se faz presente emns ttmlonomentos da vida:
contos infantis, reportagens de jornal, disputasamates de justica, e testes de teorias
cientificas. Pode ser muito dificil determinar ®dua verdade em cada situacao e € sa-
bido que nem sempre se trata de ser preto-no-hrgngae para a idéia do que é verda-
deiro ou falso ordinariamente ndo se consideragiregkplanagdo ou analise. Mas tédo
logo perguntamos a respeito do que sdo, em gerhhses de nossa fé ou crengas, a pe-
rene questéao filosofica “O que é a verdade?” emirgpgo. Muitas teorias tém sido le-
vantadas para responder essa questao. Para meralguraas poucas: a teoria car-
respondénciadentifica a verdade com o que corresponde aos,fatteorigpragmatista
com aquilo que prova ser (til ao longo do usoteoaaverificacionistacom o que po-
de ser demonstrado. Cada uma das teses tem siside@ala inaceitavel por uma razéo
ou outra; aquele com mais objecdes — a teoria dasmpndéncia — é criticada em seus
fundamentos por falhar em suprir satisfatoriamerf#icacbes do que é ‘corresponden-

te’ e do que sdo ‘fatos’.

“Tarski formula uma versdo muito precisa do quecklema de teoria da ver-

dade por correspondéncia.”

Aqui vamos situar aquilo que Tarski entende perdade’.
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Quando a edi¢ao de 1935 @oncept of Truth in Formalized Languag@®Rs-
Ki, A.; [1983b]) ficou famoso (foi divulgado amplamemte congresso ddnidade da
Ciénciaem Paris, naquele ano) as criticas vieram prilrograte de Otto Neurath, cabe-
¢a do ‘Circulo de Viena’, cujos membros estavansgmtes ao congresso de Paris. A
questao era se as concepg¢des semanticas poderiaonsiiadas com a posicao forte-
mente empirista e antimetafisica do Circulo de &jeqpesar do apoio de Popper e Car-
nap, membros do Circulo, a Tarski. As criticas rassiltados d&Concept of Truth in
Formalized Languages a palestra de Tarski que resultariaTin@ Establishment of
Scientific Semantic6TARSKI, A.; [1983a]) obrigaram Tarski a responder por meio de
seu artigo de 1944 Concepcéo Semantica da Verdade e os FundameatSsrdanti-
ca (TARSKI, A.; [1990]), onde buscou estabelecer de maneira mais claibo age en-
tende por ‘verdade’ @FERMAN, ANITA & SOLOMON; [2004], p. 122.). Tarski prefere
que por ‘verdade’ seja entendido uredequacdo materiafjue va pela direcdo vaga-
mente aponta por Aristétef®d Lemos de Tarski (@Rski, A.; [1990], p.162):

“Parece claro que, se nos basearmos na concepigsical de verdade, diremos que a
sentenca é verdadeira se a neve é branca, e gédadta se a neve ndo é branca. As-
sim, se a definicdo de verdade tem de se confaainmassa concepcao, ela deve impli-

car a seguinte equivaléncia:

A sentencaa neve é branca verdadeira se, e somente se, a neve é branca.

“Observemos que a frase heve é brancacorre do lado esquerdo dessa equivaléncia
entre aspas, e do lado direito, sem aspas. Dadiagito, temos a propria sentenca, e do
lado esquerdo, 0 nome da sentenca. Empregandmindévgia |6gica medieval, pode-
riamos também dizer que, do lado direito, as pataarneve é brancacorre sobsup-

positio formalise, do lado esquerdo, sebppositio materialis

A respeito dessa interpretacdo que Tarski fazeddade, Kirkham (KRKHAM,
R.L.; [2008], p.206-207) comenta muito bem que:

155 A respeito das posicdes de Aristételes e de TarekCAPITULO 12 — CONOTACAO E DEFINIBI-
LIDADE neste trabalho.
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“Para toda sentenca da linguagem cuja verdadesesido explicada, existe
uma equivaléncia na qual a sentenca é mencionalld@squerdo e utilizada do lado
direito. E bastante facil formular o padrédo de sodasas equivaléncias, e Tarski o faz
com uma férmula que tem sido chamada tanto de doffhcomo de “esquema T” e

“convencéo T

X é verdadeira se, e somentefse,

Devemos chamar qualquer equivaléncia desse tign {pb podendo

ser substituido por qualquer sentenca da linguagemal a palavra
“verdadeird se refere, e “X” podendo ser substituido pelo aatassa
sentenca) umaegquivaléncia da formér)”.

N&o é dificil ver por que Tarski pensou que umadagiio minima para qual-
quer teoria adequada da verdade é que ela tenfmammeqiéncia todas as sentencas-
T (i.e, sentencas que instanciam a convencao T): amsestd sdo obviamente verda-
deiras se tivermos em mente que a equivalénciersgla por uma sentenca-T é exten-
sional e ndo intencional), assim qualquer teor@spja incompativel com elas seria fal-
sa. (A esse respeito, note-se que se podem aagit@Entencas-T insistindo-se em que a
sentenca do lado direito do simbok’ ‘expresse um estado de coisgpendente da
mente.) Mas uma teoria da verdade pode ser bastaptausivel e ainda assim ser
compativel com as sentencas-T (...). Por causa,dissondicdo de adequacdo material

de Tarski (...) exige que uma teoria da verdadenergteimpliqueas sentencas-T.

O que Kirkham entende pextensionale intencionalé o que se designa usualmente
respectivamente paonotacdoe denotacdoE ja citamos mais de uma vez que a posi-
cdo contraria de KirkhamK(RkHAM, R.L.; [2008], p.243 & de Haack® (HaAck, S.;

[1978], p.161). Passemos aquilo que Tarski tem coonceito de verdade.

1. Conceito de verdade
Tarski inicia sua discussao a respeito do condgteerdade como segue:

1%6 EJa acredita que Tarski ndo pretendeu construi t&oria da verdade por correspondéncia.



[p.194]-2

O conceito de verdade é obtido do seguinte modm Base na Def. 22 e as
consideracdes intuitivas que a precederam, é f@rilque uma dada sequéncia
satisfazer ou ndo uma dada funcdo sentencial depsaddaqueles termos da
sequéncia que corresponde (em seus indices) ceamiasgeis livres da funcéo.

Isso € um resumo bem geral daquilo que ja apreosieBxiste sempre uma se-
gquéncia que satisfaz uma funcdo sentencial. O gsoa#e satisfacdo sempre é a corres-
pondéncia indice-a-indice deésimotermo da sequéncia paralkaésimavariavel da
fungéo sentencial, quando essa é uma variavel [ue héa variaveis livres nas funcdes
sentenciais, isso faz parte da definicdo de fursgidencial. Que &-ésimotermo de
uma sequéncia corresponde a variavel livre-eaimaposicao dentro da funcéo senten-
cial, s6 depende do termo de indicda sequéncia. Lemos de Azambuj@AMBUJA,

A.; [2005], p.26):

“A definicdo de Tarski é considerada uma concepgioantica da verdade porque ver-
dade é definida em termos de satisfacdo, e estasiderada uma nogao semantica por-
que € uma relagdo entre formulas e sequénciasje®®bA clausula de base da defini-

¢ao recursiva de satisfagdo funciona de modo an&ogesquema (T): uma sequéncia
satisfaz a féormulax; € grego’ se, e somente se, 0 objeto que esta gEpaOrrespon-

dente a variavef; é grego.”

O fato de a satisfacdo depender de que o terninditei (no exemplo de A-
zambuja) da sequéncia seja grego, mostra comaséasab de uma funcdo sentencial
nao depende s6 da sequéncia, mas de uma sequéadienfa os termos certos para
correspondeindice-a-indicecom as variaveis livres da funcdo sentencial.

Ha uma situagdo especial, porém. Ocorre quandofung@o sentencial é na

verdade umaentenca

[p.194]-3
Entdo no casq
extremo, quando a fun¢do € uma sentenca, e comédatontém nenhuma variavel
livre (que de modo algum esta excluido pela Def, @&atisfacdo da funcdo como
um todo por uma sequéncia ndo depende das propeedas termos da sequéncia

r=-4

Em outras palavras, para uma sentenca, qualqgeémsea serve, pois ndo ha

correspondénciadice-a-indicecom as variaveis livres da sentenca pomge ha va-
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riaveis livres E isso que separa a verdade da falsidade: veédane satisfacdo por to-

das e quaisquer sequéncias, como explica Haaokcf S.; [1978], p.152.):

“As sentencas fechadas s&o casos especiais dagentbertas, a saber, aquelas sem
nenhumavariavel livre. O primeiro elemento de uma seqi#neitodos os elementos
subsequientes, € irrelevante para que a seqlénisi@ga ou ndo uma sentenca aberta
niladica [sem variaveis livres], isto é, uma segéfechada Assim, Tarski define uma
sentenca comeerdadeira apenas no caso de ser satisfeita poagab seqiénciage

falsa apenas no caso de néo ser satisfeita porumaah

Ocorre, entdo, que uma sentenca € verdadeira mpiquaequéncia a satisfaz e

é falsa se qualquer sentenca satisfaz sua negacao:

[p.194]-4

SO duas

possibilidades entdo restam: ou toda sequénciaitanfsatisfaz uma dada sentenga,
ou nenhuma sequéncia satisfaz (cf. os Lemas A adBsdabaixo). As sentencas go
primeiro tipo, e.g.ll, ¢, ;, SG0 assentencas verdadeirasquelas do segundo tip

e.g.N,; i3, podem ser correspondentemente chamadsasrdencas falsas

A

TUm método de definicdo da verdade que é essenergbmequivalente ao método desenvpl-
vido neste trabalho, mas baseado sobre uma idéaedite, tem recentemente sido sugerido
por J. C. C. McKinsey no artigo ‘Uma nova definicd® verdade’Synthése, vol. 7 (1948-9],
pp. 428-33.

Teremos oportunidade de estudar, a seu tempoeimsd citados. A sentenca

1157
a

metalinglisticelJ, ¢, ; € interpretada ‘para todn a [ e se escreve na linguagem-

objetolx,Ix,x,em notacdo polonesa (0Wxi(X1 [ X1), em linguagem moderna mais u-
sual). Do mesmo modi), 7;; € interpretada ‘existe ao menos apa [ a.

A nota de rodapé foi posta por Corcoran, que organizou a colet@osatextos
de Tarski TARSKI, A.; [1983b)), de onde tiramos o artigo que vimos comentanaoaiN
tigo citado vemos que a diferenca € o ndo usoMuinsey (McKINSEY, J.C. C.;
[1948/1949], p.428), de uma teoria da satisfacéo:

5" para saber qual o sentido do simbalé &qui, ver o QUADRO Il no fim do capitulo 7 dedivro.
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“Como bem sabemos, Tarski deu em 1933 uma exataiéviamente aceitavel
definicdo da nocéo de verdade objetiva. Mostrarei ama nova definigdo dessa nogéao.
As duas definices parecem ser equivalentes fieadnesma classe de sentencas ‘ver-
dadeiras’), mas isto ndo foi provado formalmente.

“Eu ndo coloco esta nova definicdo como um intamedi implemento para
mais a frente suplantar a definicdo de Tarski. Corsaso esta aberto, cada definicao é
em algum aspecto melhor do que a outra. A de Tarskiperior em depender bem me-
nos da teoria dos conjuntos do que a minha. A npmégaria tem a vantagem de definir
verdade sem fazer uso da nocéo de satisfacédo daofsentencial por um conjunto de
entidades: essa caracteristica é (til se for prefas uma definicdo semantica das no-

¢Oes de necessidade ldgica e possibilidade I6gica.”

Bem, a base da idéia de Tarski é sua teoria ddaggto. Passemos entdo, final-

mente, a definicdo mais importante do trabalho alski.

2. A definicdo desentenca verdadeita
A famosa definicdo de Alfred Tarski & a Definic&® Tarski a enuncia como

segue:

[p.195]-1
DerFINIGAO 23. X € umasentencga verdadeira em simbolox 1 Tr — se e
somente s& [ Se toda sequéncia infinita de classes satisfaz

No [pp.187-188] aprendemos a natureza do conjlintde todas as sentencas
verdadeiras. A Definicdo 23 acima diz explicitaneegtie pertence & toda sentenca
satisfeita por qualquer sequéncia infinita.

A nota de rodapé inerece ser dividida em partes:

[p.195]-1 —nota de rodapé {a)

! No total da construcéo acima nés podemos operarfiitas sequéncias com um ndmero variayel
de termos no lugar de sequéncias infinitas.

De fato, se uma quantidade enumeravel de seqséntiitas satisfaz a senten-
¢a, também ocorre satisfacdo se a sequéncia fta, finas os termos forem variaveis.
Funcionaria como o ‘carrossel’ de termos que vimos diagramas das figuras 17.5 e

17.6. Se isso é possivel, entdo se faz neceseamalizar essa idéia:



255

[p.195]-1 —nota de rodapé {b)

Sera, entdo, conveniente generalizar o conceitedeéncia
finita. Na interpretacdo usual deste termo, umaéecja que tem um-ésimostermo deve tambény
ter todos os termos com indices menores dangudevemos agora abandonar este postulado e cpnsi-
derar qualquer relagdo de muitos-para-um como @gaésicia finita se seu contradominio consistir
de um namero finito de nimeros naturais distint@.de

Usualmente entédo, uma sequéncia finita de&rmos pode ser designada por este
n-ésimotermo que ficara subtendido que possui todosrasotede indice abaixo de
O problema é que a sequéncia fica vagamente calesti@ terman-1 € idéntico ao de
indicen? O fato de ser menor do gu@ao garante que seja ou nao distinto. Uma forma
de estabelecer isso € montar uma relagdo “muit@stpa’. Seriam um produto cartesi-
ano onde a abscissa (dominio) tem o simbolo qudifida os termos e na ordenada

(contradominio) os numeros naturais (ver diagraafigira 19.1):

indices

n-1

nimero finite de niimeros naturais

f {simbolo de termo)

Figura 19.1 — o contradominio é um nimero finito de niimeros naturais e o dominio é o simbolo f, que designa
todos os termos de uma sequéncia.

Fica obvio, pelo diagrama da figura 19.1 que guto de pares ordenadds (
indice é finito. Esse conjunto é sequéncia finita dagpardenados, desde o de indice

1 até indicen (0 zero é omitido por ndo poder fornecer ordina@)a



[p.195]-1 —nota de rodape {c)

A modificag@o da constru¢do consistiria em elimid@isequéncia que satisfaz
a dada funcédo sentencial todos os termos ‘supétflgoe ndo tem nenhuma influéncia na satisfagao
da funcéo. Entdo sg, v, etc., ocorrem como variaveis livres na funcadu@@mente em numero fi
nito), s6 aqueles termos com indikek etc., restariam na sequéncia que satisfaz a fungéao.

O que Tarski quer explicar é obvio. Imaginemos waguéncia infinita e uma
funcdo sentencial com um numero finito de varigvaigumas das quais sao livres. E-
xiste correspondéncia indice-a-indice entre osgirom termos da sequéncia e todas as
variaveis da fungéo sentencial, de modo que osogemjo indice corresponde ao indi-
ce das variaveis livres séo tais que permitem aémip satisfazer a funcdo. Ora, fica
Obvio que os termos sem correspondéncia com vagidessa funcédo sdo os termos cu-
jos indices sdo maiores que o indice da ultimavarida funcdo sentencial. Esses ter-
mos podem ser eliminados, pois ndo h4 correspoiajé@lecnada servem para a funcao
sentencial e isso é tao forte que esses termossixes podem estar nomeando as coi-
sas mais disparatadas, como o ‘unicérnio cor-dmjar e ‘Papai Noel com menos de
150 quilos’ quando a funcédo descreve os membrdBaslamento Europeu, por exem-
plo. Ora, se esses termos sao supérfluos ao pentiestreverem qualquer natureza e
em nada causar dificuldade para a funcao sentgepamésmo ocorre com 0s termos da
sequéncia cujo indice corresponde ao de uma vhligada. Se ela esta ligada, pouco
importa qual seja o natureza descrita pelo ternellg@ corresponde: esse termo € su-
pérfluo. Entdo, como os termos ‘excessivos’ fordimieados por superfluidade, os
termos correspondentes a variaveis ligadas tamloéienm Sobra apenas uma sequén-
cia de termos que realmente afetam a funcéo sealiesatisfazendo-a.

Tarski fornece o seguinte exemplo:

[p.195]-1 —nota de rodapé {d)

D

Por exemplo, aquelas,

sO aquelas, sequéncide classes que satisfazem a fungépque consiste de unicamente dois t
mosf, e f, verificando a férmuld, [ f,.

3%
—_
1

A sequéncid; f, f3 f; satisfaz a fungcdo sentencial, porém, eliminado os ter-

mos supérfluos, a sequéncia se red@izfa Obviamente, ha uma quantidade enumera-
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vel de sequéncias cujos ternipe f, satisfazem a funcéo sentencial em questéo, depen-

dendo daquilo que a funcdo sentencial queira dpmes ela € o modo correto de escre-
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ver a fungéo sentencial que na linguagem-objetorees um estado de coisas; pode ser
gue o que esta sendo descrito, por exemplo, se@Eusdo do ‘mais novo’ dentre os fi-
Ihos do personagem biblico Jacé entre os irmadosk® e neste caso sO existe uma se-
guéncia capaz de atender a isso, aguela que teéi lmlugar dé).

Mas essa sequéncia condensada, apesar de inté@ipvablematica:

[p.195]-1 —nota de rodapé fe)

O valor de tal modificagdo do ponto de vista darsdidade e conformi-
dade com o procedimento usual € claro, mas quaachoy efetiva-lo, revelam-se certos defeitos|de
natureza légica: a Def. 22 entdo toma uma forma e@mnplicada.

Sabemos que a Definicdo 22 ndo exclui a possioiédie satisfacdo da fungao
sentencial sem variaveis livres. E facil percela@amnde isso vai: uma sentenca - que é
a funcao sentencial sem variaveis livres — € sdtiispor qualquer sequéncia, pois qual-
quer termo de qualquer sequéncia € supérfluo peiguer variavel ligada que lhe cor-
responda. Se formos continuar a seguir 0 métodelidenar da sequéncia os termos

supérfluos, sb o vazio restara satisfazendo arsgate

[p.195]-1 —nota de rodapé ftf)

Conservando o conceito de verdade, no-
ta-se que — de acordo com o tratamento acimaumsequéncia, nomeadamente a sequéncia ‘Viazi-
a’' que ndo tem nenhum membro, pode satisfazertarsgn i.e. uma fungdo sem variaveis livres; fe-
veriamos entdo chamar de verdadeiras as sentdnefmente satisfeitas pela sequéncia ‘vazia’.

A sequéncia vazia — que aparentemente € o mesenoaga— satisfaria a sen-
tenca. Parece quenadasatisfaz a sentenca e por isso ela é verdadeipae soa para-
doxal de um ponto de vista ndo matematito

[p.195]-1 —nota de rodapé {g)

Uma certa artificialidade
presa a esta definicdo indubitavelmente desagradandos que ndo sao suficientemente familiariza-

dos com os procedimentos especificos comuns usmde@snstrucdes matematicas.

18 Qualquer sequéncia é um conjunto e o conjuntmvé@zim de seus subconjuntos; eliminados todos os

membros do conjunto ainda sobra um membro: o sylmmnvazio. Entdo ndo é verdade — do ponto de
vista da teoria dos conjuntos — queada que esta satisfazendo a sentenca.
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Encerra-se aqui a nota explicativa para a Defing3, que explica porque sen-
tencas infinitas € que sdo mais apropriadas pésdaz®r as sentencas, mesmo as sen-

tencas com um numero finito de variaveis.

3. A adequacao material da Definicdo 23: prova resta ao método empirico
Lembremos que Tarski esta buscando uma definm@eatmente correta e ma-

terialmente adequada dentenca verdadeira respeito da corretude nédo ha davida:

[p.195]-2

A questdo que surge agora é se essa definigéepeaito da qual a corretuge
formal ndo traz duvida, é também materialmenteetar a0 menos no sentigo
previamente formulado sob a convengao

Esse problema é bem explicado e resumido como gegiagrof. Delcio Krau-

sel®®

“Para Tarski, uma 'definicdo' satisfatria deve prnduas condi¢ées:

- ser formalmente correta (fc) e

e ser materialmente adequada (ma).

Para ser (fc), a definicdo deve satisfazer regnasdis para a sua constru¢cao, como
ocorre com o conceito de sentenca de uma lingudgemal (férmula sem varia-
veis livres). Nao se pode, por exemplo, definimeio par' usando o conceito de
namero par; a estrutura formal da linguagem derveaghecida. Por outro lado, a
definicdo ndo pode fazer uso de conceitos recotdeEnte problematicos, como
'significacdo’ ou 'realidade’. Para ser (ma), d@gereparar no que queremos repre-
sentar com nossa 'definicdo’. Podemos sair poefaiimdo coisas, sem que essas
definicdes representem algo de relevante. Parapiiear isto, o fildsofo Nelson
Goodman usou o predicagierzulpara designar algo que foi examinado antes do
tempot e é verde ou ndo foi examinado antes do tenep® azul. Uma tal definicédo
unicamente introduz um novo ternw@rzul mas ndo tem nada de especial. Defini-

¢Oes desse tipo ndo atendem materialmente a neldacdhtrario, Tarski diz que

139 KRAUSE, D.; [2010]. A citagdo de Tarski é a derBkI, A.; [1990]. O problema da caerzulde Nel-
son Goodman se encontra no liwact, Fiction, and Forecasio préprio Goodman.
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"[a] definicdo desejada néo pretende especificsignificado de uma palavra
familiar [verdade] usada para denotar uma nogé@:nela pretende captar o
significado efetivo de uma nova noc¢&o." (Tarski4)94

Isso é ser (ma).

[p.195]-3
— ao menos ng

sentido previamente formulado sob a convericdo

O sentido proposto pela T-CONVENCA® é substituir na expresséwo (1 Tr
se e somente sé @ simbolox pelonome descritivo-estrutural de qualguer senten-
cae o simboldp’ pela traducdo desse nome na metalinguagem. Porpéxedado
a sentenca “Paris é a Cidade-Luz”, entdo o semtedadequacdo material dada pe-
la T-CONVENCAO é

‘Paris € a Cidade-Luzé uma sentenca verdadeira (i.e. pertende)ase e

somente s®aris é a Cidade Luz

Sobre a questao, entdo de se a Definicdo 23 ¢é adkeagquaterialmente, Tarski

adianta a resposta afirmativa:

[p.195]-4

Pode ser mostrado que a resposta a pssa

guestdo é afirmativadDef. 23 € uma definicdo adequada de verdade nadeeda

concencaol, uma vez que sua consequéncia inclui todas aqeeigglas pela
convengao.

E 6bvio que a sententBaris é a Cidade-Luz’ é uma sentenca verdadeira se
e somente se Paris € a Cidade lcup T-ESQUEMA. A funcdo das aspas simples
na primeira citacdo dParis é a Cidade-LuZ mencionar a sentenga sentenca
sem aspas no fim desse T-ESQUEMA esta sarsdzmlae ndomencionadaO T-

ESQUEMA é umesquema de sentenc@so uma definicdo de sentenca verdadei-

160 34 dissemos anteriormente e repetiremos aqui &uéd prejuizo em escrevermos T-CONVENCAO,
T-ESQUEMA, no lugar de CONVENCAO-T e ESQUEMA-T.
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ra), mas é a consequéncia da definicdo de sentergadeira. Comenta o prof.
Delcio Krause KRAUSE, D.; [2010):

“Assim, a definicdo de verdade sera materialmedegjaada se capturar todas as ins-
tancias do esquema (T), que se obtém quando siilv&it S por uma sentenca particu-
lar. Se pudermos listar todas as sentencas de adaliiguagem L, entdo poderiamos
aplicar (T) a cada uma delas e ter um sentido gwqrara a verdade das sentencas de L.
No entanto, em geral as linguagens (mesmo as feyéan uma quantidade infinita de
sentencas de modo que uma tal solu¢éo ndo sesfatata. A definicao, insistindo um
pouco, deve ser tal que capture o esquema (Tkjaucue implique tenha todas as suas
instancias e, como exigiu Tarski, para toda Sifdpagem L), se S é verdadeira, entao

S é uma sentenca de L.”

Esse ultimo comentario traduz o que Tarski quisdi

[p.195]-5
Porém, pode-se ver sem dificuldade (do fato quérneno dessas consequéncias €
infinito) que o exato e geral estabelecimento démi® ndo tem lugar dentro dogs
limites das consideracdes tomadas até agora. Aamexyuerera o conjunto de u
aparato inteiramente novo: de fato envolve a tediespara um nivel um passo mais
alto — para a meta-metateoria, que teria de saregida pela formalizacdo da
metateoria que forma a fundacdo de nossa invedtigac

2\eja p. 188, nota de roda

A nota de rodapé 2ita aquela que vimos em [pp.187-188]. Em outrdavpas,
para se provar formalmente que a Definicdo € nadteente adequada, teriamos de
formalizar a metalinguagem com o mesmo grau deettate que formalizamos a lin-
guagem-objetd e criarmos para ela uma meta-metalingaugem. Nadiifamos coisas
estranhas como o seguinte T-ESQUEMA meta-metateoric

A ‘X é uma sentenca verdadeira se e somente s& toda sequéncia infinita
de classes satisfaz x’ € verdadeira se e somenteés@ma sentenca verdadeira se e

somente se X S e toda sequéncia infinita de classes satisfaz x

cuja adequacdo material sofreria do mesmo dranparode formal que resultou na me-

ta-metateoria. A formalizagdo entdo ndo é solucgéo.
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[Pp.195-196]

Se ndo quisermos escapar do nivel de no@sso

discussdo prévia, s6 um método, o método empiresta — a verificacdo dds
propriedades da Def. 23 em uma séries de exemphuseatos.

Assim, verificada a impossibilidade tedrica deps®var a adequacao material da

definicdo 23, passa-se a prova empirica.

3.1. Prova empirica: sentencgdly U; ¢, 5

Tarski apresenta o primeiro exemplo como segue:

[p.196]-1
Considere, por exemplo, a senteiall, i, -, i.e. TIX,Nx,,NIX,X,.

A sentencéd, U, , € interpretada “para todondo ocorre que para todmao

se déa [0 b"**’, Em linguagem moderna mais usual que a polonesar#o[1x; 1Xa(X;

71 X2). Vejamos o ‘histérico’ do processo de satisfagéesa sentenca, decompondo-a
em funcdes sentenciais hipotéticas. Isso porgbensas, uma sentenca nao é feita nem
de pedacos de sentencas, nem de funcbes sentererdisncas sao ‘unidades atéomi-

cas’. O exercicio que se faz aqui é para se comgeea satisfacdo dessa sentenca.

[p.196]-2

De
acordo com a Def. 22 a fungé@o sentencjal € satisfeita por aquelas, e s6 por
aquelas, sequénciésle classes em que vdiell f,, mas sua negagao, i.e. a fungéo
1., SO por aquelas sequéncias onde fsalef,.

Tarski esta propondo fungbes sentenciais maislesgue, juntas, seriam o ‘his-
térico’ de construcéo da funcdo sentencial quésfedt em algum grau, daria origem a
sentencd®® Aqui esta sendo estudado como ocorre a satistig@ima inclusdo, que é a

clausula ¢) da Definicao 22.

181 para saber qual o sentido do simbal8 &qui, ver o QUADRO Il no fim do capitulo 2 dedivro.

1621 embrando que esse ndo é processo de satisfacgEntémca: existe uma quantidade enumeravel de
sequéncias para satisfazer tal hipotética funcéteiseial mais complexa (feita dessas funcdes nrais s
ples), mas existe uma quantidade enumeravel déseias quaao satisfazertal funcado sentencial mais
complexa; ora, tal funcdo sentencial mais complar# vez satisfeita, gera a sentenga em quest&o, ma
essa sentenga € verdadeira quandas absolutamente todas, as sequéncias — inclusigeeando satis-



262

[p.196]-3
Consequentemente, uma sequémngatisfaz a funcabl,i;,, se

toda sequéncig que difere dé no maximo na 2° posicao satisfaz a fungace en-
tao verifica a formula; [ g».

O mesmo se da aqui, construindo um ‘historicoapmisentenca. Neste caso, o
estudo é da satisfacdo de uma quantificacdo uaiveesuma negacao de inclusdo, que
€ a clausulad) da definicdo 22. Ocorre que uma sequég@ata satisfazendo uma fun-
¢cao com duas variaveis livres, enquahnésta satisfazendo uma fungdo sentencial com
s6 uma variavel livre. Porém, pafa problema € satisfazer uma funcdo sentencial
quantificada universalmente. A sequérfcagora satisfaz a primeira variavel, que é Ii-
vre, e tem qualquer individuo no segundo termo smeeum individuo bizarro — para a
segunda variavel, pois ela é ligada e pouco impwitadividuo que esteja no segundo
termo (quem teve esse trabalho antes fora a sagqugn€omo para a variavel ligagda
pouco importa a natureza do individuo do segunandelef, o segundo termo depo-
de diferir daquele dg (por issog difere def no maximo no segundo termo). Mas, para
ambasg ef, a variavelv; € livre e por issd ndo pode diferir dg no primeiro termo.

Dai queg; =f;. Por isso:

[p.196]-4
Uma vez quey; = f; e a class@, podem ser arbitraria, s6 aquelas
sequéncia$ satisfazem a fungéid, 11 ; , que sdo tais que [ b para qualquer classe

Em outras palavras, apesargleompor um processo de satisfacdo anterior, € a
sequéncid que importa. No caso, ela determina que o printenmmo nao esteja incluso
em nenhuma classe. Isso é problemético — senadgxata— porque o individuo do
termof; compde ele préprio nem que seja a ‘classe do andividuo posto como ter-
mo f;". De fato, no exemplo dado por Tarski o quantdimapara a inclusdo nao é o u-

niversal, mas o existencial (o que elimina o paxajicEntao:

[p.196]-5

Se
procedermos de modo analogo, obtemos como resujteala sequéncissatisfaz a
funcéoll, ¢, -, i.e. a negacgédo da funciio 1; - , s6 se ha uma classgara a qual vazenséo

580 U
lefy [ b. evante
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De fato, existe ao menos uma classe que contemmdivdiduo designado pelo

[p.196]-6

Além disso, a sentenga, L., ., SO é satisfeita (por uma sequéncia arbitfrsze
h& para uma classe arbitréaiauma classé para a quah [ b.

termof;, pelo menos a ‘classe do Unico individuo postoatemmof;’.

Note que nos trechos [p.196]-2 até [p.196]-5 Tidak de ‘aquelas, e somente
aquelas, sequéncias’ etc.. Neste trecho ele jata@ooaracteristica das sentencas: sao
satisfeitas por quaisquer sequéncias, indicada ¢oma sequéncia arbitrarfd. No ca-
so dessa sentenca de exemplo, para toda cdasséste ao menos uma clagsgue a
contenha. N&o é preciso muito esforca para percpleese trata do fato de um conjunto

conter a si proprio como subconjunto. Por fim,apke a Definicdo 23:

[p.196]-7
Finalmente pela aplicacido da Def.
23 obtemos um dos teoremas que sao descritos deg@&orf) da convencad:

My Uy, [ Tr se e somente se para toda classe a ha uma diassegue a’l b.

Em [p.195]-3 ja vimos como isso se da. Obtido esigaisula ¢) da T-
CONVENCAO, por meio de regras de inferéncia e agbes de teoremas conseguimos

mostrar que estamos diante de uma sentenca venaladei

[p.196]-8
Disso inferimos sem dificuldade, pelo uso dos coitles teoremas do calcu
lo de classes, qLié, lJ, 4 - € uma sentenca verdadeira.

J& que sabemos que toda sentenca demonstravéntaénbentenca verdadeira,

Tarski propde que consigamos demonstrar a senfénl;s i ; a partir dos axiomas da

linguagem-objeto e sua regra de inferéncia (no,casdus ponens). O descrito para a

sentencdl, U, , vale para outras sentencas:
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[p.196]-7

a verdade ou falsidade dos teoremas em questéo.

Podemos procede de modo exatamente analogo cdqueuautra senteng
da linguagem que estamos considerando. Se pasart@nca construirmos uma as-
sercao correspondente descrita na condigdi@ (entdo aplicarmos o modo de infe-
réncia usado acima, podemos provar sem muita iide que essa assercao € yma
consequéncia da definicdo de verdade que temoadmddEm muitos casos, com|o
auxilio unico de leis simples da logica (do domishiocélculo sentencial e do célculo
de classe), podemos tracar conclusdes definitisagabremas, obtendo desse modo

Ent&o o roteiro para se obter uma sentenca verdagprimeiro obter a claus

(@) que vimos na T-CONVENCAO e em seguida usaafeental te6rico comum

ula
da

l6gica booleana (regras de inferéncia e teoremas) mostrar que a sentenca em

guestdo pertenceTa. Tarski passa aos exemplos:

[p.197]-1
Assim, por exemplcf), |U,(i,, =I5 ) é revelada ser uma verdade

e do mesmo modo

[p.197]-2
e
M, M, - € uma sentenca falsa.
Porém, ha casos que nao se pode estabelecer:
[p.197]-3
Com respei-

to a outras sentencas, e.g. a sentegA, Ny(y , ~t 5 =13 ;) OU Sua negacéo,

guestdo analoga nédo pode ser decidida (a0 menoar@ngao tivermos recurso
consideracdes existenciais da metateoria, cf. #): & Def 23 sozinha ndo da n

ndo-ambiguo. Notar-se-a4 que o teorema expressonwicéo ) da convencad é
também consequéncia 6bvia dessa definicdo.

! Pelo menos enquanto é considerado de ponto dermitbdoldgico, isto ndo é um defeito da defi

dutivas.

nhum critério geral para a verdade de uma senfeRgaém, através dos teoremlas
obtidos, o sentido da expressao correspondentipaltxt’] Tr’ torna-se inteligivel g

a

AS
e-

ni-

¢80 em questdo; neste aspecto em nada difere megarte das definicbes ocorrem nas ciénciag de-

A discusséo a respeito do problema existenciatoitpor Tarski foi vista em

[p.174]-3 até [p.174]-5. A respeito deta de rodapél neste [p.197]-2, sabemo

motivo de néo ser possivel tomar a definicdo 23acegra geral de estabeleciment

SO

o0 da
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verdade uma sentenca desde o trecho [p.195]-5: @@ seria necessario a

formalizacdo da metateoria, 0 que seria pouco guratios rumos tomados pela

discusséo até aqui.

CAPITULO 14
TEOREMAS DERIVADOS DA DEFINICAO DE SENTENCA VERDADE IRA

A Definicdo 23 estabelecida por Tarski mostraeseatpropriedade da corretude,

isto é, ela define claramente que toda sentencamsravel é verdadeira. Um conju

de teoremas pode ser derivado dessa Definicdo 23esEteoremas referem-s

nto

€ a

sentencas da linguagem-objeto que eram tomadas como verdadeiras de modo

intuitivo. O ferramental tedrico ao redor da Defgéio 23 vai permitir que se demon
essas sentencas e assim, possamos classificdrlasreodadeiras.

stre

[p.197]-5
Com esta discussao o leitor ndo duvidara posssiibgetiva conviccdo que

as condicbes da convencioCom a intencao de fixar a conviccédo da corretude
mas caracteristicas gerais dos teoremas que patetiersvadas dela. Com o cuid

do de néo cobrir este trabalho com matéria puramaéedutiva, darei alguns teor
mas sem provas exatas.

¢Oes dos conceitos que ocorrem nos teoremas. Emsatasos € indicada a aplicagéo de propried
gerais dos conceitos de consequéncia, de sistetodivade etc., que sdo dados no artigo V do pres

mencionado acima esta baseado.

Def. 23 atualmente possui a propriedade que seruhiet que tivesse: satisfaz todas

terial da definicdo que tem sido conseguida dess#ome apropriado estudar algu-

a_
e_

% As provas sdo baseadas nas leis gerais da l@giGaiomas especificos da metaciéncia e as dgfini-

hdes
nte

volume. Poderemos usar os resultados obtidos paegpede facilmente mostrar que os conceitos de
sentenca e consequéncia introduzidos aqui satisfaados os axiomas sobre os quais o trabalho

O artigo V citado por Tarski éleundamental Concepts of the Methodology of

the Dedutive Scienc€$ArsKI, A.; [1983d]). Passemos aos teoremas escolhidos por

Tarski.



266

1. Teorema 1 e demonstragéao.
O Teorema 1 € o Principio de Contradicdo e afiroma de duas sentencas, se
uma for negacdo da outra (i.e. se forem contradgj)r uma delas ndo pode se

verdadeira. E enunciado como segue:

[p.197]-6

TEOREMA . (Principio de contradicddara toda sentenca x, ou x| Tr ou X [1(] Tr.

O Teorema, em notacdo usual mais moderna, quer giiz dado a sentenga

oux ] Trou=-x1[] Tr.

DEMONSTRACAO. Suponha que uma sentergatal quex [ Tr. E preciso
mostrar que~x [1 Tr. Comox [ Tr, pela Definicdo 23 toda sequéncia infinita desgas
satisfazx. Sejaf uma tal sequéncia. Pela Definicdo 42, (emos qué ndo satisfazix.

Assim,-x ndo é satisfeita por todas as sentencgas, istoé,Tr.
2. Teorema 2, LEMAS A e B, e demonstracoes.

O teorema 2 € o Principio de Terceiro Excluidoienaf que de duas sentencas,
se forem contraditorias, uma delas tem de ser denda Esse teorema é apresentado

por Tarski juntamente com 0os Lemas que sao awegliam sua demonstracao:

[p.197-198]
TEOREMAZ2. (Principio de terceiro excluiddara toda sentenca x, ouxTr ou X [] Tr
O seguinte lema, que se segue das Defs. 11 emipaticipacdo essencial na prova:

LEMA A. Se a sequéncia f satisfaz a fungdo sentenciabysezjuéncia infinita g de¢
classes é tal que para todo k,=fgx se ¥ € uma variavel livre de x, entdo a sequéncia g
também satisfaz a fungéo x

Como uma conseqliéncia imediata deste lema e ddlPefds obtemos o Lema B que, ém
combinagdo com as Defs. 22 e 23, facilmente leveeao. 2:

LEMA B. Se xJ S e pelo menos uma sequéncia infinita de classistagaa senten-
¢a x, entdo toda sequéncia infinita de classesfsatix
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Como os Lemas sao usados na demonstracdo do &govamos aqui fazer

primeiro a prova dos lemas A e B e s6 entdo do€fear2.

2.1. Demonstragédo do LEMA A

A interpretagcdo do LEMA A nos da que para uma secjad satisfazer uma
funcdo sentenciad tudo que é necessario considerar sdo os elenbetagie estdo em
posicdes correespondentes aos indices de varilwes dex. Assim, a prova desse
lema é feita por inducdo em cada uma das claudal&@efinicdo 10 (que é a definicdo
de fungao sentencial).

DEMONSTRACAO:

(a) sejax =1 e sejd satisfazendq, isto é,fx (1 fi. Sejag uma sequéncia que
concorda confinas posi¢cdes das variaveis livresxdesto é,fx = gk efi = g.. Assimg [

g eg satisfazx.

(B) sejax =yl e sejaf satisfazenda. Sejag tal que para todk, fx = gk sew €
variavel livre dex. Comof satisfazx, entdof ndo satisfaz. Pela hipétese de inducéo,
duas sequéncias que concordem nas variaveis tlengsao tais que uma satisfase e
somente se a outra também satisfaz. Ceradyi possuem as mesmas variaveis livres
(definicdo 11 B)), g também nao satisfaz Logo, g satisfazx.

(y) sejax =y + z comf satisfazenda. Sejag uma sequéncia que concorda dom
nas posicoes das variaveis livresxdée, portanto, nas variaveis livres des z pela
definicdo 11 ¥)). Temos qud satisfazy ou f satisfazz. Pela hipotese de inducag,
satisfazy oug satisfazz, isto é,g satisfazx.

(8) sejax = M,y ef satisfazends, isto €, toda sequéndia que difere dd no
maximo na posicabtambém satisfay. Sejag tal que, para todhk, fx = gk sev € varia-
vel livre dex. Comov, néo ¢ livre enx (definicdo 11 §)), sejagl] uma sequéncia que
difere deg no maximo na posicdo Comog! | concorda cong nasposicdes dos indices
de variaveis livrey, pela hipotese de inducay, satisfazy. Comov, ndo é€ livre enx,
asg_! sdo do tipd . Logo,g satisfaz.

2.2. Demonstracdo do LEMA B
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DEMONSTRACAO. Lembrando que sentencas sdo fungéet®isciais sem va-
riaveis livres, pelo LEMA A, a satisfacdo de umaddo sentencial por uma sequéncia
s6 depende dos elementos da sequéncia que ocupgarsigdes dos indices das varia-
veis livres da fungdo sentencial. Como uma senteéggossui variaveis livres, a satis-
facdo da mesma por uma sequéncia ndo dependeetiosnébs da prépria sequéncia.

Logo, se uma sequéncia satisfaz uma sentenca,dsd&sjuéncias a satisfazem.

2.3. Demonstracao do Teorema 2

DEMONSTRACAO. Suponha que| [ Tr. Temos que mostrar quell Tr.
Comoxl] [ Tr, alguma sequéncia infinita de classes nao sattsfat.ogo, alguma se-
qguéncia infinita de classes satistagdefinicdo 22 §)). Pelo LEMA B, toda sequéncia

infinita de classes satisfazisto éx [] Tr.

3. Teorema 3, LEMA C e demonstragdes
Esse teorema é apresentado por Tarski juntamentedd=MA C que €é auxili-

ar em sua demonstracao:

[p.198]-1
TEOREMA3. Se X[ Tr entaoCn(X) I Tr; assim em particula€n(Tr) [ Tr.

Este teorema € provado pela inducdo completa dag@ancipalmente nas Defs.
15, 16, 22 e 23; o simples lema a seguir tambétih @aldemonstracao:

=~

LEMA C. Se y é uma quantificacdo universal da funcéo sergkr, entdo para que tod{
sequéncia infinita de classes satisfaca x, € nadess suficiente que toda sequéncia infip
ta satisfaca y

Vamos, por isso, apresentar primeiro a demonsirdgd. EMA C.

3.1. Demonstracdo do LEMA C
DEMONSTRACAO. Sejay = ﬂ:j?” x. (Prova da condigéo suficienjtsuponha

gue toda sequéncia satisfag tomemos uma sequénti&onsidere todas as sequéncias

f que diferem dé no maximo nas posicéeg parak < n (i.e. nas posicdes de variaveis
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livres dex). Como toda sequéncia satisfazasf ' também satisfazem. Logo, (definicdo
22 (B)) a sequénciésatisfazy. Comoy é sentenca, pelo LEMA B, todas as sequéncias
satisfazemy. (Prova da condicdo necessarigrova por absurdo: suponha que uma
sequéncid néo satisfax. Suponha por absurdo gtisatisfazy. Pela definicdo 220,
toda sequéncifi que difere dé no maximo nas posicoeg, k < n, satisfazx. Masf é

uma dessak . Logof satisfazx, 0 que contradiz a hipotese. Portaingatisfazx.

3.2. Demonstragéo do Teorema 3

DEMONSTRACAO. Toda a demonstracdo é por inducigraa de consequén-
cia l6gica para cada clausula da Definicdo 15.rAssi

(a) Sejan =0 ex [1 X (Definicdo 15 ¢)). As consequéncias de grau zemo=(
0) séo os proprios elementosXe, por hipotesex [1 Tr.

(B) Sejax € uma consequéncia de gmal da classeX e x [1 X (Definicdo 15
(B)). As consequéncias de gratl sdo as consequéncias de gnael o resultado vale
por hipétese de inducéo.

(y) Sejam funcbes sentenciai® w, uma sentengge nimeros naturalsel tais
quex é a quantificacdo universal da fungdy € a quantificacdo universal da fung@&o
u pode ser obtida da funcéopela substituicdo da varidwelpela variavely, ey é uma
consequéncia de grauilda classeX (Definicdo 15 ¥)). Pela hipétese de inducap/
Tr (porque seu grau &-1). Comoy é sentenca, toda sequéncia satisfagomoy é
quantificacdo universal de, pelo LEMA C toda sequéncia satistazPela construcéo
de u, toda sequéncia satisfazComox é quantificacdo universal de pelo LEMA C,
toda sequéncia satisfazisto é x [1 Tr.

(0) Sejam funcbes sentenciaiee w bem como sentencgse z tais quex, y ez
sdo quantificagdes universais das fungdes’ | + u e w, respectivamente, e z sao
consequéncias de gratl da classe (Definicdo 15 ¥)). Pela hipotese de inducie z
pertencem dr. Entdo toda sequéncia satisjezz. Pelo LEMA C, toda sequéncia satis-
fazw. Pela definicdo 22y, toda sequéncia satisfazPelo LEMA C, toda sequéncia sa-

tisfazx. Daix [] Tr.
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(€) Sejam funcbes sentenciai® w, uma sentenga e um numero natur&l tais
que x € uma quantificacdo universal da funcée- N, w, y € uma quantificacéo
universal da funcdao + w, v ndo € uma variavel livre de ey € uma conseqiiéncia de
graun-1da class& (Definicdo 15 €)). Pela hipotese de inducéio! Tr. Pelo LEMA C,
toda sequéncia satisfaz+ w. Sejaf uma sequéncia. Entdo ou (casd $atisfazu ou

163

(caso 2) satisfazw.” (Caso ) sef satisfazu, entéof satisfazu + (1, w (pois se satis-

faz u, satisfaau adicionado a qualquer coisa — que é a regra ¢géathgica, que baseia

o Principio de Verdade)Céso 2 sef satisfazaw, entdo ou satisfazu ouf satisfazi, w.
Suponhamos quénéo satisfazll, w. Entdo existd que difere dd no maximo na

posicaok tal quef nao satisfazv. Como toda sequéncia satisiaz w, f satisfazu.

Comovi nédo é livre emu, entaof satisfazu (LEMA A) e entaof satisfazu + M, w. As-
sim em qualquer cadosatisfazu + M, w, 0 que quer dizer que qualquer sequéncia sa-
tisfazu + M, w. Logo, pelo LEMA C, toda sequéncia satistaze.x (] Tr.

(€) Sejam funcbes sentenciai® w, uma sentengcae um numero naturdl tais
quex € uma quantificagdo universal da fungée w, y é uma quantificacdo universal
da fungéou + (1, w, ey é uma conseqiéncia de grau-1 da classe&X (Defini¢cdo 15
(Q)). Pela hipétese de induc§ia ] Tr. Entdo toda sequéncia satisiaz 1, w (LEMA
C). Sejaf uma sequéncia. Sesatisfazu, entaof satisfazu + w. Suponha quénéo satis-
faz u. Entaof satisfaz(1, w. Queremos mostrar qdiesatisfazw. Suponha quénéo sa-
tisfazw. Comof  difere def no maximo na posicaq f ndo satisfariall, w, o que con-

traria a hipotese. Logb satisfazw e, portanto, satisfaz+ w. Entéo, toda sequéncia sa-

tisfazu +w e pelo LEMA C toda sequéncia satistaze.x [1 Tr.

4. Teorema 4, Teorema 5 e LEMA D
A teoria construida pelos teoremas até aqui pedeessumida em dois teoremas

simples, o Teorema 4 e o Teorema 5, como TarskinTd:

' 1sso pode ser escrito de modo formial:u +w 0 f 0 u 0 f 0 w.
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[p.198]-2
Os resultados contidos nos Teors 1-3 podem semidss nos seguintes
(obtidos com auxilio das Defs 18-20):

TEOREMAA4. A classe Tr é um sistema dedutivo consistente pletan
TEOREMAS. Toda sentenca demonstravel é uma sentenca verdadairou-
tras palavras, Pr Tr.

Estes teoremas seguem-se imediatamente da Defo lkor. 3 e do Lem:;
D, a prova do qual (ha base da Def. 13 e Lema f& enitros) ndo apresenta dil
culdade.

LEMA D. Todo axioma é uma sentenca verdadeira

— D
1

Vamos estudar cada um por sua vez, seguindo o aygki Bconselhou como es-

tratégia de prova, demonstrando o LEMA D antesesieathstrar o Teorema 5.

4.1. Teorema 4 e demonstracao

DEMONSTRACAO. QueTr é um sistema dedutivo segue do Teorema 3 e da
Definicdo 18. No entanto, pela definicdo &9, temos que vale sempre gdel S X [
Cn(X). Entdo temodr [J Cn(Tr) e Cn(Tr) LI Tr, isto €,Tr = Cn(Tr). Prova da consis-
téncia: pelo Teorema 1, pavall S x [ Tr oux] (] Tr. Entédo, parx [l S x 1 Cn(Tr)
ou x[] [] Tr, isto é, pela Definicdo 19;r é consistenteProva da completude:nova-
mente, pelo teorema 2, para! S x [ Tr oux(! [ Tr. Entdo, parx [1 § x [J Cn(Tr)
oux(l (1 Cn(Tr), isto é, pela Definicdo 20y € completo.

Fica demonstrado assim qlieé um sistema dedutivo consistente e completo.

4.2. Lema D e demonstracao
DEMONSTRACAO. De acordo com a def.13, temos doiggs distintos de

axiomas:a e 3. Para o grupod), temos um conjunto de sentencas que sao quantifica

cbes universais de cada uma de quatro funcbesns&ite a sabery+y+y,

§/+(y+ 2), y+z+(z+y)e y+z+(u+y+(u+z). Pelas clausulag) e §) da def.
22, verifica-se facilmente que qualquer sequéntiaiia de classes satisfaz cada uma
dessas quatro fungdes (aplicando tabelas de vepdadeverificar a tautologia) assim,

pelo LEMA C, os axiomas do grupa)(sao verdadeiros. Para o grujd éxaminamos
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cada axioma encontrando uma traducéo do mesmo taéingeagem e sua verdade fica

manifesta por esta traducao. Assim:

1) Ny ¢4 , significa “toda classe esta contida em si padpri
2) Ny Ny N5 +55 +43), que formula a transitividade da relagéondkiséo,

isto é, “para toda a clasaeb e c sea esta contida erh e b esta contida erg, entdoa
esta contida erd’

3) Ny Ny Us(tyg rtas Ny +52+1.)) . formula a existéncia da unido de dois
conjuntos dados.

4) Ny Ny Ug(tgq - 13 - Ny(tag + 52 +145)) , formula a existéncia da intersecgéo de
dois conjuntos dados.

5)

Ny U, (na Ny ([E +hntege) (et s tua) Nelicr+ Ul Ter ‘5,5)))]'

formula a existéncia do complemento de um dadoucibnje a diferenca para outro da-

do conjunto.
Logo, segue-se o resultado (os axiomas séo verdag®r suas traducgoes).

4.3. Teorema 5 e demonstracéo
DEMONSTRACAO. Sex é uma sentenca demonstravel, entdo é conseqiiéncia
de um sistema axiomatico. Sabemos que toda axioraedédeiro (LEMA D) e que su-

as consequéncias sao verdadeiras (Teorema 3).

5. Teorema 6 e LEMA E
O Teorema 6 e 0 LEMA E s&o apresentados como segue
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[pp.198-199]
O Teor. 5 ndo pode ser invertido:

TEOREMA 6. Existem sentencas verdadeiras que ndo podem seagss, em Ou-
tras palavras, Tr] Pr.

Isto € uma consequéncia imediata do Teor. 2 eedoirste lema, cuja prova exata
nao é facil:

O Teorema 6 garante que € impossivel invertepketea 5, mas para provar o

Teorema 6 precisaremos antes do Lema E.

5.1. Demonstragédo do LEMA E

DEMONSTRACAO. A idéia da prova consiste em enamiima certa proprie-
dade que os axiomas possuem e que seja preserms@dacfausulas da definicdo de
consequéncia de grau(Definicdo 15). Nesse caso temos que todos oseel@s da
classePr devem possuir a propriedade. Assim, se uma detadaisentenga nao possui
a referida propriedade, a sentenca ndo pode perterRr. Para o caso particular do
LEMA E considere a propriedade de “ser uma sentegagdadeira em um dominio de
individuos &)” (esta propriedade é definida por Tarski nas miefies 24 e 25). Para a

sentengan, N,(i,,) considere um dominio de individuos n&o-vazp qualquet®”

Nesse caso 0s axiomas sao todos verdadeirog)egmaé regras sao preservadas, mas a
referida sentenca n&o possui a propriedade, piomsaafa que todo subconjunto de um
conjunto n&o-vazio esta incluido em qualquer o(grque é falso). Logchl, N4ty - )

[l Pr. Para a sentenga, N,(, ), considere um dominio de individuag yazio. Nes-

se caso, também vale que os axiomas sao verdaeeir@ e as regras Sao preserva-

184 E a primeira vez que Tarski esta4 supondo um comjde individuos. Ele sempre propds as questdes a
partir de classes e subclasses. Os resultadoslpasas e subclasses cabem para conjuntos dedinabvi

e seus individuos. Sabemos disso a partir do guenténde por individuo na Defini¢cdo 25, que né® se
citada por escapar ao projeto desta dissertac@&aliprcar minuciosamente o corpo principal e reteva
de O Conceito de Verdade nas Linguagens Formalizadas
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das. No entantof), N,(,,) é verdadeira (pois o vazio s6 possui um subcomjunt

proprio vazio). LogoN, N,(t,, ). é falsa ema) e segue-se que, N,(¢,,) [ Pr.

5.2. Demonstracdo do Teorema 6
DEMONSTRACAO. Seja (1 S Oux [1 Tr oux] [J Tr (Teorema 2) ex, x[1} [l
Pr (Lema E).

6. Teorema 7
Por fim, vem o Teorema 7 € apresentado como catodirs anteriores como

segue:

[pp.198-199]
Como um corolario dos Teors. 1, 5, e 6, dou fimgite o seguinte teorema:

TEOREMATY. A classe Pr € um sistema dedutivo consistentené@msompleto

DEMONSTRACAO. Seja o sistema axiomatioEntdox [ X tal quext] [ Tr
(Teorema 1), pois todo axioma € verdadeiro (LemaPDjy issoCn(X) [] Tr (Teorema
3). ComoCn(X) [1 X (Definicdo 15,a), entdoX é um sistema dedutivo@n(X) [ Pr
(como sabemos deaRski, A.; [1983i]) e por issdr [ Tr (Teorema 5). Entaer é
consistente (Teorema 4). Mas [ Pr (Teorema 6). EntaBr ndo € completo.

Este ultimo teorema encerra as consequéncias flaidde 23 (Definicdo de
sentenca verdadeira) para o universo das classesniencas. Com isso se encerra o
conjunto principal do trabalho de Tarski e ficangiilo o objetivo e explorado suas con-
sequéncias: a definicdo de verdade parar as liegisagrmalizadas e os teoremas deri-
vados.
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CONCLUSAO

Existe uma anedota politica sobre uma brincadeinaresidente Ronald Reagan,
dos Estados Unidos, que antes de comecar uma agabaoficial disse diante dos
microfones ligados: “dentro de alguns minutos dardens para bombardear a Russia”.
Eram os anos 1980, os anos mais potencialmenteltidss a niveis globais da Guerra
Fria. Técnicos viviam fazendo célculos de quante®es o planeta Terra podia ser
destruido pelos arsenais nucleares da Russia @éo&dthnidos, a Unido Soviética havia
enviado tanques a Polbnia, ativistas da OLP seqgwesh avides de passageiros todos
0S meses, 0 mundo inteiro estavam sob muita ter@aalvoroco causado pela
declaracdo obrigou o presidente a se explicar dzeue a respeito de sua fala, “n&o
pretendera dizer o que ela significava”. Esse aaeéaitada por Umberto Eco e esse
problema de uma sentenca nao significar o quenelacéa, o que ela de fato significa e
qual o peso de sua expressao literal € bem discptid ele em seu livr@s limites da
Interpretagéo(Eco. U. [1995], p. 9-11). Mas o0 modo como Tarski lidaciam essa

frase seria:

T: “dentro de alguns minutos darei ordens para bonelaard Russia” € uma
sentenca verdadeira se e somente se dentro desatgumutos darei ordens para
bombardear a Russia.

Ha muito de uma teoria sobre os futuros contirggeativolvida aqui (e até com
a coincidéncia da frase ter peso militar, como eng{o famoso de Aristoteles —
“amanha havera uma batalha naval” -Dapinterpretatione9), e ndo vamos tecer nada
a respeito das contingéncias futuras, para naerooos o risco desta conclusdo merecer
muitos capitulos. Vamos nos ater ao T-ESQUEMA: caonmdme de sentenca “dentro
de alguns minutos darei ordens para bombardeassidinao correspondeu aos estado
de coisaglentro de alguns minutos darei ordens para bombardeRUssia sabemos
que ela é falsa (ndo atendeu a condicdo absstuta somente seDe fato, Ronald

Reagan nunca deu essa ordem, nem mesmo para diesalatoepois.
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O T-ESQUEMA, aplicado segundo seu contexto, i.gusdo as condigoes
exigidas por Tarski, € uma das mais interessargemnfientas da légica. O T-
ESQUEMA em si ndo é uma sentenca verdadeira (éns@sgquema) mas permite
construir sentencas verdadeiras que se enquadramcordicOes exigidas pela
Definicdo 23 do trabalho de Tarskiafski, A.; [1983b]). Vamos chamar isso de
‘solucé@o de Tarski’. A solucdo de Tarski ao proldeda atribuicdo de ‘verdadeiro’ e
‘falso’ ndo pode ser encarado como ‘a solucédo’ @areléncia ao antigo problema
filosofico. Tarski resolveu a questao indicandxiaténcia e dois mundos: o mundo das
coisas reais e o mundo da linguagem. S6 no mundinglaagem se pode falar de
‘verdade’ e ‘falsidade’. A solucdo de Tarski, entdomeca escolhendo um conceito
linglistico de ‘verdade’ que corresponde de formtaligivel aquilo que realmente se
verifica (que éfato no mundo real). Nao é objetivo de Tarski tentaemheinar a
natureza dessa inteligibilidade e por isso deix@f@quem brigando as escolas realistas
e idealistas da filosofia. Tarski parte para oatrgreitada.

E mesmo no mundo da linguagem, mais divisdes si&édas. Se ‘verdade’ e
‘falsidade’ sdo conceitos linglisticos, suas sigafoes e semanticas dependerdo de
seus lugares na linguagem. Tarski inaugura um mogo de se encarar a linguagem:
ela passa a ser uma estrutura de niveis. Tornaesssario localizar em que nivel de
linguagem (e no caso, sera em um nimekg o orador situa suas referéncias. Assim,
‘verdade’ e ‘falsidade’ sdo atributos de objetosutkea linguagem que nao tem as
palavras ‘verdade’ e ‘falsidade’ em seu rol de wgeEm outras palavras, ‘verdade’ e
‘falsidade’ sdo atribuicdes metalinguisticas.

A principal consequéncia do trabalho de Tarskidstnar que a hierarquia de
niveis de linguagem conseguem preservar as linggaigemais — que sédo a base das
linguagens cientificas — da auto-referéncia e, aotot da ambiglidade. A outra
consequéncia foi mostrar a dificuldade de se hjeraar a linguagem natural. A
facilidade com que a hierarquizacdo da linguagemmdo foi feita, porém, sempre
inspirou tentativas de se hierarquizar a linguagatuaral.

A ferramenta principal de teste linguistico — oddaxo do Mentiroso — ndo é
usada por Tarski para testar sua hierarquia deidiopns. No fim de seu trabalho,

depois de realizada a tarefa de definir o que ésentenca verdadeira, Tarski ndo faz o
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teste do Paradoxo do Mentiroso. A razdo € percetdamediato. O Paradoxo do

Mentiroso exige que ‘verdade’ e ‘falsidade’ sejamibatos da linguagem. SO assim se
cria a auto-referéncia. Uma vez que fica estalsideguie ndo sdo objetos da linguagem,
mas sim da metalinguagem, desaparece a possillidadsentenca do mentiroso
referir-se a si mesma.

O projeto tarskiano pode ser resumido em um maacadacterizar melhor a
antiga definicdo de verdade herdada de Aristotedpontar seu limite natural de
aplicacdo e estabelecer um esquema-geral que &aauestrutura basica de toda
verdade. No fim, usar esse esquema como modelonpastar que uma definicdo de
verdade nas linguagens formalizadas é atendida tgaas as instancias do T-
ESQUEMA: toda sentenca verdadeira no formato T-EERA atende a definicdo de
verdade de Tarski.

A prova da deficiéncia de se estabelecer com zdaessas condicbes nas
linguagens naturais foi todo o trabalho de TarskBfh de se® Conceito de Verdade
nas Linguagens Formalizadd$ARski, A.; [1983b]), que exploramos na INTRODU-
CAO a esta dissertacdo. Essa dificuldade intrinadzayuagem natural (como ele pro-
vou mediante o Mentiroso) o fez abandonar essatteate partir para definicao de ver-
dade para as linguagens formais, o que € a idigieigal de seu trabalho. Isso é feito de
modo bastante detalhado no 82 e parte do 83, ptéva do Teorema 7 £RSKI, A.;
[1983b], p.199). Esse é o nucleo essencial de ssgupsa, o0 local de seu trabalho onde
se situa todo o caminho que Tarski idealizou parsstruir sua definicdo de verdade.
Esse nudcleo essencial foi 0 objeto principal dd&sertacdo e ocupou os capitulos de
exposicao lidos até aqui. Linha por linha, explavara explicitamos o texto original de
Tarski e apresentamos esse corpo principal deesea t

O restante do trabalho de Tarski ndo € pouco itapta, mas o que se |é do tex-
to além do Teorema 7 no 83 e 0 84 é dedicado a teme reestruturagéo da teoria ex-
posta: Tarski faz todo o roteiro de definicdo forihka verdade, mas ao invés de lidar
com classes de individuos propde lidar com os iddis, coisa efetivamente feita, se-
guindo um raciocinio idéntico em estrutura, magirdis no objeto (individuos, nao
classes de individuos). O resultado é corroborddaticamente (guardada a natureza

dos individuos) como no §3.



O exposto nesta dissertacdo deixa bem explidimansdo da obra de Tarski: o
pernicioso problema da auto-referéncia pode sbladio, sim, pelo esquema inteligente
da hierarquizacdo da linguagem e uma definicioeddade pode ser definitivamente
construida, ao menos em um tipo de linguagem, rasafzadas. E a porta alternativa
fica aberta a linguagem natural: se for possivelanguiza-la talvez uma definicdo se-
melhante de verdade possa ser estabelecida paguadem da filosofia, o santo graal

buscado desde quando Tales de Mileto ergueu os pHra o céu.
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