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RESUMO

Esta pesquisa investiga uma proposta didatica cujas tarefas articulam provas e demonstracdes
como estratégia metodologica de ensino para minimizar as dificuldades relacionadas ao topico
‘quadrilateros’ em um curso de licenciatura em matematica. As tarefas envolvem construcdes
geométricas em um ambiente de papel e lapis em que os alunos sdo solicitados a construir
figuras geométricas e justificar matematicamente as técnicas utilizadas. Na execugdo das
tarefas os alunos efetuam conversdes de registros e mobilizam as diferentes apreensdes de
uma figura geométrica (sequencial, perceptiva, operatéria e discursiva). Para cumprir o
objetivo, elegemos a engenharia didatica como metodologia de pesquisa e fundamentamos
nossas analises na teoria dos registros de representacdo semiotica, na teoria das situacdes
didaticas e na teoria antropoldgica do didatico. Em um estudo preliminar, investigaram-se as
concepcdes dos alunos com relacdo a provas e demonstracdes e analisaram-se trés livros de
geometria utilizados nos cursos de licenciatura em matematica. As analises preliminares
evidenciaram que as concepcOes de provas e demonstragdes dos alunos investigados sao
influenciadas pelos livros didaticos. Na andlise da experiéncia, evidenciamos que os alunos
parecem ter tomado consciéncia das limitacGes da apreensao perceptiva, passando a realizar a
interpretacdo discursiva da figura, o que provocou uma evolugdo de provas pragmaticas para
provas conceituais, segundo Balacheff. Com relacdo as funcdes da demonstracdo, os alunos
passaram a realiza-las ndo apenas com a funcdo de validacdo, mas também com a funcédo de
explicacdo, sistematizacdo e comunicacao, segundo De Villiers. Em suma, concluimos que
tarefas que articularam provas e demonstracdes se mostraram férteis para que os alunos
pudessem vivenciar as fases da teoria das situagOes didaticas, de Brousseau; efetuar
conversdes de registros representacdo semidtica e tratamentos; e coordenar as apreensdes da
figura, contribuindo assim para a (re)construcdo dos saberes/conhecimentos relativos a

quadrilateros, prova e demonstracao.

Palavras-chave: Prova. Demonstracdo. Geometria. Quadrilateros.



ABSTRACT

This study investigated a didactic proposal whose tasks coordinate proofs and demonstrations
as a teaching methodological strategy for easing some of the difficulties related to the topic
‘quadrilaterals’ on a teaching certification course in mathematics. The tasks involve geometric
constructions within a paper-and-pencil setting in which students are asked to build figures
and mathematically justify the techniques used. Upon carrying out the tasks, students perform
conversions of registers and mobilize different understandings of a geometric figure
(sequential, perceptive, operative, and discursive). In order to meet the objective, didactic
engineering was elected as the investigative method and analyses were based on the theory of
registers of semiotic representation, the theory of didactic situations, and the anthropological
theory of the didactic. In a preliminary study, the conceptions of students regarding the proofs
and demonstrations were investigated and three geometry books used on the teaching
certification courses in mathematics were analyzed. The preliminary analyses showed that the
conceptions of proofs and demonstrations of the students investigated were influenced by the
didactic books. Analysis of the experience revealed that the students appeared to have become
aware of the limitations of perceptive understanding, subsequently performing discursive
interpretation of the figure, which led to evolution from pragmatic proofs to conceptual
proofs, according to Balacheff. With regard to the functions of demonstration, the students
performed these not only with the function of validation, but also with the functions of
explanation, systematization, and communication, according to De Villiers. In summary, it
was concluded that tasks which coordinate proofs and demonstrations are conducive for
students to experience the phases of Brousseau’s theory of didactic situations; carry out
conversion of registers, semiotic representation and treatments; and coordinate the
understandings of the figure, thereby contributing to the (re)construction of implicit and

formalized knowledge on quadrilaterals, proof, and demonstration.

Keywords: Proof. Demonstration. Geometry. Quadrilaterals.
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INTRODUCAO

Este estudo tem por objeto as demonstragdes geométricas em um curso de
licenciatura em matematica e seu tema faz parte de um projeto mais global, intitulado
Processo de ensino e de aprendizagem de matematica em ambientes tecnoldgicos — Parceria
PUC-SP e PUC-PERU, grupos de pesquisa PEA-MAT/DIMAT?, aprovado pela Fundacéo de
Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo (FAPESP) e coordenado pelo Prof. Dr. Saddo
Almouloud.

A escolha pela geometria foi motivada por inquietacfes nascidas de minha pratica
como professora em um curso de licenciatura em matematica na Universidade do Estado da
Bahia (UNEB), somadas as de minha trajetéria como estudante.

Minha relacdo com a geometria teve inicio na entdo chamada licenciatura em
ciéncias com habilitacdo em matematica. 1sso se justifica por haver cursado os antigos cursos
primario e ginasial nos anos 1970, época em que a geometria, como prética, esteve ausente
das aulas de matematica (PAVANELLO, 1993; LORENZATO, 1995). Durante esse periodo,
a geometria era apresentada apenas no final dos livros, e por isso “ndo havia tempo” de ser
contemplada. Ela, porém, despertava minha curiosidade.

Ao ingressar no curso de licenciatura, a metodologia utilizada na disciplina
‘Fundamentos de geometria’ foi o estudo dirigido, uma vez que, segundo a professora, ja
tinhamos sido aprovados no exame de vestibular e, portanto, j& conheciamos os conteldos
geométricos. Esse foi nosso primeiro contato com a geometria e com as demonstracdes. A
Unica preocupacdo do professor parecia ser a de que o0s alunos compreendessem as
demonstracdes e resolvessem 0s exercicios praticos e teoricos.

Ao concluir a graduacdo, passei a trabalhar simultaneamente no ensino basico, como
professora da rede estadual, e no ensino superior, como professora da UNEB. Sustentava
entdo duas crencas: a de que o conhecimento do contetdo era condi¢do necessaria e suficiente
para ser bom professor e a de que meus alunos, tanto da educacdo basica como da
licenciatura, teriam aulas de geometria.

Atraida pela matematica pura e motivada pelos professores da graduacéo, ingressei
no mestrado em matematica, em que desenvolvi pesquisa na area de Algebra. Trabalhando

como docente em uma instituicdo em que culturalmente os concluintes de licenciatura

! PEA-MAT: Processos de Ensino e Aprendizagem de Matemética; DIMAT: Didéctica de las Matematicas.
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ingressavam em mestrados e posteriormente em doutorados em matematica pura, acreditei por
algum tempo, tal como meus colegas de trabalho, que a paciéncia para transmitir a matéria, a
motivacao para o ensino e a exigéncia pela formalidade faziam de nds bons professores e que,
consequentemente, isso bastava para formarmos bons professores. No entanto, alguns fatos
nos fizeram refletir quanto a pratica desenvolvida até entdo. O primeiro deles: os diretores das
escolas da regido nos pediam indicacdes de alunos em final de curso para lecionar em suas
escolas. Indicdvamos o0s que considerdvamos excelentes, mas estes ndo davam bons
professores.

Outro fato ocorreu quando, ao participar da correcdo de provas de uma competigéo
nacional em matematica, percebemos que em nossa regido os alunos, mesmo aqueles que se
destacaram nessas provas, deixavam as questdes que envolviam geometria totalmente em
branco. Como isso ocorria em praticamente 100% das provas, levantamos a hipotese de que
esses estudantes ndo tinham contato com contetdos geométricos. Esse fato nos motivou a
elaborar o projeto Resgatando o ensino de geometria nas escolas publicas de Alagoinhas.

Pretendiamos com o projeto, de inicio, criar um ambiente de pesquisa entre
professores e discentes do curso de licenciatura em matematica para o estudo de geometria e,
num segundo momento, preparar cursos e oficinas, a principio para os professores das escolas
publicas de Alagoinhas e depois para todas as cidades circunvizinhas.

Ao iniciarmos o projeto, comegamos a perceber que no ensino fundamental e médio
das escolas publicas dessa cidade a maioria dos professores ndo conseguia vencer o conteddo
programéatico da disciplina ‘Matematica’, principalmente os contetidos geométricos. Para
melhor investigagdo, promovemos o | Férum do Ensino de Geometria nas escolas publicas de
Alagoinhas, no qual reunimos professores das redes municipal e estadual de ensino desse
municipio.

Apbs varias discussdes, constatamos que nossas desconfiancas tinham fundamento.
Embora os professores saibam da importancia da geometria, ndo contemplam seus contetdos
em suas aulas. Os motivos relatados pelos professores foram exatamente 0S mesmos
expressos em pesquisas sobre a auséncia de conteudos geométricos em aulas de matematica —
pesquisas estas que até entdo desconheciamos, como as de Pavanello (1993) e Lorenzato
(1995).

Um dos motivos que nos chamaram atencdo: os professores ndo se sentiam seguros
para ministrar conteddos geométricos. Essa constatacdo nos fez refletir as razdes de
professores supostamente tdo “bem fundamentados teoricamente” ndo se sentirem seguros

para ministrar tais contetdos.
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Tardif aponta uma relacdo de distancia entre os saberes profissionais e 0s

conhecimentos universitarios. Nesse sentido, o autor afirma que:

Essa distdncia pode assumir diversas formas, podendo ir da ruptura a rejeicdo da
formacédo teorica pelos profissionais, ou entdo assumir formas mais atenuadas como
adaptacdes, transformacdes, selecdo de certos conhecimentos universitarios a fim de
incorpora-los a pratica. Desse ponto de vista, a pratica profissional nunca é um

espaco de aplicagdo dos conhecimentos universitarios. (TARDIF, 2000, p. 11)

Para tentar minimizar os problemas relacionados com o ensino de geometria,
ministramos um curso de formagdo continuada nesse ramo da matematica para tentar “fazer
diferente”. Mas como? A partir desse momento, iniciamos uma busca por pesquisas que nos
orientassem nesse sentido. Conhecemos o material do Projeto Fund&o, coordenado por Lucia
Tinoco e Lilian Nasser e, orientados por esse material, iniciamos nossa formacdo, sem
conhecimento tedrico, porém ansiosos por aprender e por ensinar.

Por outro lado, nas disciplinas ‘Geometria plana’ e ‘Geometria espacial’ oferecidas
no curso de licenciatura em matematica da UNEB, os conteudos sdo desenvolvidos numa
abordagem axiomatica e dedutiva, permeada de formalidades, para uma clientela que, em sua
maioria, ndo teve nenhum contato prévio com essa disciplina. O resultado é um indice de
aprovagdo majoritariamente baixo e um alto indice de desisténcia.

O Quadro 1 apresenta os resultados da disciplina ‘Geometria plana’, ministrada por
trés docentes (todos com formacdo em matematica pura) a partir de 2004, ano em que foi
implantada a nova grade curricular em cumprimento a resolucdo 271/2004, em substituicdo ao

curso de Ciéncias com Habilitacdo em matematica.
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Quadro 1. Resultados da disciplina ‘Geometria plana’, UNEB, Campus II.

Ano, semestre Alunos matriculados Alunos aprovados Alunos reprovados
2004, 2.° 25 18 7
2005, 2.° 28 20 8
2006, 1.° 29 10 19
2006, 2.° 27 8 19
2007, 1.° 31 15 16
2007, 2.° 53 17 36
2008, 1.° 42 18 24
2009, 1.° 34 5 29
2009, 2.° 11 5 6
2010, 1.° 23 3 20
2010, 2.° 34 25 9
2011,1.° 15 3 12
2012,2.° 20 5 15

Fonte: Dados da pesquisa.

Esses fatos fizeram-me refletir sobre esse modelo de ensino praticado, especialmente
na disciplina ‘Geometria’, directamente abordada na educacgdo basica. Percebi a necessidade de
investigar estratégias que minimizassem as dificuldades do licenciando enquanto aluno, mas
ao mesmo tempo o preparassem para integrar esses conteudos em sua futura pratica docente.

As dificuldades observadas sdo ainda maiores quando se trata de demonstracdes. Ao
longo de minha experiéncia, pude notar que meus alunos de licenciatura em matematica, em
sua maioria, S0 avessos a demonstragoes.

Acredito na importancia da préatica das demonstracdes, uma vez que todo professor
de matematica deve dispor de um conhecimento mais aprofundado da matematica e de seus
métodos de construcdo do conhecimento. Além disso, os Parametros Curriculares Nacionais
(PCN) orientam para que as atividades envolvendo préaticas argumentativas sejam iniciadas
nos primeiros ciclos da educacdo basica, de modo que no quarto ciclo os alunos ja tenham
entrado em contato com as primeiras demonstragcdes (BRASIL, 1997). No entanto, inexiste
nos PCN orientacdo sobre como o professor deve proceder nessa empreitada.

Esses fatos me impulsionaram a direcionar a investigacdo para 0 ensino e a
aprendizagem das demonstracdes geométricas com alunos do curso de licenciatura em

matematica.
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Desse modo, passei a pesquisar o tema demonstragdes geométricas, iniciando uma
revisdo de literatura, que permitiu constatar que as observagOes advindas de minha
experiéncia também se aplicam ao que ocorre no Brasil e em outros paises.

As pesquisas apontam que 0 ensino e a aprendizagem de demonstracdes e provas nas
escolas e universidades brasileiras fazem parte de um circulo vicioso em que 0s cursos de
licenciatura ndo estdo dando conta de formar professores com autonomia para desenvolver
com seus alunos atividades que os preparem para o dominio do processo dedutivo. Esses
alunos chegam a universidade com limitacGes e, nesse universo, a demonstracao é praticada
com uma abordagem que ndo motiva o licenciando a estudar, e muito menos a ensinar, a
prética de demonstrages a seus futuros alunos.

A revisdo de literatura (Capitulo 1) também permitiu conhecer fatores que
influenciam as dificuldades enfrentadas pelos alunos em compreender demonstragdes
geométricas. As pesquisas mostraram que estudantes dos niveis secundario e terciario ficam
mais convencidos da validacdo de um teorema matematico por argumentos empiricos que por
meio de demonstracdo e que isso pode contribuir para a falta de motivacdo do aluno em
demonstrar. A dificuldade na passagem do empirico ao dedutivo também foi observada
durante o levantamento bibliografico.

Outro dado apreendido foi que, no ambito da educacdo matematica, prova e
demonstracdo tém significados distintos e que, para que estas sejam praticadas em todos 0s
niveis de ensino, propde-se que sejam considerados niveis distintos de prova.

Ao refletir sobre estas constatacdes, indaguei-me sobre o tipo de abordagem de
ensino que poderia minimizar as dificuldades vivenciadas por alunos de licenciatura em
matematica na pratica de demonstracGes em geometria e, a0 mesmo tempo, contribuir para
gue estes se sintam motivados a ensinar geometria a seus futuros alunos.

Estas constatacdes e indagacGes permitiram construir a questdo que norteou esta
pesquisa:

SituacOes de formacdo que articulam provas e demonstracdes em geometria, mais
especificamente em quadrilateros, permitem a alunos de licenciatura em matematica a
(re)construcdo de saberes/conhecimentos relativos a esse contetido?

A escolha do objeto ‘quadrilatero’ se justifica por este propiciar um campo fértil para
a consecucdo dos objetivos da pesquisa. Ele permite explorar as caracteristicas de um
conceito e a diferenca entre condicdo necessaria e condicdo suficiente. As propriedades dos

quadrilateros permitem trabalhar demonstracGes e abordar diversos conteudos de geometria
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plana. Além disso, por ser considerado elementar, este € um topico pouco explorado na

graduacéo.

Para responder a esta questao tem-se como objetivo geral:

e Elaborar, aplicar e analisar uma organizacdo didatica que permita minimizar as
dificuldades de alunos de licenciatura em matematica em uma universidade no estado da
Bahia em compreender demonstracbes geométricas, bem como criar condigdes para que
estes futuros professores desenvolvam competéncias que possam interferir em suas

praticas docentes.

Para cumprir esse objetivo, buscou-se suporte tedrico na didatica da matematica,
elegendo a engenharia didatica como metodologia, pois optou-se por realizar uma intervencao
didatica baseada em um trabalho experimental. Essa intervencdo foi realizada no curso de
licenciatura em matematica de uma universidade situada na Bahia. Essa escolha se justifica
porque ser professora dessa instituicdo facilitou-me o acesso ao curso para a pesquisa, e
também pelo fato de conhecer a forma como a geometria vem sendo trabalhada nessa
instituicdo e desejar, enquanto pesquisadora, apresentar uma nova proposta de trabalho, ja que
essa proposta, uma vez construida e investigada, podera trazer contribuicdes para o curso de
licenciatura em matematica desta e de outras instituicdes de ensino.

Neste campus, a disciplina ‘Geometria plana’ ¢ ministrada com um enfoque tedrico
descrito na ementa como “o estudo axiomatico da geometria plana”, e os livros indicados na
referéncia béasica nesse curso sdo 0s mesmos indicados para cursos de graduacdo em
matematica. Apds pesquisa nos sitios de cursos de licenciatura em matematica de
universidades brasileiras, verifiquei que trés livros utilizados em nosso curso — Barbosa
(2006), Dolce e Pompeo (2009) e Rezende e Queiroz (2008) — figuram nas referéncias de um
namero significativo de programas.

Diante dessa observacao, e entendendo que os livros sdo importantes como apoio
para alunos e também professores, procedi a uma analise minuciosa desses volumes,
apoiando-me na teoria antropolégica do didatico, de Chevallard (1999), que se prestou a
analisar as organizagdes matematica e didatica dessas obras no topico quadrilateros.

A escolha da metodologia levou-me a eleger a teoria das situacfes didaticas, de
Brousseau (2008), para analise dos contextos concebidos na aplicacdo de uma organizacdo
didatica. Para a analise da articulacdo dos registros de representacdo dos autores dos livros
analisados e dos alunos que participaram da pesquisa, foi utilizada a teoria dos registros de

representacdo semiotica, de Duval (2011).
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Este trabalho estd estruturado em cinco capitulos. No capitulo 1, é apresentada a
problemaética, tragada a partir dos resultados de pesquisas brasileiras e de outros paises que
tratam de provas e demonstracdes e de consideracBes sobre estes temas fundamentadas em
pesquisas de estudiosos desses assuntos.

O Capitulo 2 apresenta uma sintese das teorias que fundamentam esta pesquisa, bem
como aspectos da metodologia eleita para nortea-la.

O Capitulo 3 focaliza as concepcdes, entre os alunos do curso pesquisado, sobre
provas e demonstragdes, além de analisar os livros de geometria selecionados.

O Capitulo 4 apresenta a concepgdo, experimentacdo e analise a priori e a posteriori
da organizacéo didatica desenvolvida a partir da presente pesquisa.

Por fim trazemos as consideracdes finais que sumarizam este estudo.
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CAPITULO 1 -PROBLEMATICA

Ao iniciar esta pesquisa, buscou-se, por meio de leituras, conhecer o panorama de
investigacdo do tema em questdo, o que permitiu selecionar o referencial teérico e
metodoldgico e tragar nossa problematica.

A secdo 1.1 deste capitulo traz uma revisdo de literatura, apresentando os resultados
de pesquisas nacionais e internacionais referentes ao tema provas e demonstraces. A se¢édo
1.2 apresenta uma sintese dos aspectos epistemologicos da demonstracdo. Na secdo 1.3 séo

apresentados os objetivos, a questdo de pesquisa e a hipotese.

1.1 Revisao de literatura

Para esta pesquisa, visitamos os sitios de programas de pés-graduacio® em educacio
e em educacdo matematica no Brasil, 0 banco de teses da Coordenacgdo de Aperfeicoamento
de Pessoal de Nivel Superior (Capes), revistas cientificas e anais de eventos cientificos. A
procura se deu por meio dos titulos dos trabalhos em que estivessem presentes as palavras
‘geometria’ ¢ ‘prova’ ou entdo ‘geometria’ e ‘demonstragdo’, publicados de 2000 a 2013.
Como nossa intengdo ndo foi fazer um estado da arte sobre o tema em questdo, selecionamos
os trabalhos que pudessem contribuir com nossa pesquisa. Nessa busca, constatamos que a
maior parte das pesquisas brasileiras sobre o tema provém da Pontificia Universidade Catdlica
de S&o Paulo (PUC-SP). Acreditamos que isso se deva ao fato de existirem nessa instituicdo
grupos de pesquisa que se dedicaram ao tema no periodo delimitado para a busca.

Dividimos a revisdo de literatura em trés tdépicos: em 1.1.1 apresentamos um
levantamento de alguns grupos de pesquisa nacionais que discutem sobre prova e
demonstracdo; em 1.1.2 sdo apresentados alguns resultados de pesquisas nacionais e
internacionais sobre o desenvolvimento do raciocinio dedutivo, a fim de nos posicionarmos
guanto ao objeto a ser pesquisado; em 1.1.3 fazemos algumas considera¢fes sobre nossas

leituras.

1.1.1 Cenario dos grupos de pesquisa sobre provas e demonstracoes

Neste topico tracamos um breve panorama do quadro atual das pesquisas sobre

provas e demonstracfes no Brasil e em outros paises.

2 Os enderecos dos sitios visitados encontram-se nas Referéncias
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O desenvolvimento do raciocinio dedutivo tem sido preocupagdo de muitos
pesquisadores da area de educacdo matemaética desde a década de 1980, mas nos Ultimos anos
as pesquisas envolvendo provas e demonstracbes em muitos paises tém crescido
consideravelmente. As discussbes em torno desse tema, nas mais variadas abordagens,
envolvem pesquisadores conhecidos internacionalmente, dentre cuja produgéo podemos citar
as de Balacheff (1988; 2000; 2004), Hanna (2000), Knipping (2008), Mariotti (2006), Hanna
e Barbeau (2008) e De Villiers (2001; 2001).

O National Council of Teachers of Mathematics (NTCM, organizacéo de professores
e educadores matematicos dos Estados Unidos) teve papel muito influente no aumento do
namero de pesquisas relacionadas a prova e argumentacdo. Sua publicacdo de Principles and
standards for school mathematics [Principios e padrdes para a matematica escolar], obra que
orienta a pratica de argumentacdes e provas desde as séries iniciais, influenciou os
pesquisadores de educacdo matematica ndo s6 dos Estados Unidos como também em outras
partes do mundo (WALLE, 2009).

A auséncia da pratica de provas nas aulas de matematica, provocada pelas
dificuldades em seu ensino e sua aprendizagem, tem incitado debates sobre esse tema entre
pesquisadores de educacdo matematica, a exemplo do grupo Psychology of Mathematics
Education (PME), cujos trabalhos, inclusive os da 37.2 reuni&o, ocorrida em 2013 em Kiel®. A
leitura dos resumos mostra que esses trabalhos apresentam, em sua maioria, intervengoes
pedagdgicas que objetivam minimizar as dificuldades no ensino e na aprendizagem de
argumentacdes e provas e tornar possivel seu ensino.

Mais uma evidéncia da importancia atribuida a prova em anos recentes é 0 espaco
destinado ao tema Proof and proving in mathematics education na 19.* conferéncia da
International Commission on Mathematical Instruction (ICMI Study 19th Conference, ou
ICMI 19), ocorrida em 2009 em Taiwan. Buscando discutir os diferentes significados do
termo ‘prova’ e reunir uma variedade de pontos de vista sobre o ensino e a aprendizagem de
provas, 0 estudo se desenvolveu em torno dos seguintes temas: ‘Aspectos cognitivos’,
‘Argumentacdo e prova’, ‘Tipos de prova’, ‘Software de geometria dindmica e transigdo para
a prova’, ‘O papel da prova e experimentagdo’, ‘Provas e as ciéncias empiricas’ ¢ ‘Prova no
nivel terciario’.

Para cada tema, levaram em consideracdo os seguintes pontos:

1. OpiniGes e crencas dos professores.
2. Preparacdo de professores e desenvolvimento profissional.

3. Materiais curriculares e seu papel no apoio a instrucgéo.

®  Disponiveis em: <http://www.lettredelapreuve.org/archives.html>. Acesso em: 14 set. 2015.
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Considerando cada tema, foram sugeridas questdes como propostas de investigacéo.

As questbes se encontram na integra nos Proceedings of the ICMI Study 19 Conference: proof

and proving in mathematics education. Quanto ao tema ‘Prova no nivel terciario’, as

seguintes questdes, segundo o documento, ainda carecem de investigacéo:

1. Quais as expectativas dos professores sobre o desempenho dos estudantes em cursos de
matematica baseados em provas diferentes daquelas que os alunos experimentaram
anteriormente?

2. Aprender a provar é parcialmente ou mesmo totalmente um problema de enculturagcdo nas
praticas dos matematicos?

3. Como os estudantes concebem teoremas, provas, axiomas, defini¢des e as relagdes entre
estes? Qual é a concepcdo dos estudantes sobre provas e como sua concepcao €
influenciada por suas experiéncias com provas?

4. Quais sdo as funcbes da resolucdo de problemas, da analise heuristica, da intuicdo, da
visualizacdo, do conhecimento processual e conceitual, da logica e da validagdo?

5. Que experiéncias anteriores os alunos tiveram com provas que os professores podem
levar em consideracao?

6. Como podemos criar oportunidades para que os futuros professores possam adquirir o
conhecimento (competéncias, entendimentos e alienagcdes) necessario para ensinar provas
de modo eficaz? (ICMI, 2009, p. 1-xxviii).

Os resultados do ICMI 19 foram apresentados no 12th International Congress on
Mathematical Education — ICME 12 —, realizado em 2012 na Coreia. O grupo 14, cujo tema
foi Reasoning, proof and proving in mathematics education, teve como tarefa apresentar o
estado da arte no topico Reasoning, proof and proving (RPP) e expor as recentes
contribuicbes relevantes em todos o0s niveis de ensino relacionadas as questdes
epistemoldgicas ldgicas histdricas; ao curriculo e livro didatico; ao aspecto cognitivo; e ao
ensino e formacao de professores.

No Brasil, na PUC-SP, o grupo de pesquisa Processos de Ensino e de Aprendizagem
Matematica (PEAMAT), coordenado pelo Prof. Dr. Saddo Ag Almouloud, desenvolve desde
1994 projetos sobre o tema O raciocinio dedutivo nos processos de ensino e na aprendizagem
da matematica nas séries finais do ensino fundamental’, com o objetivo de investigar 0s
fatores que interferem nesses processos envolvendo o raciocinio dedutivo em matematica. Os
estudos desenvolvidos no grupo PEAMAT deram origem a outros projetos de pesquisa
focalizando o desenvolvimento do raciocinio dedutivo, que resultaram em artigos,

dissertagdes e teses.
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Podemos citar, ainda no Brasil, Pietropaolo (2005) e Busquini (2003), que
observaram qudo reduzido era o ndmero de trabalhos que tratavam de provas e
demonstragdes. Uma década depois desse trabalho de Pietropaolo, podemos observar que, no
estado de Sdo Paulo, as pesquisas relacionadas ao desenvolvimento do raciocinio dedutivo
tém aumentado consideravelmente, como mostra 0 ndmero de trabalhos de mestrado e
doutorado que versam sobre argumentacédo, prova e demonstracdo gerados a partir de projetos
de pesquisa locais.

Em 2005, teve inicio na PUC-SP o projeto Argumentacdo e Prova na Matematica
Escolar (AProvaME), coordenado pela Prof.* D.” Lulu Healy. A pesquisa investigou as
concepcOes de prova de aproximadamente 2.000 estudantes brasileiros do ensino fundamental
e médio (8.2 série — atual 9° ano — e 1.° ano do ensino médio), buscando elucidar em que
medida estes estudantes distinguem entre evidéncia empirica e argumentacdo valida. Apos
mapear as concepcles apresentadas pelos alunos e professores participantes, deu-se inicio a
segunda fase do projeto, que buscou elaborar propostas de ensino coerentes com a realidade
brasileira, “visando envolver alunos em processos de constru¢do de conjecturas e provas em
contextos integrando ambientes informatizados” (JAHN; HEALY; PITTA COELHO, 2007,
p. 2). Cientes da importancia do papel do professor na integracdo efetiva de uma nova
abordagem para o ensino de provas, os pesquisadores ainda investigaram “em que medida a
participacdo desses professores nos grupos colaborativos contribui para apropriagéo de novas
perspectivas sobre o ensino e aprendizagem de provas” (p. 2). Esse projeto originou diversas
dissertacdes e teses, todas relacionadas a argumentacdes e provas, nos niveis fundamental e
médio.

Ainda no Brasil, tem-se o trabalho desenvolvido por um grupo do Projeto Fundé&o, do
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro, coordenado pelas
pesquisadoras Lilian Nasser e Lucia Tinoco, que conta com a participacao de professores de
ensino fundamental e médio e licenciandos. Esse trabalho originou o livro Argumentacéo e
provas no ensino de matematica, no qual as pesquisadoras defendem que os alunos devem ser
preparados para dominar o processo dedutivo desde as primeiras séries com atividades de
argumentacao, como pre-requisito para a introducdo de demonstragdes.

Diante do panorama tracado, apresentaremos a seguir algumas pesquisas

relacionadas ao tema provas e demonstracoes.

1.1.2 Resultados de pesquisas sobre provas e demonstracoes

Neste topico, focalizaremos pesquisas desenvolvidas sobre provas e demonstracoes,

a fim de encontrar respostas preliminares para as seguintes questoes:
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1. O que dizem os pesquisadores a respeito das dificuldades apresentadas no ensino e na
aprendizagem de provas e demonstracdes?

2. Que acOes tém sido empreendidas para minimizar essas dificuldades?

3. Tratando-se de alunos de licenciatura em matematica, qual € o cenario nacional em
termos das dificuldades relacionadas ao ensino e a aprendizagem de provas e

demonstragdes?

Embora ndo seja objetivo deste capitulo cobrir exaustivamente as pesquisas
relacionadas a provas e demonstracGes, vamos apresentar os resultados de alguns trabalhos
que tratam desse tema, em diversas abordagens. Todos eles buscam identificar a origem das
dificuldades relacionadas a provas, sejam elas cognitivas, epistemolégicas ou didaticas, e/ou
propGem intervengdes que venham a minimizar as dificuldades no ensino e na aprendizagem
de provas.

Ainda que nosso foco seja o aluno de licenciatura, sentimos necessidade de
investigar também pesquisas sobre as dificuldades apresentadas por professores e alunos do
ensino fundamental e médio, buscando conhecer problematicas pertinentes ao ensino e a
aprendizagem de provas e demonstracoes.

Para tanto, dividiremos este tdpico em trés subtdpicos. O primeiro apresenta as
pesquisas que tratam dos alunos de ensino fundamental e médio; o segundo, as pesquisas
relacionadas a professores desses niveis de ensino; o Gltimo focaliza pesquisas voltadas a

formacdo inicial de professores de matematica.

1.1.2.1 Pesquisas relacionadas a alunos

Neste subtdpico, destacaremos os principais resultados de dissertacbes, teses e
artigos cientificos que versam sobre alunos de ensino fundamental e médio.

Dificuldades na passagem da geometria empirica a dedutiva, deficiéncias nos
conhecimentos geomeétricos e dificuldades na leitura e interpretacdo de enunciados foram
observadas na pesquisa de Almouloud e Mello (2000) que propdem uma reflexdo didatica
sobre os problemas de ensino e de aprendizagem de conceitos geometricos e apresentam o0s
resultados de uma sequéncia didatica que teve a finalidade de introduzir a demonstracdo no
ensino de geometria. Concordamos com esses autores quando afirmam que o
desenvolvimento da capacidade de raciocinar logicamente requer trabalho de longo prazo e

que “é preciso dar atengdo a necessidade de uma formagdo adequada do professor para
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trabalhar a demonstracdo em geometria, a fim de que os alunos possam se apropriar dos
conceitos-habilidades geométricos, no ensino fundamental” (Ibid, p. 10).

Como relatado no topico 1.1.1, o projeto AProvaME, da PUC-SP, deu origem a
diversas pesquisas relacionadas a argumentac@es e provas no ambito do ensino fundamental e
médio. Entre elas esta a empreendida por Doro (2007), que procedeu a um levantamento das
concepgdes sobre argumentos e provas geométricas de alunos envolvidos no projeto
AProvaME, revelando que estes ndo tém o habito de apresentar justificativas em suas rotinas
escolares e ndo atribuem significado a prova em matematica, dando maior valor a
apresentacao de respostas.

Ainda no &mbito de concepgdes de alunos sobre argumentos e provas, Souza (2009)
buscou responder a questdo: “Quais argumentos os alunos usam para justificar a soma dos
angulos internos de um quadrildtero qualquer?” (p. 34). Para tanto, a autora extraiu uma
amostra de 50 alunos do universo pesquisado no projeto AProvaME e a analisou
fundamentando-se nas pesquisas de Balacheff (1988) e de Healy e Hoyles sobre argumentos
empiricos e formais e sobre a passagem da producdo de provas pragmaticas para provas
conceituais. Além de analisar as respostas, a autora realizou entrevistas com alguns alunos,
visando melhor esclarecer as respostas, concluindo que os alunos apresentavam insuficiéncia
de conhecimentos elementares de geometria plana e mostravam preferéncia por argumentos
empiricos.

Os trabalhos citados apontam a dificuldade dos alunos em fazer a transicdo do
empirico para o dedutivo. Resultados semelhantes haviam sido observados em trabalhos como
o0 de Gravina (2001), que, além de constatar essa dificuldade, propés uma engenharia didatica
em um ambiente de geometria dindmica, a fim de favorecer essa transicao.

Outros pesquisadores apontaram alternativas para facilitar a transicdo do empirico ao
dedutivo. Podemos mencionar, dentro do projeto AProvaME, a pesquisa de Ferreira Filho
(2007), que investigou o envolvimento de alunos da 1.% série do ensino médio em processos
de constru¢dao de conjecturas e provas, buscando responder a questdo: “Que dificuldades
apresentam os alunos diante de situacdes de argumentacao e prova envolvendo o Teorema de
Pitagoras?”. O autor concluiu que uma sequéncia de ensino concebida para produzir
argumentacOes e provas favoreceu a passagem de uma etapa em que as validacbes sdo
predominantemente empiricas para outra em que as validac¢Oes séo dedutivas.

Annette (2008) observou que os programas franceses em geometria apresentam
lacunas quanto a passagem de uma geometria pratica para outra abstrata. O autor aborda em
sua tese de doutorado a complexidade dessa transicdo e a dificuldade que o aluno enfrenta
nesse processo. Neste sentido, enfatiza a necessidade de preparo do professor para dar suporte

satisfatorio ao aluno nessa transicao.
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Nunes (2011) pesquisou a possibilidade da pratica da argumentacdo como método de
ensino, tomando éarea e perimetro como objetos matematicos no contexto no 5.° ano do ensino
fundamental. A questdo que norteou sua pesquisa foi: “Em que medida a pratica da
argumentacao pode se apresentar como método que favoreca a compreensao de conceitos de
matematica, tomando como referéncia o caso de area e perimetro de figuras planas?”. Para
tanto, o autor desenvolveu e aplicou uma sequéncia didatica cuja analise revelou que a pratica
da argumentacéo favoreceu a compreensao de area e perimetro de figuras planas, habilitando
essa pratica como método de ensino.

Os trabalhos relacionados mostraram que os alunos ndo veem necessidade de
demonstrar, uma vez que se sentem convencidos de seus resultados por meio de verificagoes
empiricas. Pesquisadores em educacdo matematica estudam a origem dessa problematica e
alternativas para fazer o aluno compreender a esséncia da prova matematica. Podemos citar o
estudo de Jahnke (2008), em que se discute as dificuldades enfrentadas pelos alunos em
aceitar o fato que, em matematica, uma declaracdo universalmente aceita ndo pode ser
verdadeira apenas pela validacdo empirica, a exemplo do que ocorre em situacfes cotidianas.

Jahnke (2008) recorre a exemplos historicos para evidenciar que as declaragdes
gerais abertas (aquelas cujos dominios de validade ndo s&o e ndo podem ser completamente
especificados) desempenham um importante papel na matematica e se apropria desses
exemplos para mostrar que as reciprocas de declaracGes gerais abertas ndo sdo vélidas.
Considera que se o aluno, a exemplo do que ocorre em situacfes cotidianas, pensa em termos
de situacGes gerais abertas e vivencia dificuldade em compreender a distin¢ao entre condicGes
necessarias e suficientes em situacfes de prova matematica, essas dificuldades ndo serdo
sanadas com simples exemplos: “a incapacidade de compreender esta distin¢do Idgica esta
profundamente enraizada. Nossa tese € que essa € uma consequéncia natural de uma mente
que esta acostumada a pensar em termos de declaragdes gerais abertas” (JAHNKE, 2008, p.
369).

Jahnke (2008, p. 371) sugere que “em vez de simplesmente negar 0s procedimentos
do pensamento diario devemos criar situacdes em que os alunos possam fazer experiéncias
significativas com a verificacdo da generalidade das declaragdes”. E afirma que a associagdo
entre trabalho empirico e argumentacdo tedrica pode contribuir para minimizar as dificuldades
enfrentadas pelos alunos na compreenséo da esséncia da prova matematica.

Alguns pesquisadores divergem quanto a relagdo entre empirico e dedutivo. Mariotti
(2006) considera que “a discrepancia entre a verificagd0 empirica (tipica de comportamento

comum) e raciocinio dedutivo (tipico do comportamento teorico) € reconhecida como uma
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fonte de dificuldades” (p. 9). Sobre esse tema, Duval (1992) afirma que, do ponto de vista
cognitivo, existe uma lacuna entre o empirico e o tedrico, que ndo deve ser negligenciada
quando a questdo é o aprendizado de matematica. Balacheff (1988), de um ponto de vista
epistemologico, acredita que essa lacuna entre argumentacdo e prova pode se tornar um
obstaculo que deve ser superado para que haja apreensao da demonstracao.

Além da transicdo entre o empirico e o dedutivo, outros problemas sdo destacados
em pesquisas relacionadas ao desenvolvimento do raciocinio dedutivo. Heinze, Cheng e Ufer
(2008) discutem a complexidade das provas geométricas tomando como referéncia resultados
empiricos de uma experiéncia com alunos de escolas secundarias de Taiwan e da Alemanha, a
fim de compreender como esses alunos desenvolvem a competéncia de prova ao longo dos
anos e como ambientes de aprendizagem especificos podem influenciar esse
desenvolvimento. Os autores conjecturam que as dificuldades enfrentadas pelos alunos ao
lidarem com provas matematicas estéo relacionadas com a complexidade destas, em termos
do nimero de argumentos que um estudante deve combinar.

Heinze, Cheng e Ufer (2008) fazem uma explanacdo sobre o processo de prova em
multietapas, distinguindo-o do processo de prova em uma Unica etapa. Para tanto,
fundamentam-se na anélise tedrica do processo de construgdo de provas multietapas e,
refletindo com base na teoria, hipotetizam que a dificuldade nas tarefas envolvendo provas na
escola secundéaria pode ser determinada pela distincdo entre provas de uma Unica etapa e
provas em multietapas.

Chamam também atencdo para o fato de que, embora muitos dos problemas de
provas trabalhados no ensino médio consistam em uma sequéncia linear de argumentos, isso
ndo deve ser assumido como caso geral.

Observamos que tanto no Brasil quanto em outros paises tenta-se compreender a
origem das dificuldades relacionadas a aprendizagem de provas e demonstracGes e apontar
alternativas para minimiza-las. Diante dos resultados apresentados pelas pesquisas
relacionadas a alunos, observemos no préximo subtopico, o que dizem as pesquisas que
focalizam professores, a fim de saber como estes tém lidado com tais problemas ou se

enfrentam as mesmas dificuldades ao ensinar provas e demonstracdes a seus alunos.

1.1.2.2 Pesquisas relacionadas a professores

O projeto O raciocinio dedutivo no processo de ensino-aprendizagem de matematica
nas séries finais do ensino fundamental, desenvolvido na PUC-SP, tece reflexfes sobre

provas e demonstraces em matematica a partir de analise de um trabalho realizado com
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professores do ensino fundamental, em que foram desenvolvidas atividades envolvendo

raciocinio dedutivo. O projeto se desenvolveu em torno das seguintes questdes:

Quais fatores influenciam no processo ensino-aprendizagem envolvendo o
raciocinio dedutivo em matematica?

Quais acBes desenvolver com os professores para Ihes proporcionar uma apreensao
significativa dos problemas envolvendo provas e demonstracdes?

Quais fatores devem nortear a formagdo inicial e continuada dos professores no que
diz respeito as provas e demonstragdo em matematica? (ALMOULOUD, 2007, p. 2)

A pesquisa foi realizada com professores de ensino fundamental e medio,
privilegiando o trabalho cooperativo, e foram tratados temas como prova, demonstracéo,
explicacdo e deducdo de formulas, constatando-se que 0s membros dos grupos nao estavam
seguros desses termos. Além disso, os participantes mostraram confusdo em identificar as
hipoteses e teses nas situacdes propostas.

Almouloud (2007) afirma que os professores adquiriram certa autonomia no decorrer
do trabalho, tendo este contribuido para sua formacao, e destaca a necessidade de se criarem
condicdes para que os professores se sintam preparados para trabalhar com provas e
demonstragdes com seus alunos e para que percebam a importancia de trabalhar esses temas
com alunos do ensino fundamental e medio.

Serralheiro (2007) pesquisou os reflexos que a pratica de geometria provocou em
professores que participaram do projeto O raciocinio dedutivo no processo de ensino-
aprendizagem de matematica nas séries finais do ensino fundamental, investigando os
conhecimentos iniciais que esses professores dispunham a respeito de demonstracfes. A
autora identificou que esses conhecimentos eram vagos e superficiais, embora alguns
mostrassem ter tido contato com demonstra¢fes durante o curso de graduacdo. Foi observado
um grande desenvolvimento dos professores que participaram do projeto no que tange a
autonomia e confianca em relacdo ao trabalho com demonstracées, bem como um aumento
em seu interesse em demonstrar.

O resultado obtido por Serralheiro (2007) nos mostra que o fato de o aluno realizar
demonstragfes matematicas na graduacdo nao garante que as introduzira em sua pratica
docente.

As constatacdes de Almouloud (2007) e Serralheiro (2007) revelam dificuldades dos
professores com relagdo aos termos proprios ao método dedutivo, mas mostram também a
superacao de dificuldades que pode ser alcancada mediante uma intervencao didética.

Outros pesquisadores acreditam que cursos de formacgédo continuada podem promover

transformacdes na concepcdo e na pratica de professores. Grinkraut (2009) observou em seu
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estudo que a formacdo continuada associada a projetos de pesquisa privilegiando praticas
reflexivas, colaborativas e investigativas pode colaborar no desenvolvimento profissional dos
professores. Acrescenta ainda que a mudanca de concepgdo sobre provas e demonstragdes
pode levar o professor a mudar sua postura em sala de aula e fazé-lo refletir sobre sua pratica.

Acreditamos que, além de dominar o processo de demonstragdo, os professores
precisam estar motivados e conscientes da importancia de trabalhar demonstragcbes com seus
alunos. A esse respeito, Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007) afirmam que uma abordagem
eficiente sobre provas envolve ndo so evidenciar as concepc¢oes e dificuldades de professores
e alunos, mas deve envolver situacbes de aprendizagens inovadoras e a aceitacdo e
apropriacdo destas pelos professores. Acrescentam que “a integracdo efetiva de uma nova
abordagem na sala de aula somente torna-se possivel mediante um processo de adaptacéo,
cujo agente principal ¢ o professor” (p. 2), e refletem a respeito das condi¢des necessarias ao
professor para favorecer essa inovagéo.

Outros pesquisadores questionam a formacdo dada ao professor quanto ao preparo
para ensinar demonstracdes a seus alunos. Sobre esse tema, Leandro (2012) fez um
levantamento dos saberes mobilizados por professores atuantes na rede publica na educacédo
basica referentes a prova matematica. Conjectura que “para uma cultura de provas
matematicas ocupar um lugar na realidade escolar, deverd primeiramente ser pratica e
dominio dos professores” (p. 10). O pesquisador verificou existir uma lacuna entre a formacao
inicial e a pratica de sala de aula no ensino fundamental e que ha necessidade de ampliar o
significado da prova matematica na formacdo inicial e continuada de professores, uma vez
que detectou, entre 0s sujeitos pesquisados, que a prova € vista como técnica formal,
interferindo negativamente na exploracdo desse procedimento no ensino fundamental. O autor
finaliza seu trabalho com uma reflexdo: “Cabe-nos indagar se ndo seria um dos objetivos
primordiais da formacdo inicial da docéncia a preparacdo desses professores para o
desenvolvimento dos contetdos e dos objetos previstos nos curriculos da educacdo basica
prioritariamente” (p. 167).

A necessidade de ampliar o conceito de prova para que esta possa ser incluida na
educacdo bésica ja foi apontada por Pietropaolo (2005), que em sua pesquisa de doutorado
buscou compreender a utilidade e a viabilidade da implementacéo de provas e demonstragdes
nos curriculos de matematica da educacdo bésica e investigar as implicacdes que essas
inovagdes trazem aos curriculos de formac&o inicial de professores.

Para tanto, coletou depoimentos de professores sobre as possibilidades das
argumentacdes e provas nos curriculos de matematica da educacao béasica e o trabalho a ser

desenvolvido na formacéo inicial. Alem disso, os professores analisaram provas de geometria
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e de algebra elaboradas por alunos de 8.2 série, indicando quais a¢Ges desencadeariam com
esses alunos se deles fossem professores.

Em sua andlise das entrevistas, 0 autor apontou que todos os professores concordam
que as demonstracGes devem estar presentes nas aulas de matematica desde o ensino
fundamental. Além da necessidade de ampliar o conceito de provas, 0 autor também aponta
que o ensino de prova deve ser desenvolvido como processo de questionamento, de
conjecturas, de contraexemplos, de refutacdo, de aplicacdo e de comunicacdo, e finaliza
deixando a seguinte questdo: “[...] estariam os cursos de licenciatura em condigdes de oferecer
uma formacéo de qualidade a um profissional que vai ensinar provas, inclusive rigorosas? Ha
ainda uma questdo anterior a essa: ele proprio aprendeu a provar?” (PIETROPAOLO, 2005,
p. 226).

As pesquisas relacionadas ao professor colocam em cheque a formacdo inicial
recebida por estes. Os docentes investigados por Serralheiro (2007) responsabilizam a
formacéo inicial pelas dificuldades enfrentadas no ensino de demonstrages. No entanto, a
autora discorda que este seja o Unico fator e afirma que o objetivo dos cursos de formacao
inicial ndo é exclusivamente suprir a formacédo especifica, no que concorda com Perrenoud
(1999) ao afirmar que cabe a formacdo inicial formar um professor critico, reflexivo e que
busque minimizar suas dificuldades.

Diante das discussdes envolvendo a formacdo inicial de professores, e visto que
nossa pesquisa envolve provas e demonstracdo em um curso de licenciatura em matematica,

sentimos a necessidade de tomar conhecimento dos debates envolvendo esse tema.

1.1.2.3 Pesquisas relacionadas a alunos de graduagdo em matematica

Neste topico apresentamos a sintese de trés pesquisas (DIAS, 2009; FERREIRA,
2008; ORDEM, 2015) realizadas com alunos de graduacdo envolvendo provas e
demonstragfes no ambito da geometria. Detalhamos em maior grau essas pesquisas por
apresentarem pontos que se assemelham a nosso trabalho e fornecerem dados relevantes a
este.

A pesquisa de Dias (2009) trata da demonstracdo em um curso de licenciatura em
matematica e teve como objetivos “fazer com que os alunos evoluam na construgdo do
raciocinio hipotético-dedutivo a partir da interacdo com atividades de construcdo geométrica e
demonstracdo” e “estudar a suficiéncia dos niveis de raciocinio geométrico elaborados para
compreensdo das produgdes dos alunos” (p. 73). A partir de resultados de pesquisas, constata

gue os cursos de licenciatura em matematica ndo estdo dando conta de preparar os futuros
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professores para trabalhar demonstragdes nos termos expressos nos PCN. Esta constatacdo

motiva a autora a delinear seus objetivos e propor as seguintes questoes:

1. Que articulagcbes podemos inferir entre os niveis de raciocinio geométrico
propostos por Parzysz [...] e os tipos de prova propostos por Balacheff [...],
quando os alunos mobilizam seus conhecimentos para resolver problemas
relativos a demonstracdo em Geometria?

2. Qual a influéncia da utilizacdo de softwares de geometria dindmica na
construgdo de argumentacbes por alunos do curso de Licenciatura em
Matematica? (DIAS, 2009, p. 73)

Diante dos objetivos e das questdes propostas, a autora optou pela pesquisa
qualitativa, na forma de estudo de caso focalizando um grupo formado por trés duplas de
alunos do 6.° periodo de um curso de licenciatura em matematica. A atividade elaborada por
Dias (2009) envolve duas questfes voltadas a contetudos do ensino médio e a resolucao se deu
em dois ambientes: o de papel e lapis e o de geometria dindmica do software GeoGebra. Para
a coleta de dados, a autora utilizou como instrumentos as atividades resolvidas pelos alunos
nos dois ambientes, as gravacdes de audio dos diadlogos dos alunos e suas proprias
observacGes como pesquisadora. As atividades foram desenvolvidas em dias diferentes, um
para cada ambiente. Posteriormente, cada dupla foi entrevistada, buscando-se esclarecer fatos
didaticos observados durante a resolucédo das atividades. A autora concluiu que o ambiente de
geometria dindmica teve pouca influéncia na construcdo da argumentacdo pelo grupo
pesquisado e que a “investigacdo, no ambiente de geometria dindmica, propicia a construgdo
de provas do tipo experiéncia crucial, desde que o aluno explore o aspecto dindmico das
figuras” (DIAS, 2009, p. 207).

A pesquisa de Ferreira (2008) se propds a trabalhar com a demonstracdo em
geometria euclidiana em um curso de licenciatura em matematica, buscando investigar os
aspectos tedricos e pedagdgicos capazes de auxiliar a compreensdo do que vem a ser uma
demonstracdo. O estudo visou, portanto, apresentar uma estratégia metodoldgica que
contribuisse para minimizar as dificuldades constatadas. Para tanto, a autora se baseou na
teoria de registro de representacdo semiotica de Duval, e, se propds a elaborar, aplicar e
analisar uma sequéncia didatica fundamentada na Engenharia Didatica de Artigue (1996).
Inicialmente, a autora aplicou e analisou um questionario de nove perguntas a um grupo de 49
alunos de licenciatura em matematica, buscando verificar o conhecimento destes sobre
demonstragdo, bem como o conhecimento de que dispunham sobre esse tema no ensino de
geometria. A analise das respostas confirmou as dificuldades enfrentadas pelos alunos.

Com o intuito de disponibilizar um material didatico que pudesse despertar nos
alunos de licenciatura um olhar critico para as demonstracdes em geometria, a autora
elaborou, testou e analisou uma sequéncia de cinco sessdes com a finalidade de “adotar uma

proposta metodoldgica para introduzir ‘técnicas de demonstracdo’ em um curso de
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licenciatura em matematica para alunos que ja cursaram as disciplinas de Geometria Plana e
Espacial” (FERREIRA, 2008, p. 76). A pesquisa abrangeu alunos de licenciatura em
matematica de uma universidade da regido metropolitana de Belo Horizonte. Os alunos
escolhidos cursavam do 3.° periodo ao 7.° que ja haviam cursado a disciplina ‘Geometria
plana’ e haviam cursado ou estavam cursando a disciplina ‘Geometria espacial’.

Certa da necessidade do trabalho com demonstracfes no ensino béasico e de que a
maneira como a geometria é trabalhada na formacéo inicial se reflete na atuacdo do futuro

professor de matematica, Ferreira (2008) coloca as seguintes questdes:

Como fazer para que esse trabalho tenha significado e que realmente ofereca
contribui¢des na aquisicdo de conceitos geométricos? Como desenvolver, por meio
de atividades que envolvam demonstracdes, a nocdo do sistema formal e dos
elementos que o compdem? Por fim, como trabalhar as demonstracGes
caracterizando-as mais como um processo, com 0 objetivo principal de validar
teoricamente a veracidade de um teorema? (FERREIRA, 2008, p. 74)

Tendo elaborado e aplicado uma sequéncia didatica, Ferreira (2008) constatou que,
embora os alunos ndo tivessem atingido um nivel de abstracdo que lhes permitisse resolver
qualquer problema envolvendo demonstracdo por meio de conhecimentos proprios, o trabalho
com diferentes registros de representacdo e o0 uso constante de figuras contribuiram para que
varios obstaculos fossem superados ou minimizados. Os alunos revelaram maior desenvoltura
em resolver problemas envolvendo demonstracdes, e foi observado que a sequéncia

contribuiu nos seguintes aspectos:
e Os alunos compreenderam a ldgica necessaria de um sistema formal e a relagdo
entre seus elementos;
e Conseguiram estabelecer e reconhecer o estatuto de um teorema;

e Coordenaram registros de representacdo distintos, estabelecendo entre eles
relacbes semanticas e de congruéncia;

e Perceberam na figura geométrica um apoio para obter uma demonstragéo;

e Compreenderam a subordinacdo da figura as propriedades de um enunciado
(ultrapassaram a apreensdo perceptiva);

e Melhoraram o tratamento algébrico de dados;

e Reconheceram o ordenamento légico dos esquemas de demonstracdo
trabalhados;

e Enxergaram a demonstracdo como fundamental na teorizagdo da geometria;
e Utilizaram coerentemente “ferramentas” 16gicas para provar um enunciado;

e Perceberam a necessidade de justificar cada passo trilhado na efetivacdo de uma
demonstracéo;

e Sentiram-se mais seguros para desenvolver problemas de demonstracéo.
(FERREIRA, 2008, p. 157)
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A autora conclui que a aplicacdo da sequéncia didatica foi valida e sugere, para que
os alunos atinjam maior independéncia em resolver problemas envolvendo demonstragdes em
geometria, um trabalho mais intenso envolvendo técnicas de demonstracéo.

A pesquisa de doutorado apresentada por Ordem (2015) a PUC-SP e desenvolvida
com alunos da Universidade Pedagdgica de Mogambique, investigou as concepces utilizadas
por estudantes de licenciatura em matematica em situacbes que envolvem provas e

demonstracdes em geometria plana. Mais especificamente, a pesquisa buscou:
1. Estudar as estratégias e/ou justificativas que os estudantes de licenciatura em
matematica utilizam em tarefas que exigem provas ou demonstracdes.

2. ldentificar a funcdo que estudantes de licenciatura em matematica atribuem a
prova e demonstracdo em matematica.

3. Analisar o significado de prova e demonstracdo que possuem o0s estudantes de
licenciatura em matemaética. (p. 110)

4. Analisar que critérios utilizam para avaliar uma prova e demonstracdo em
geometria plana ou argumentos que consideram convincentes que uma
propriedade em geometria é valida.

A coleta de dados foi efetuada em trés fases. Na primeira, os alunos responderam,
presencial e individualmente, a primeira parte de um questionario, contendo questbes abertas
que permitiam aos respondentes desenvolver suas ideias, sem serem limitados por alternativas
pré-definidas. Na segunda fase, a segunda parte do questionario foi respondida
individualmente ou em grupo utilizando o software GeoGebra. Na terceira, procedeu-se a
entrevista individual, composta de duas partes: a primeira, comum a todos 0s entrevistados,
abordava o significado dos termos ‘prova’ e ‘demonstragdo’; a segunda, especifica a cada
entrevistado, buscou esclarecer dados obtidos no questionario.

O autor concluiu que:

i) Os sujeitos ndo mostraram estratégias consistentes de producdo de
demonstragdes, nem justificativas com embasamento material plausivel — suas
estratégias parecem mais influenciadas pela abordagem da geometria nos livros
didaticos adotados no ensino fundamental;

ii) Os sujeitos lidam com provas e demonstrages como mais um topico de
aprendizagem em matematica e ndo como meio de comunicacdo e de validacao
em matematica;

iii) Os nossos sujeitos ndo utilizam critérios consistentes para avaliar provas e
demonstracdes.

iv) Os sujeitos da pesquisa tém uma concepcdo de que provas e demonstracdes sdo
simples rituais dissociados de uma de suas funcgdes principais, a de validar
propriedades e conjecturas veridicas, ou de refutar conjecturas falsas. (ORDEM,
2015, p. 308)

O autor concluiu também que, na concep¢do dos alunos investigados, métodos
empiricos podem ou ndo validar propriedades geométricas, a depender do instrumento

utilizado para essa valida¢do. Além disso, percebeu que, “em geral, os alunos investigados
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ndo sabem que ¢ inaceitavel o recurso a evidéncias empiricas como meio de generalizagdo”
(ORDEM, 2015, p. 307).

Tais achados corroboram os de Jahnke (2008) quando afirma que, em grande
numero, os estudantes dos niveis secundario e terciario ficam mais convencidos da validacéo

de um teorema matematico por argumentos empiricos que por uma prova matematica.

1.1.3 Nossas consideracoes

Neste topico buscamos investigar, por meio de uma revisao de literatura, os fatores
que influenciam as dificuldades enfrentadas pelos alunos ao lidarem com problemas que
envolvem demonstracBes geométricas e as acbes empreendidas para minimizar essas
dificuldades.

Embora, ao iniciarmos nossas leituras, tivéssemos certeza do tema a ser pesquisado,
precisavamos definir um problema de pesquisa, captar ideias para investigacdo e definir um
referencial teérico e uma metodologia de pesquisa. A revisdo de literatura foi fundamental
para ampliar nossa visdo sobre o tema provas e demonstracdo e sobre as teorias da didatica da
matematica, permitindo-nos fazer escolhas.

N&o foi nosso objetivo neste capitulo fazer um inventario das pesquisas existentes
sobre o tema. Desse modo, apresentamos apenas uma parte desses estudos, a qual abrange os
achados mais relevantes para nossos propdsitos.

Encontramos um grande nimero de pesquisas que tratam do ensino de provas e
demonstracdes, sendo a maioria relacionada a alunos do ensino basico e a formacdo
continuada de professores. Selecionamos trés estudos que trataram de provas e demonstracoes
na formacéo inicial: os de Ferreira (2008), Dias (2009) e Ordem (2015). A pesquisa de Dias
(2009) difere de nossa proposta na fundamentacgdo teérica e na metodologia, além do fato de
seu trabalho envolver software de geometria dindmica. Ja a pesquisa de Ferreira (2008) se
assemelha a nossa nos referenciais tedrico e metodologico, embora a autora tenha buscado
desenvolver por meio de atividades os termos proprios do sistema dedutivo e oferecer técnicas
de demonstracdo com a utilizacdo de esquemas, com o propoésito de validar teoricamente a
veracidade de um teorema. Ordem (2015) investigou as concepcdes utilizadas por estudantes
de licenciatura em matemética em situacBes que envolvem provas e demonstracdes em
geometria plana com alunos da Universidade Pedagogica de Mogambique. Nossa proposta,
por sua vez, é a de apresentar uma situacdo, em termos de tarefa, técnica e tecnologia, que

possibilite minimizar as dificuldades dos alunos em demonstrar, bem como contribuir para
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que estes, como futuros professores, percebam a importancia de implementar as
demonstracfes em sua pratica.

Outros trabalhos podem apresentar uma estrutura semelhante a que propomos, porém
temos como diferencial o puablico e a proposta em termos de sequéncia.

Embora o foco de nossa pesquisa seja o aluno de licenciatura, fazer um estudo das
dificuldades enfrentadas pelos alunos e professores da educacdo bésica foi importante para
que pudéssemos tomar conhecimento do quadro atual de ensino e aprendizagem de
demonstragdes, visto que acreditamos ser este, em parte, reflexo da formacao inicial.

Na revisao de literatura, foi possivel também observar alguns fatores que contribuem
para essas dificuldades, tais como inabilidade na manipulagdo de argumentos de um dado
problema (HEINZE; CHENG; UFER, 2008), dificuldades na leitura de um problema e na
redacdo de uma demonstracio (ALMOULOUD, 2007), diferencas entre o nivel de
escolaridade do aluno e o nivel de pensamento geométrico exigido, problemas na transi¢éo da
geometria empirica a geometria dedutiva e falta de uma metodologia que aproxime o aluno da
prova matematica (BUSQUINI, 2003).

Como ja exposto, em nosso ponto de vista, muito mais que saber demonstrar, é
fundamental que o professor da educacdo basica, ao inserir a demonstragdo em sua pratica,
reconheca a importancia das demonstracdes geométricas para o desenvolvimento intelectual
do aluno. No entanto, nossas leituras, associadas a nossa experiéncia profissional, nos levam a
constatar que a atual abordagem dada a demonstracdo na graduacdo ndo parece estimular o
futuro professor a implementé-las em suas aulas. Na formacéo inicial, a demonstracdo €
geralmente utilizada como ferramenta para atestar a validade de resultados, mas € feito um
estudo da demonstracdo e de seus termos proprios? O graduando é levado a construir
demonstragdes? Embora o método axiomatico seja introduzido, seu surgimento e seus
propdsitos sdo em algum momento apresentados a esses alunos?

Concordamos com Serralheiro (2007) em que a formacdo inicial ndo tem a
responsabilidade de ensinar contetidos especificos como se o professor fosse reproduzi-los
futuramente em suas aulas. Ela deve, no entanto, oferecer uma nova abordagem para as
demonstragdes, que permita ao aluno aprender a demonstrar e aprender a ensinar
demonstracdes.

A presente pesquisa visa contribuir com a busca de meios que minimizem as
dificuldades relacionadas a aprendizagem da demonstracdo geométrica na formacé&o inicial de
licenciandos em matematica, propondo uma organizacdo didatica que lhes permita construir
demonstragdes de modo a sentirem-se estimulados a trabalhar com esse recurso em sua

pratica docente futura.
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Uma das grandes contribui¢cdes a nossas leituras foi trazida por Balacheff (1988),
permitindo-nos perceber a diferenca entre prova e demonstracdo, que até entdo viamos como
designagdes sinbnimas, em decorréncia de nossa formacdo até o mestrado ter sido em
matematica pura. Cientes de que tais termos necessitam ser distinguidos para fins didaticos,

procederemos a esmiuca-los na proxima segéo.

1.2  Prova e demonstracao

Acreditamos que para que o professor ensine demonstracdes e para que o aluno
aprenda a demonstrar, o interesse de ambos por esse objeto paramatemético® precisa ser
despertado. Mas aprende-se a demonstrar? A demonstracdo ¢ uma técnica? Um processo? O
que ¢, afinal, demonstracdo? Para que serve?

Pretendemos neste capitulo fazer uma sintese dos aspectos epistemoldgicos da

demonstracédo para tentar responder algumas de nossas indagacgdes.

1.2.1 As concepcdes de prova e de demonstracdo adotadas neste estudo

Iniciaremos este topico esclarecendo os significados dos termos ‘demonstracio’ e
‘prova’, a fim de nos posicionarmos quanto a concepg¢do que adotaremos nesta pesquisa.

Os termos ‘demonstracdo’, ‘prova’, ‘prova formal’ e ‘prova rigorosa’ sdo vistos
como sindnimos pelos matematicos, que ndo discutem seus significados nem se ocupam em
defini-los.

Em educacdo matemaética, porém, os termos ‘prova’ e ‘demonstragdo’ ndo sio
sindnimos, sendo que o primeiro pode assumir diferentes significados, segundo a concepcao
adotada. Reid e Knipping (2010) fazem uma exposicéo de suas utiliza¢cdes na vida cotidiana,
na educacdo matematica e nas ciéncias empiricas, apontando seus significados distintos.

Balacheff (2004) considera que a falta de esclarecimento quanto ao significado do
termo ‘prova’ pode prejudicar a comunicagdo entre pesquisadores em educacdo matematica.
Para que os resultados das pesquisas sejam compartilhados, esse ponto deve ser esclarecido.

Balacheff (2000) distingue os termos ‘explicagcdo’, ‘prova’ e ‘demonstragdo’:

e Explicagdo: Um discurso que visa tornar inteligivel o carater de verdade,
adquirido pelo locutor, de uma proposicdo ou de um resultado, os quais podem
ser discutidos, refutados ou aceitos.

* O objeto paramatematico n&o é geralmente objeto de ensino explicito, mas consiste em saberes auxiliares ou

ferramentas de estudo, como as no¢des de demonstracdo e prova, que sdo importantes no processo de
construcdo de conceitos matematicos (CHEVALLARD, 1991).
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e Prova: Uma explicagdo aceita por dada comunidade em dado momento. Essa
decis@o pode ser objeto de um debate voltado a determinar um sistema de
validacdo comum aos interlocutores.

e Demonstracdo: Um tipo de prova dominante em matematica, com uma forma
particular. Trata-se de uma série de enunciados que se organizam segundo um
conjunto bem definido de regras.

Acreditamos na pertinéncia desta distin¢cdo e na necessidade de nos posicionarmos
guanto a nossa concepc¢ao de prova e demonstracdo. Como expde Balacheff (2004), a falta de
esclarecimento pode provocar equivocos na comunicacdo da pesquisa. Além disso, e
principalmente, acreditamos que fazer uma distingéo entre os termos ‘explicacdo’, ‘prova’ e
‘demonstracdo’ ¢ condi¢do necessaria para que estas sejam praticadas em todos os niveis de
ensino.

A distingcdo entre os significados de demonstracdo e prova implica aceitar, a
depender do contexto, outras producbes dos alunos para estabelecer a validade de uma
afirmacéo.

Portanto, a concepcBes de explicacdo, prova e demonstracdo considerada em nossa
pesquisa serd a definida acima segundo Balacheff (2000). Nas proximas se¢des e capitulos, o
termo ‘prova’ sera utilizado significando uma explicagdo que convence uma comunidade,
mesmo ndo convencendo outras, € o termo ‘demonstra¢do’ significard uma prova restrita ao

ambito da matematica.

1.2.2 Aspectos sobre provas e demonstracoes

A histéria do desenvolvimento da demonstragdo mostra que ao longo dos séculos
esse conceito esteve associado a ideia de verdade, e suas fungdes de validacdo e comunicacéo
perduram até os dias atuais. Questionamo-nos se estas sdo as Unicas funcdes da demonstracao.
“A demonstragdo como conjunto de raciocinios feitos a partir de axiomas e verdades ja
demonstradas, raciocinios por intermédio dos quais se estabelece a veracidade de uma dada
proposi¢ao” (FETISSOV, 1995, p. 22), aceita pelos matematicos, tem o mesmo significado
para os educadores matematicos?

O desenvolvimento da matematica foi acompanhado do desenvolvimento da
demonstracdo e suas transformacfes. Verificamos que a concepcdo de demonstracdo que
temos hoje deriva do trabalho que Euclides concebeu em Os elementos, primeiro trabalho
estruturado com perfil didatico com fins de comunicacéo. A forma apresentada por Euclides
imp6s um modelo de transmitir conhecimentos e um padrdo de rigor que inspirou
matematicos e 16gicos. Nesse ambito, Mariotti (2006) enfatiza que Os elementos, de Euclides,

atende a um duplo propésito: por um lado, a necessidade de compreensao e, por outro, a de
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validade, isto é, ser aceito por uma comunidade. Foi essa a primeira tentativa de comunicar
conhecimentos matemaéticos, além de tornar valida uma teoria.

No entanto, séculos de desenvolvimento fizeram com que a demonstragdo passasse
por transformacdes e padrdes de aceitabilidade. Em determinada época, por exemplo,
matematicos ja estabeleceram verdades por meio de observacdes. Apos Os elementos, a ideia
de verdade passou a ser associada ao método dedutivo. Os questionamentos a respeito do
quinto axioma de Os elementos colocou em questdo a verdade proposta pelo modelo
euclidiano, que posteriormente veio a se ajustar aos padrdes impostos por Hilbert. No entanto,
Mariotti (2006) expde que, embora a ideia de verdade considerada pelos matematicos tenha
sofrido transformacdes, a relacdo entre compreenséo e aceitacdo ndo sofreu mudancas radicais
e ainda constitui um elemento de caracterizacdo da matematica. O modelo euclidiano até hoje
continua presente nos livros didaticos e nas aulas reproduzidas por professores de geometria.

Embora no &mbito da matematica a demonstragdo seja Unica forma de validagdo e os
termos ‘demonstragdo’ e ‘prova’ sejam utilizados como sin6nimos, na educacdo matematica
alguns pesquisadores fazem a distin¢do entre esses termos, ampliando o conceito de prova de
modo que ndo s6 a validacdo por meio de encadeamento de argumentos I6gicos seja aceita,
mas também outras formas de provas produzidas pelos alunos ao validar suas afirmacdes.

No entanto, o fato de aceitar outras formas de provas produzidas pelos alunos néao
minimiza a importancia do papel da demonstracdo para o ensino da matematica. Balacheff
(2010) corrobora esse fato e considera que ndo se pode aprender matematica sem aprender

demonstracéo:

[...] a prova matemética tem caracteristicas especificas, entre elas um tipo formal de
texto [...], uma organizacdo especifica e uma robustez indiscutivel uma vez
sintaticamente corretas. Essas caracteristicas deram a matematica a reputacdo de ter
préticas excepcionalmente rigorosas em relacdo a outras disciplinas, praticas que nao
sdo socialmente determinadas, mas inerentes a natureza da prdpria matematica. (p.
115)

Essa importancia atribuida a prova e demonstracdo também no ambito da educacéo
matematica faz com que alguns pesquisadores, como Balacheff, defendam que as provas
devem ser trabalhadas desde as primeiras séries. Balacheff (2004) leva em consideracao
contetdo e contexto ao se referir a uma prova e afirma que no ensino e aprendizagem de
provas matematicas devem-se considerar regras e critérios especificos — ou seja, 0 grau de
exigéncia de uma prova deve corresponder a situagdo ou nivel em que o aluno se encontra.
Propde-se geralmente que nas primeiras séries sejam trabalhadas atividades que envolvam
argumentacdes, que levem os alunos a conjecturar e a sentir a necessidade e reconhecer a

importancia da validacdo para a matemaética.
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Muitos alunos recorrem a exemplos para justificar resultados. Valorizando esse tipo
de producéo dos alunos, Balacheff (2000, p. 4) distingue dois tipos de provas: as pragmaticas,
“que tém o recurso a acao real ou apresentagdes” (exemplos, desenhos) e as conceituais, “que
ndo envolvem acdo e sdo caracterizadas por formulacdes de propriedades e as relacdes entre
elas”.

Em ambas, Balacheff (1988) identifica niveis de prova, assim classificados:

® Empirismo ingénuo: Consiste em assegurar a validade de uma proposi¢do ap0s
verificar para alguns casos. E considerado uma das primeiras formas de processo
de generalizacdo.

® Experimento crucial: Consiste em afirmar a validade de uma proposigdo apos a
verificacdo para um caso especial, para o qual se assume que, se funciona para
este, entdo funcionard sempre.

® Exemplo genérico: Descreve o processo de verificagdo de uma proposi¢cdo apos
efetuar operagfes ou transformagdes sobre um objeto na qualidade de
representante caracteristico de uma classe.

® Experimento de pensamento: Invoca a acdo, interiorizando-a, mas afasta-se de
sua execucdo sobre um caso particular. (p. 218-219)

Como podemos observar, os dois primeiros tipos de prova (empirismo ingénuo e
experimento crucial) ndo estabelecem a verdade de uma proposicdo e ndo podem ser
considerados como provas matematicas, a nao ser por quem o0s executa. O que se espera é que
os alunos partam das provas experimentais e consigam desenvolver provas conceituais. Mas
isto ndo ocorre tdo facilmente. Atingir o nivel de rigor exigido pela matematica é muito raro
entre estudantes, inclusive os universitarios, como identificado por Nasser e Tinoco (2003),
por Jahnke (2008) e por Knipping (2008).

Balacheff (2000) acredita existir uma ruptura cognitiva entre os dois primeiros tipos
de provas e os dois Ultimos. Mariotti (2006) concorda com Balacheff (2000) quando afirma
que hd uma discrepancia entre a verificacdo empirica e 0 raciocinio dedutivo, e isso é
reconhecido como fonte de dificuldade relacionada a demonstracéo.

Embora reconhecendo a importancia de considerar as producdes dos alunos da
educacdo basica em diferentes niveis, acreditamos ser necessario que, ainda nesse ambito, o
aluno seja levado a perceber que exemplos ndo garantem a validade de um caso geral e que a
demonstragéo é necessaria.

Para valorizacdo da prova na educacdo basica, o professor deve estar consciente da
ampliacdo do conceito de prova e estar apto a elaborar situacdes que levem o aluno, no
momento oportuno, a realizar demonstragdes. Nesse caso, seria coerente, no ambito da
formacdo inicial, considerar prova e demonstragdo com significados distintos, para que o
futuro professor esteja preparado para, na educacdo basica, trabalhar provas e demonstraces

considerando o nivel de escolaridade do aluno.
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A necessidade de provar esta, de modo geral, associada a necessidade de convencer —
a si proprio, isto é, verificar a validade de uma afirmacdo; e aos outros, que € o aspecto social
da prova. Entretanto, na maioria das vezes, em matematica, os alunos se convencem de uma
proposicdo a partir de verificacdes empiricas. Esse fato foi confirmado por Jahnke (2008), que
afirma que muitos estudantes dos niveis secundario e terciario ficam mais convencidos da
validagdo de um teorema matematico por argumentos empiricos que por prova matematica.
Por exemplo, para provar que a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo é
igual a 180°, muitos professores do ensino fundamental e médio utilizam dobraduras ou
recortes, de modo que os angulos internos de um triangulo fiqguem dispostos formando um
angulo raso, e acreditam que a verificacdo de um caso particular pode validar um caso geral.

E possivel que a preferéncia por verificacdes empiricas se justifique pelo fato de
atribuir a prova a unica funcao de validacdo. Verificar a veracidade de uma proposicdo € uma
funcdo da prova matematica que, para o aluno, pode se tornar desnecessaria caso este fique
convencido por meio de verificacbes empiricas. De Villiers (2001) acredita que tomar
consciéncia de outras fungbes da demonstracdo pode motivar o aluno a pratica de provas
matematicas. As funcdes da demonstracéo listadas em De Villiers (2001) séo:

e Verificacdo (dizendo respeito a verdade da afirmacdo).

e Explicacdo (fornecendo explicagfes quanto ao fato de ser verdadeira).

e Sistematizagdo (organizacdo dos vérios resultados num sistema dedutivo de axiomas,
conceitos principais e teoremas).

e Descoberta (descoberta ou invencao de novos resultados).

e Comunicacao (transmissao do conhecimento matematico).

e Desafio intelectual (realizagdo pessoal ou gratificacdo resultantes da constru¢do de uma

demonstracéo).

Além dessas fungdes, Hanna (2000) acredita que as provas sdo portadoras de
conhecimentos matematicos em sala de aula e afirma que a maior importancia da prova ndo é
atestar uma verdade matematica, e sim fornecer novos métodos, estratégias e conceitos que
permitam resolver problemas.

Concordamos com De Villiers (2001) em que, ao demonstrarmos uma propriedade,
esta ja tera sido testada por meio de conjecturas e ja estamos seguros de sua validade. Assim,
ndo é com objetivo de verificar a validade de um resultado que se empreende a prova, mas
sim com o proposito de provar o porqué de esse resultado ser valido. Portanto, € com a funcao
de explicar por que o resultado é verdadeiro que partimos para a demonstracao, julgando que

esta apontara as raz0es da validade do caso geral.
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Vimos que, do ponto de vista do ensino e da aprendizagem em matematica, as
perguntas ‘O que é prova?’, ‘Para que provar?’ e ‘Por que provar?’ podem ter diferentes
respostas.

Balacheff (2004) destaca a importancia de que em toda pesquisa esteja clara a
concepcéo de prova adotada e também de haver unidade a respeito de seu significado para que
se possam compartilhar de forma mais significativa os resultados dos trabalhos desenvolvidos
sobre esse tema. Portanto, reafirmamos aqui as concepcdes de prova e demonstracdo adotadas
neste estudo. Usaremos o termo ‘prova’ para designar uma explicagdo que convence uma
comunidade, mesmo ndo convencendo outra, € o termo ‘demonstra¢do’ para designar uma
prova restrita a0 &mbito da matemaética, composta de raciocinios feitos a partir de axiomas e
propriedades ja demonstradas.

Reafirmamos também que os alunos de licenciatura em matematica devem
reconhecer a importancia da demonstracdo e saber realiza-la. No &mbito da licenciatura,
porém, a no¢do de prova deve ser ampliada, para que os futuros professores possam criar e
conduzir situacdes que lhes permitam incluir provas em sua préatica futura.

N&do existe uma resposta Unica e definitiva sobre por que e para que provar.
Concordamos com Balacheff (2004) quando exp8e que, ao ensinar provas, 0 contexto deve
ser considerado e, nesse caso, as questdes de por que e para que provar podem ter diferentes
respostas. Concordamos também que, mais do que a validacdo, a demonstracdo tem como
funcdo produzir conhecimento (DE VILLIERS, 2002). Portanto, além da funcdo de
verificacdo — qual seja, se é verdade —, deve ser explorada a funcdo de explicacdo — ou seja,
por que é verdade —, bem como a funcdo de fornecer ferramentas para a resolucdo de
problemas.

As leituras e compreensBes focalizadas neste capitulo levaram-nos a investigar
estratégias de ensino que possibilitem aos alunos de licenciatura atingir o grau de
formalizacdo necesséaria a uma demonstracdo matematica €, a0 mesmo tempo, sentirem-se
motivados a aprender a realizar provas e a ensina-las futuramente a seus alunos.

As leituras também esclareceram os significados do termo ‘prova’ e as funcdes desta
— aspectos imprescindiveis quando da anélise dos achados de nossa investigacdo. Quanto ao
tipo de prova produzida pelos alunos, tomaremos como referéncia para analise a classificagao
em provas pragmaticas e conceituais, proposta por Balacheff (2000), e as fungdes da prova,
como classificadas por De Villiers (2002) e Hanna e Barbeau (2008).

Acreditamos que abordar a prova por meio de situagdes que instiguem o aluno a
conjecturar e buscar o porqué da validade de uma descoberta — ou seja, prova com funcédo de
explicacdo — se revelara mais motivador que leva-lo a provar uma propriedade de cuja

validade ja esteja seguro por meio de experimentos.
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1.3 Problema de pesquisa

Nesta secdo retomaremos alguns dos resultados de nossa revisao de literatura para,
com base na leitura de pesquisas e documentos oficiais, situar nossa problemaética, a fim de
tracarmos nossos objetivos e formular as questdes que norteardo, a principio, nosso trabalho.
Vamos também, com base nas leituras de pesquisas e em nossa experiéncia profissional,
tracar hipdteses que, ao final deste trabalho, poderdo ser confirmadas ou refutadas.

Os PCN propdem que as atividades envolvendo praticas argumentativas sejam
iniciadas j& nos primeiros ciclos da educacdo basica, e ja no quarto ciclo os alunos deverdo ter

contato com as primeiras demonstragoes:

[...] é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a argumentacéo,
de modo que os alunos ndo se satisfagam apenas com a producdo de respostas a
afirmac@es, mas assumam a atitude de sempre tentar justifica-las. Tendo por base
esse trabalho, pode-se avangar no quarto ciclo para que o aluno reconhega a
importancia das demonstra¢cdes em Matemética, compreendendo provas de alguns
teoremas. (BRASIL, 1997, p. 71)

Embora os documentos oficiais orientem a introducdo do método dedutivo na
educacdo basica, ndo oferecem orientacdo sobre como o professor deve proceder nessa
empreitada.

Constatamos em nossa revisao de literatura que as pesquisas envolvendo alunos da
educacdo basica evidenciam que estes ndo estdo habituados a lidar com praticas
argumentativas, vivenciando dificuldades na leitura e interpretagcéo de enunciados (DUARTE,
2007), ndo tém o habito de apresentar justificativas em suas rotinas escolares (DORO, 2007),
aceitam melhor as provas empiricas e apresentam dificuldade em aceitar provas dedutivas
(VIEIRA, 2007).

Essas e outras pesquisas nos permitem afirmar que as demonstragdes ainda estdo
ausentes da maioria das escolas brasileiras.

Por outro lado, pesquisas envolvendo professores de matematica da educacéo basica,
apontam que estes se sentem inseguros para ensinar demonstraces a seus futuros alunos,
apesar de reconhecer sua importancia. Nessa direcdo, Leandro (2012) afirma existir uma
lacuna entre a formacéo inicial e a pratica de sala de aula; Dias (2009) aponta que a formacéo
inicial ndo esta dando conta de preparar o professor para o ensino de provas; Almouloud
(2007) destaca a necessidade de criar condi¢fes para que os professores se sintam preparados
para trabalhar com provas e demonstracdo com seus alunos; Serralheiro (2007) expde a

fragilidade nos conhecimentos dos professores a respeito de demonstracéo.
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As diretrizes que regulamentam os cursos de licenciatura em matemética consideram
que os alunos ja trazem uma bagagem matematica de formacdo bésica e que esta deve ser
desenvolvida. No entanto, nos ingressantes nesses cursos, a precariedade de seus
conhecimentos dificulta desenvolvé-los.

Constatamos que o ensino e a aprendizagem de provas e demonstracfes nas escolas e
universidades brasileiras estdo em um circulo vicioso em que os cursos de licenciatura néo
dédo conta de formar professores com autonomia para desenvolver com seus alunos atividades
que os preparem para 0 dominio do processo dedutivo. Esses alunos chegam a universidade
com limitacbes que os levam a praticar a demonstracdo sob abordagem técnica,
desmotivando-os a estudar esse recurso matematico e muito menos ensiné-lo a seus futuros
alunos. Para mudar essa situacdo, Pietropaolo (2005) e Leandro (2012), por exemplo,
apontam a necessidade de ampliar o significado de prova matematica na formacao inicial do
professor, capacitando-o a ensina-la a seus futuros alunos.

Em nossa pesquisa, estamos lancando um olhar para o aluno de licenciatura em
matematica, sob duas perspectivas: a do estudante que enfrenta dificuldades préprias de um
curso de matematica e advindas de lacunas da educacéo basica; e a do futuro professor que ao
final do curso ainda ndo se sente seguro para ensinar demonstracdes a seus futuros alunos.

As leituras dos trabalhos acima citados ratificam a necessidade de investigar as
demonstracdes em geometria, apontam que as dificuldades nesse tema ocorrem também em
outros paises e revelam gque os pontos a investigar ainda ndo se esgotaram. Por essa razdo que
buscamos compreender as origens dessas dificuldades e ao mesmo tempo fazer intervencoes
com o propoésito de minimizé-las. Visando cumprir os objetivos indicados, e a fim de guiar
este estudo, formulamos a seguinte questdo que ira nortear nossa investigacdo: SituacGes de
formacao que articulam provas e demonstracGes em geometria, mais especificamente em
guadrilateros, permitem a alunos de licenciatura em matematica a (re)construcdo de
saberes/conhecimentos relativos a esse contetdo?

Associados a nossa experiéncia, os resultados observados nas pesquisas visitadas nos
permitem afirmar que a abordagem do método dedutivo na graduacdo é feita no sentido
inverso ao do desenvolvimento desse método. Ha indicios de que nédo esta sendo permitido ao
aluno construir a demonstragéo a partir de uma motivacao que possa provocar sua descoberta.

Observamos ainda em nossa revisao de literatura que a maioria dos professores da
preferéncia as provas empiricas para validar conjecturas, baseando-se em argumentos que nao
aproximam os alunos das demonstragdes.

Acreditamos que situacGes de ensino que articulem provas e demonstracfes em que 0
aluno tenha um papel ativo na construgcdo das mesmas podem minimizar as dificuldades

relacionadas as provas e demonstracdes geométricas. Estas constatagdes nos levaram a
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conjecturar que: SituacOes de formacgdo que articulam provas e demonstragdes em
geometria, mais especificamente em quadrilateros, poderdo permitir a alunos de
licenciatura em matematica a (re)construcdo de saberes/conhecimentos relativos a esse
conteudo.

Para responder nossa questdo de pesquisa, pretendemos cumprir este objetivo geral:
Elaborar, aplicar e analisar uma organizacdo didatica que permita minimizar as
dificuldades dos alunos de um curso de licenciatura em matematica do estado da Bahia
em compreender demonstracGes geométricas.

Para alcancar esse objetivo, precisamos cumprir as seguintes metas especificas:

e Investigar as concepgdes dos alunos de licenciatura em uma universidade situada no
estado da Bahia a respeito de provas e demonstragdes.

e Analisar as organizaces didatica e matematica de livros de geometria adotados em
cursos de licenciatura em matematica.

e Proporcionar a esses alunos tarefas que articulem provas e demonstracdes geomeétricas.

e Proporcionar a esses alunos tarefas que contemplem mudancas e coordenacao de registros

de representacao.

A fim de cumprir nossos objetivos, buscamos fundamentos tedricos e metodoldgicos
que garantissem a generalidade de nossas possiveis constatacdes. Esses fundamentos serdo

apresentados no proximo capitulo.
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CAPITULO 2 - ASPECTOS TEORICOSE
METODOLOGICOS

2.1 Fundamentos tedricos

Os achados da revisdo de literatura revelam que as dificuldades enfrentadas pelos
alunos de licenciatura referem-se a aspectos didaticos e cognitivos, o que influenciou na
escolha do referencial tedrico que dard suporte a nossa pesquisa: a teoria antropoldgica do
didatico, proposta por Chevallard (1999), a teoria dos registros de representacdo semiotica,
desenvolvida por Duval, e a teoria das situacdes didaticas, elaborada por Brousseau (2008).

Estas teorias analisam de modos distintos as dificuldades que emergem nos processos
de ensino e de aprendizagem de matematica. Chevallard atribui tais dificuldades a aspectos
didaticos; Duval as atribui a aspectos cognitivos (ALMOULOUD, 2010); para Brousseau, a
modelagem apropriada de uma situacdo de ensino pode contribuir para uma aprendizagem
significativa. Pretendemos articular essas trés teorias para analisar nossa proposta
metodoldgica que visa contribuir para a reflexdo sobre os fatores envolvidos no ensino e na
aprendizagem de provas e demonstracfes em geometria.

Né&o pretendemos aqui fazer uma exposicdo completa dessas teorias, e sim sintetizar

0s principais pontos que serdo utilizados em nossas analises®.

2.1.1 Teoria antropoldgica do didatico

A teoria antropoldgica do didatico, desenvolvida por Yves Chevallard nos anos 1990,
tem como objeto de estudo os processos de ensino e de aprendizagem. No momento em que
considera seu objeto de estudo uma acdo humana, esta devera pertencer ao campo que estuda
0 homem: a antropologia.

O postulado que serve de base a essa teoria afirma que toda atividade humana pode
ser descrita a partir de um modelo Unico, o qual Chevallard (1999) chamou de praxeologia, ou
organizacao praxeoldgica.

No ambito da matematica, todo problema solicita meios para resolvé-lo e o processo

que da suporte tedrico a essa resolucdo € a organizacdo praxeoldgica matematica, ou

> A consulta as obras destes autores citadas na lista de referéncias permite um estudo completo de suas teorias.
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organizacdo matemaética. Chevallard (1999) d& a esse problema matemético o nome de tarefa,
a qual a praxeologia se encarrega de resolver.

Para uma dada tarefa existe uma técnica (que é o modo de realizar a tarefa), uma
tecnologia que justifica a técnica e uma teoria que fundamenta a tecnologia. Esses elementos
compBem dois blocos: um bloco técnico pratico, composto de tarefa e técnica, e um bloco
tecnoldgico-tedrico, composto de tecnologia e teoria. E o bloco tecnoldgico tedrico que
permite a compreensdo de uma técnica e até a possibilidade de uma nova técnica para resolver
uma dada tarefa.

Como foi dito, a teoria antropoldgica do didatico tem por foco estudar o homem em
relacdo ao conhecimento matematico. Segundo Chevallard (1999), os objetos matemaéticos
sdo produzidos em uma instituicdo social, que pode ser uma escola, uma universidade, um
livro didatico, documentos oficiais etc., e 0 saber constitui uma das formas de sistematizacdo
de conhecimentos (ALMOULOUD, 2010) que se tornam objetos ao serem reconhecidos pelos
sujeitos e por alguma instituicdo. Consideremos, por exemplo, uma situacdo em que um
professor A, de uma instituicdo | (uma escola) apresenta a um aluno C um objeto O. Para
apresentar esse objeto ao aluno, € necessario que o professor organize uma situacdo que
favoreca o relacionamento entre o aluno e o objeto, isto é, uma situacdo que permita ao sujeito
adquirir saberes sobre o objeto. Essa situacdo € o que Chevallard (1999) chama de
organizacao didatica.

Chevallard (1999) afirma que toda atividade matematica pode ser realizada de modo
Unico por meio de uma organizacdo matematica, que se refere aos conteidos matematicos. As
organizacBes matematicas possuem formas de ensinar correspondentes em determinada
instituicdo, que sdo as organizagdes didaticas.

Na presente pesquisa, consideramos os livros e a formacdo como instituicdes, o
quadrilatero como o objeto e os alunos que participaram da pesquisa, bem como a
pesquisadora e os autores dos livros analisados, como sujeitos.

Investigamos como o objeto matematico ‘quadrilatero’ ‘“‘sobrevive” nos livros
analisados e propusemos uma organizacdo didatica com o objetivo de permitir o
estabelecimento de uma relacdo entre os alunos envolvidos na pesquisa e 0 objeto

‘quadrilatero’.
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Elementos da praxeologia

Expusemos, em linhas gerais, do que se trata uma praxeologia. Faremos agora uma
abordagem mais especifica desse conceito, de modo a exemplificar seus elementos.

Como ja explicitado, uma praxeologia se compde de dois blocos: um técnico-pratico,
que diz respeito a tarefa e a técnica e que corresponde ao bloco do saber fazer, e um
tecnoldgico-tedrico, que abrange a tecnologia e a teoria, correspondendo ao bloco do saber. A
nocdo de praxeologia tem inicio com a ideia de tarefa, que diz respeito a qualquer atividade
humana que requer ser desenvolvida. Uma tarefa € uma atividade especifica que pertence a
um tipo de tarefa, que por sua vez pertence a um género de tarefa. Uma tarefa e o tipo de
tarefa que lhe corresponde sdo geralmente designados por um verbo: ‘resolver’, ‘fazer’ e
‘demonstrar’ dizem respeito a géneros de tarefas, enquanto ‘resolver um problema’, ‘fazer um
bolo’ e ‘demonstrar um teorema’ S0 0s tipos de tarefas correspondentes. Um género de tarefa
solicita uma particularidade para que seu sentido se complete; essa particularidade é o tipo de
tarefa. Se T € um tipo de tarefa associado a um género de tarefa t, Chevallard (1999) diz que T
et

Um exemplo: ‘demonstrar que os lados opostos de um paralelogramo sao
congruentes’ € uma tarefa enquanto ‘demonstrar propriedade do paralelogramo’ € um tipo de
tarefa correspondente. ‘Demonstrar’, por sua vez, ¢ um género de tarefa.

Um tipo de tarefa solicita uma execucdo, isto ¢, determinado tipo de tarefa requer
uma forma pela qual ela possa ser desenvolvida, forma essa que Chevallard (1999) chama de
técnica. Assim, uma técnica € uma maneira de fazer uma tarefa. Uma tarefa T solicita uma
técnica t, que é a maneira de executar T. O par [T/t] é chamado, na teoria antropoldgica do
didatico, de bloco pratico-técnico, que corresponde ao saber fazer.

Uma técnica que se mostre eficiente para executar determinado tipo de tarefa pode
ndo o ser para outra, e para a consecucdo de uma mesma tarefa pode haver mais de uma
técnica disponivel. O tipo de técnica disponivel para desenvolver determinado tipo de tarefa
depende da instituicdo a que estas pertencem. Uma técnica que se revela eficiente para
executar uma tarefa em dada instituicdo pode ndo servir em outra. Dependendo do nivel da
instituicdo, € necessaria uma técnica de maior ou menor complexidade. Tomemos, por
exemplo, a tarefa ‘provar que os lados opostos de um paralelogramo sdo congruentes’: no 7.°

ano do ensino fundamental, tal tarefa pode ser resolvida por meio de dobraduras, mas no 8.
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© ano jé& pode ser demonstrada utilizando como técnica a congruéncia de triangulos.

Independentemente da instituicdo a qual a tarefa e técnica pertencam, a técnica
escolhida deve vir acompanhada de uma justificativa, que Chevallard (1999) chama de
tecnologia (). E a tecnologia que justifica a escolha de determinada técnica para resolver
uma dada tarefa em determinada instituicdo. Por mais simples ou mais formal que a técnica
seja, ela requer uma tecnologia apropriada que a justifique.

Além da funcéo de justificar a técnica, Chevallard (1999) atribui mais duas fun¢des a
tecnologia: a de tornar clara a técnica, isto &, explicar a escolha da técnica, e a de produzir
novas técnicas. De mao de uma tecnologia, torna-se possivel escolher a técnica apropriada
para executar uma tarefa.

Proposta uma tarefa e escolhida uma técnica, que por sua vez foi justificada por uma
tecnologia, essa tecnologia deve ser fundamentada por uma teoria (®). A teoria tem o papel
de justificar a tecnologia. Segundo Chevallard (1999), a teoria participa da praxeologia como
guem contempla algo de uma posicéo superior, e atua sobre a tecnologia de modo equivalente
aquele em que a tecnologia atua sobre a técnica.

A tecnologia 6 e a teoria ® formam o bloco tecnoldgico-tedrico e, juntas,
representam o saber. Uma organizacdo matematica se constitui, entdo, de dois blocos: um
técnico-pratico [T/t], composto de tarefa e técnica, que representa o saber fazer, e outro
tecnologico-tedrico [6/ ®], composto de tecnologia e teoria, que representa o saber. Uma
organizacdo matematica OM[T/t/6/@] desenvolvida em determinada instituicdo que considera
um tipo de tarefa especifico recebe o nome de organizagdo pontual. Quando as organizacdes
matematicas pontuais se reinem em torno de uma mesma tecnologia 6, recebem, cada uma, o
nome de organizacdo matematica local, representada por OMy[T/t/6/®]. As organizagdes
matematicas locais desenvolvidas em torno de uma mesma teoria sdo chamadas de
organizacBes matematicas regionais; quando reunidas em torno de varias teorias, S&o
denominadas organiza¢6es matematicas globais (FONSECA, 2010).

Em nossa pesquisa analisamos as organizagdes matematicas e didaticas presentes em
trés livros de geometria indicados nas referéncias de cursos de licenciatura em matematica.
Analisamos a relagéo entre o objeto matematico (O) ‘quadrilatero’, as pessoas (A) ‘autores’ e

a instituicdo (I) ‘livro’ em termos de tarefas, técnicas e bloco tedrico-tecnologico.
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Por meio de uma organizacdo didatica, identificamos a organizacdo matematica
referente a ‘quadrilatero’ a partir das tarefas propostas pelos autores e da anélise das técnicas
e do bloco teorico-tecnoldgico relativos a cada tarefa.

Exemplifiguemos esses conceitos com um tipo de tarefa e uma tarefa a ele
correspondente, juntamente com as possiveis técnicas utilizadas pelos autores dos livros
analisados e o bloco tedrico-tecnoldgico envolvido nessa tarefa:

e Tipo de tarefa: Enunciar e demonstrar propriedades do paralelogramo.

e Tarefa: Enunciar e demonstrar que os lados opostos de um paralelogramo s&o
congruentes.

e Técnica 1: Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a congruéncia
de triangulos.

e Técnica 2: Apenas enunciar a propriedade, sem demonstrar.

e Técnica 3: Propor a propriedade como exercicio.

e Bloco tedrico-tecnoldgico: Teorema das paralelas cortadas por uma transversal;

congruéncia de triangulos; definicdo de paralelogramo; definicao de diagonal.

Entre outras, esta tarefa foi “proposta” para a analise de livros com o objetivo de
conhecermos como estes apresentam as propriedades dos quadrilateros.

A teoria antropoldgica do didatico também foi utilizada em nossa pesquisa para
propor uma organizacdo didatica referente a demonstracdes geomeétricas, utilizando o objeto
‘quadrilatero’. Nessa organizacdo, sdo propostas tarefas de construcdo geométrica que 0S
alunos sdo convidados a executar e sdo analisadas as técnicas que estes utilizam e os discursos

tedrico-tecnoldgicos por eles mobilizados em suas justificativas.

2.1.2 Teoria das situacOes didaticas

O modelo axiomatico de apresentacdo de conteldos matematicos é adotado até os
dias atuais. No entanto, segundo Brousseau (1986), “saber matematica ndo ¢ apenas aprender
teoremas e definigBes, para reconhecer o momento de utiliza-los” (p. 4). Embora esse modelo
seja uma opc¢do cOmoda para o professor organizar sua exposic¢ao, 0 autor considera que essa
forma de apresentacdo omite o contexto em que o conhecimento se estabeleceu, inclusive
conjecturas, erros e toda a discussao em torno do saber em jogo.

Foi partindo dessa concepcdo que Brousseau (1986) desenvolveu a teoria das
situacOes didaticas, com objetivo de modelar o conhecimento matematico de modo que este se

torne acessivel ao aluno e lhe permita alcangar uma aprendizagem significativa.
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O objetivo da teoria das situaces didaticas é estudar as circunstancias que regem a
difusdo e a aquisi¢cdo do conhecimento. Seu foco sdo as situagdes, mais especificamente as
situacOes didaticas, definida por Brousseau (2008), bem como todo o contexto que envolve o
aluno, incluindo o professor e o sistema educacional.

Portanto, “o objeto central de estudo da teoria das situacGes didaticas ndo é o sujeito
cognitivo, mas a situacao didatica na qual sdo identificadas as interagcdes estabelecidas entre
professor, aluno e saber” (ALMOULOUD, 2010, p. 32).

Cabe ao professor escolher situacfes de modo que o aluno aceite o problema como
seu e sinta-se desafiado a resolvé-lo. Tal momento, em que o aluno aceita a responsabilidade
do problema independentemente da imposicdo do professor, como se o problema fosse seu, é
chamado por Brousseau (1997) de devolugdo. Nesse momento o professor transfere a
responsabilidade da resolucdo do problema para o aluno sem intencionalidade didatica
declarada. A partir do momento que ha a devolucdo, o professor nédo interfere no sentido de
fornecer respostas para o problema.

Na presente pesquisa, ao fazermos o estudo das organizacdes didaticas e matematicas
constantes nos livros analisados, avaliamos se as tarefas que os autores propuseram aos alunos
possibilitavam a devolugéo, ou seja, se as tarefas apresentavam potencial de desafiar os alunos
a resolvé-las.

Essa situacdo em que o aluno se considera a priori responsavel pelo sucesso ou
fracasso de suas acdes, sem a intervencdo didatica do professor é chamada de situacdo
adidatica (BROUSSEAU, 2000-2001).

A situacdo mais ampla, que abrange a situacdo adidatica e em que o professor
manifesta sua intencdo didatica, é chamada de situacdo didatica. A situacdo didatica se
compde de quatro fases: situacdo de acdo, situacdo de formulacédo, situacdo de validacéo e
situacdo de institucionalizacdo. As trés primeiras fases transcorrem em situacdo adidatica e
independem da orientagdo do professor, ao passo que na institucionalizagdo o professor
mesmo manifesta sua intencionalidade didatica.

Na situacdo de acdo, o aluno se empenha em encontrar a solucdo para o problema
proposto pelo professor. E a fase em que ele testa resultados e toma decisdes. A partir de
situacOes de acdo, diante de erros e acertos obtidos por experimentacfes, o0 aluno chega a
conclusdes, porém estas ndo sdo comunicadas e nem justificadas com uso de argumentos
tedricos.

A escolha do problema pelo professor deve permitir que o aluno perceba

regularidades diante de suas escolhas, permitindo-lhe criar estratégias de resolucdo, sem
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contudo, justifica-las teoricamente, mas permanecendo restrito a experimentacdo. Segundo
Almouloud (2010, p. 37):

[...] uma boa situacdo de acdo ndo é somente uma situacdo de manipulagéo livre ou
que exija uma lista de instrucdes para seu desenvolvimento. Ela deve permitir ao
aluno julgar o resultado de sua agdo e ajusta-lo, se necessario, sem a intervencgdo do
mestre [...].

E a sucessido de situagdes de agdio que constituira o “processo pelo qual o aluno vai
aprender um método de resolu¢ao de um problema” (BROUSSEAU, 2008, p. 25).

Na situacdo de formulacdo sdo explicitadas as observacdes feitas na situacdo de
acao, ou seja, nessa fase 0 aluno comunica as estratégias criadas para resolver o problema,
sem com isso preocupar-se com sua validade. Nessa etapa ocorre a comunicacgéo entre o aluno
e 0 meio, sendo que essa comunicagdo deve ocorrer em uma linguagem que possa ser
compreendida por todos (ALMOULOUD, 2010)

Na situacdo de validacdo, além de comunicar uma estratégia de resolucdo, o aluno
deve justificar a validade do método diante de uma teoria, isto €, deve provar que seu método
é valido. Nessa etapa sdo rejeitadas estratégias em que foram detectados erros.

As fases acima descritas fazem parte da situacdo adidatica: uma fez feita a
devolucdo, o aluno se encarrega de administrar as situacfes de acdo, formulacéo e validacéo.
Essas fases séo vivenciadas pelos alunos sucessivamente; em cada uma delas o saber assume
uma funcdo diferente e a relacdo do aluno com o saber também se transforma.
(ALMOULOUD, 2010).

Na situacdo de institucionalizacdo, a intencdo didatica do professor é declarada. O
conhecimento formulado e validado na situacdo adidatica deve ser oficializado diante de uma
sociedade, receber a devida importancia cultural e social e estar disponivel para um possivel
uso em situacdo posterior.

Nessa etapa 0s conhecimentos sdo disponibilizados aos alunos e adquirem o status de
saber.® Brousseau (2008) ainda salienta que na auséncia de institucionalizacdo os
conhecimentos adquiridos nas fases da situacdo adidatica tendem a desaparecer.

Nesta pesquisa, as tarefas que compdem a sequéncia de ensino visam ampliar 0s
conhecimentos dos alunos relativamente ao objeto matematico ‘quadrilatero’. Com as tarefas

de construcdo, pretendemos fazer a devolucdo das situacdes de aprendizagem aos alunos e

® Embora ndo seja usual destacar a diferenca entre conhecimento e saber, em uma anélise didética é

conveniente buscar sentidos mais precisos para esses termos. “O saber é caracterizado por ser relativamente
descontextualizado, despersonalizado e mais associado a um contexto cientifico histérico e cultural [...]. [...]
0 conhecimento diz respeito ao contexto mais individual e subjetivo, revelando aspectos com o0s quais o
sujeito tem uma experiéncia mais direta e pessoal” (PAIS, 2010, p. 12-13).
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dar-lhes a oportunidade de vivenciar as sucessivas fases de agdo, formulagéo e validagéo, para
em seguida institucionalizarmos as propriedades dos quadrilateros contempladas. Apds a
institucionalizacdo das propriedades, propomos tarefas que proporcionem aos alunos aplicar
essas propriedades com o intuito de consolidar seus conhecimentos do objeto matematico em
questao.

Na analise dos livros, buscamos observar, nas tarefas propostas pelos autores, se as
organizacbes didaticas apresentadas, relativas ao objeto matematico ‘quadrilatero’,
proporcionam ao aluno a oportunidade de vivenciar as etapas de acao, formulacgéo e validacéo
propostas nessa teoria.

Segundo Brousseau (2008), as sucessivas fases de acdo, formulacdo e validagéo
podem acelerar a aprendizagem e, associadas a institucionalizagdo, “parecem constituir uma

ordem razoavel para a construgdo dos saberes” (p. 33).

2.1.3 Teoria dos registros de representacdo semidtica

A matematica é, por natureza, uma ciéncia abstrata e seu desenvolvimento tem
estreita relacdo com o desenvolvimento das formas em que seus objetos séo representados.
Diferentemente de outras ciéncias, ndo temos outra forma de acesso a seus objetos sendo por
meio de representacdes. Alem disso, um mesmo objeto matematico pode ser representado de
mais de uma maneira.

Segundo Duval (2009a) qualquer area do conhecimento apresenta complexidades
especificas, ndo cabendo, portanto, atribuir as complexidades epistemoldgicas dos conceitos
matematicos a origem das dificuldades enfrentadas por professores e alunos no ensino e
aprendizagem de matematica, e sim a essa dependéncia das representacdes e multiplicidade
destas.

As representacdes semiéticas se referem a um sistema especifico de signos’, que, no
ambito da matematica, incluem a lingua natural, a escrita algébrica, os graficos cartesianos e
as figuras geomeétricas.

A funcdo de uma representacdo semidtica vai muito além da comunicacdo. Ela se
presta a representar um objeto que sO é acessivel por meio de representacfes, que podem até

mesmo ser confundidas com o proprio objeto. Segundo Duval (2011), mais que tornar

7 Signo “¢ uma coisa que representa uma outra coisa: seu objeto. Ele s6 pode funcionar como signo se carregar

esse poder de representar, substituir uma outra coisa diferente dele” (SANTAELLA, 1983, p. 12). Segundo
Duval (2011, p. 71), “o que constitui qualquer coisa como signo ndo ¢ a sua utilizacdo com a finalidade de
comunicacgao; € seu emprego por oposi¢do a uma ou Varias outras coisas que poderiam ser empregadas em
seu lugar na mesma situagao”.
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possivel 0 acesso aos objetos esta a possibilidade de transformar uma representacdo em outra
representacdo semidtica.

Essas transformacdes podem ocorrer dentro de um mesmo sistema (o tratamento) ou
entre sistemas semidticos diferentes (a conversdo). Duval (2011) afirma que essas
transformagoes “constituem a dindmica cognitiva de toda atividade matematica” (p. 69) e que
nem todo sistema semidtico é suficiente para efetuar essas transformacdes.

Buscando um sistema semidtico que, além de representar o objeto, cumprisse as
atividades de tratamento e conversdo, Duval introduziu a nogdo de registro de representacéo,
que “se caracteriza essencialmente pelas operacdes cognitivas especificas que ele permite
efetuar” (DUVAL, 2011, p. 70).

A especificidade da atividade matematica, segundo Duval (2011), esta relacionada a
diversidade de registros de um mesmo objeto e a possibilidade de transformacéo de registros
de representacdo, que o leva a acreditar que a compreensdo em matematica depende da
coordenacao de ao menos dois registros de representacdo para um mesmo objeto.

As representacdes envolvidas na geometria sdo a lingua natural, a simbolica e a
representacdes geométricas ou figurais. Para serem resolvidos, os problemas de geometria
necessitam, em sua maioria, do apoio da figura, o que corresponde a conversao de um
problema em lingua natural para um problema no registro figural. Os tratamentos também séo
comuns em geometria ao relacionar as propriedades de um objeto.

Os exemplos a seguir correspondem a tratamentos, pois representam esquemas no

registro simbolico, ou seja, em um mesmo registro:

, tratamento , —_ JR—
1) ABCD é losango <———= ABCD é paralelogramo e AC 1 BD
tratamento

2) ABCD Retangulo &——= ABCD é paralelogramo e AB1BC

Os mesmos esquemas podem ser representados por meio de outros sistemas de
representacdo (Quadro 2). As sentencas continuam as mesmas, porém mudaram 0s sistemas
de representacdo. Neste caso ocorreu uma conversao.

No ensino e na aprendizagem de matematica, ha supervalorizacdo do tratamento,
uma vez que 0S processos matematicos ocorrem dentro de um mesmo registro e o papel da
conversdo fica restrito a escolha da representacdo que tornard mais pratico o procedimento
matematico que se busca efetuar. No entanto, Duval (2011), na teoria dos registros de
representacdo semidtica, defende que, do ponto de vista cognitivo, é a atividade de conversdo
que garante a apreensdo do conhecimento matematico. E a ocorréncia de conversdo entre dois

tipos de registro que garante que houve aprendizagem, uma vez que permanecer em um Unico
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registro induz a confundir o objeto com sua representacdo. Portanto, 0o que evidencia 0
conhecimento matematico é o reconhecimento das multiplas representacdes de um mesmo
objeto, bem como a capacidade de transitar entre uma e outra representacao, demonstrando a

distincdo entre um objeto e sua representacao.

Quadro 2. Exemplos de conversdes de representacdes.

Registro da lingua

natural Registro figural Registro simbdlico

ABCD é um losango se, e C tratamento
somente se, ele & um ABCD é losango ——— ABCD é paralelogramo e AC 1L BD

paralelogramo e suas
diagonais séo

perpendiculares. o EEJ: 8

ABCD é umretangulose,e | A D iratamento

somente se, ele é um ABCD Retangulo &———= ABCD é paralelogramo e AB1BC
paralelogramo que dois
lados consecutivos
perpendiculares.

Fonte: Dados da pesquisa.

As tarefas incluidas na sequéncia de ensino proposta nesta pesquisa solicitam do
aluno o tréansito entre representacbes em um mesmo registro e entre registros distintos. Sao
apresentadas no registro da lingua natural atividades em que ele deverd construir figuras
justificando cada passo.

O tréansito entre registros ndo ocorre sempre de modo natural. O fato de um aluno ser
capaz de fazer a conversdo em um sentido ndo implica que também a fara no sentido inverso.
As variaveis cognitivas mobilizadas na atividade de conversdo mudam de um sentido para o
outro. Uma conversao que, em um sentido, € feita de modo natural pode, feita em outro, levar
o0 aluno a vivenciar dificuldades. Quando a conversdo é imediata e efetuada espontaneamente,
dizemos que ha congruéncia. Caso contrario, hd ndo congruéncia.

O Quadro 3 exemplifica dois problemas em que ocorrem congruéncia e ndo

congruéncia na conversao.
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O enunciado do primeiro problema faz referéncia a dois paralelogramos que séo
imediatamente identificaveis no registro figural, ocorrendo, portanto, congruéncia entre 0s
registros. No segundo caso, o registro em lingua natural faz referéncia a retas paralelas,
enquanto no registro figural sdo apresentados triangulos. Nesse caso ocorre 0 fendmeno da

nédo congruéncia.

Quadro 3. Congruéncia e ndo congruéncia na conversao de representacgoes.

Conversao Registro: lingua natural Registro: figuras geométricas
Congruente ABED e BCED séo D E
paralelogramos. Provar que B
é ponto médio de AC .
&
A B C
N&o congruente AC e JE sdo paralelas. A

AB e |E sdo paralelas.
1J e CB séo paralelas.
Provar que E é ponto médio I I
de CB.

Fonte: Adaptado de Duval (2011, p. 120).

Duval afirma que a grande dificuldade dos alunos esta relacionada a aspectos de nao
congruéncia, levando-os a ficar presos a um Unico registro e a confundir o objeto com sua
representacdo. Desse modo ndo ha& acesso ao conhecimento, uma vez que nao ocorre
articulacdo entre os registros, o que, segundo Duval (2011), € condicdo para que 0
conhecimento matematico se efetive.

As dificuldades relacionadas a ndo congruéncia independem do contetdo
matematico. Especialmente no ambito da geometria, tais dificuldades que muitas vezes séo
atribuidas a problemas conceituais devem-se, na verdade, a auséncia de coordenacdo entre
registros (DUVAL, 2012).

Nos livros analisados, identificamos nas tarefas propostas casos de ndo congruéncia
entre registros. Na aplicacdo de nossa organizacdo didatica, cuidamos de observar a reacdo
dos alunos diante de tarefas que exploram coordenacéo entre registros ndo congruentes.

A geometria tem peculiaridades que a diferenciam de outros conteidos matematicos.
As atividades cognitivas mobilizadas na apreensdo dos conteldos geométricos sdo
abrangentes e complexas, dificultando seu aprendizado e seu ensino (DUVAL, 2012). Tendo

em conta as especificidades da geometria, apresentaremos no préximo subtopico as ideias de
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Duval a respeito da apreensdo dos conteldos geométricos, a qual, segundo esse autor, ocorre

de forma diferenciada dos outros contetidos matematicos.

Apreensdo dos contetdos geométricos

O raciocinio geométrico, de acordo com Duval (apud ALMOULOUD, 2004)
envolve trés tipos de processos cognitivos, que desempenham fungdes epistemoldgicas
proprias:

e 0 processo de visualizacdo para exploracdo heuristica de uma situacdo complexa;

e a construcdo de configuracdes, que pode ser trabalhada como um modelo em que as agdes
realizadas representadas e os resultados observados sdo ligados aos objetos matematicos
representados;

e 0 raciocinio, que é o processo que conduz a prova e a explicacgéo.

Duval (apud ALMOULOUD, 2004, p. 126) afirma que “esses processos estdo
entrelacados e sua sinergia ¢ cognitivamente necessaria para a proficiéncia em Geometria”.
No entanto, esses processos podem ser realizados de forma independente. Por exemplo, a
construcdo pode levar a uma visualizacdo, mas esta ndo depende da construcdo. Ja a
visualizacdo pode colaborar para o raciocinio, bem como levar a cometer enganos (DUVAL
apud JONES, 1998).

Duval esquematiza esse processo como mostrado na Figura 1.

Figura 1. Interagdes subjacentes cognitivas envolvidas na atividade de geometria.

Visualizacdo

Y
Construgéo < Q Raciocinio
Fonte: Duval (apud JONES, 1998, p. 125).
Segundo Duval, a seta pontilhada indica que a visualizagdo nem sempre apoia o

raciocinio. A seta circular representa que o0 raciocinio pode ser desenvolvido

independentemente dos processos de construgao ou visualizagéo.
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As definicbes e o0s problemas em geometria solicitam, mesmo que
inconscientemente, acbes de reproducdo, construgdo e desconstrucdo de figuras que,
associadas aos textos, requerem formas de interpretacdo que Duval (ALMOULOUD, 2004)
classifica em:

1. Sequencial: utilizada nas atividades de constru¢do ou descricdo, com 0 objetivo de
reproduzir uma figura.

2. Perceptiva: interpretacdo das formas de uma figura em dada situacdo geométrica.

3. Discursiva: interpretacdo dos elementos da figura geomeétrica, privilegiando a articulacao
de enunciados, levando em consideracédo a rede seméntica de propriedades do objeto.

4. Operatoria: centrada nas modificagdes possiveis de uma figura de partida e na

reorganizacao perceptiva que essas modificacdes sugerem.

Tomar consciéncia da distincdo entre as trés primeiras formas de apreensdo €
condicdo necessaria para a resolucdo de problemas em geometria e para entrada na forma de
desenvolvimento do raciocinio exigida por essa resolu¢do (DUVAL, 2012).

Independente do contexto de uma atividade, a figura desenhada é objeto de duas
atitudes: apreensao perceptiva, que € imediata e automatica, e apreensao discursiva, que é
controlada e torna possivel a aprendizagem. Duval (2012) afirma que essas atitudes
geralmente se opdem, pois a figura pode mostrar objetos ndo necessariamente explicitos nos
enunciados das hipéteses, do mesmo modo como os objetos indicados em tais enunciados
nem sempre sdo identificados espontaneamente.

A organizagao perceptiva segue a lei do fecho, ou lei da continuidade: “Quando
diferentes tracos formam um contorno simples, fechado, eles se destacam como uma figura
sobre um fundo” (DUVAL, 2012, p. 121). Diante dessa lei, os alunos tendem a visualizar
linhas continuas, as quais, por sua vez, os impedem de ver outras formas mais simples da
figura. A Figura 2 mostra um exemplo em que automaticamente identificamos dois triangulos,

0s quais, porém, nos impedem de prontamente visualizar os paralelogramos ABCB’ ¢ ACBC’.
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Figura 2. Um exemplo da lei da continuidade.
Al

Fonte: Duval (2012, p. 121).

O autor completa que o apego dos alunos a apreensdao perceptiva 0s impede de
enxergar a figura por meio das hipéteses apresentadas no enunciado, o que constitui um
abandono da apreensdo discursiva. E, assim, provavel que os alunos apresentem dificuldades
em problemas em que o0s enunciados sdo semanticamente incongruentes com a representacao
figural.

A apreensdo operatoria diz respeito as modificacBes que uma figura pode sofrer. Sdo
elas:

e Modificacdo mereoldgica: dividir uma figura em subfiguras, reagrupa-las, incluir uma
figura em outra.
e Modificacdo 6tica: transformar uma figura em outra, chamada de sua imagem.

e Modificacéo posicional: deslocar uma figura em relacdo a um referencial.

Essas modificacdes podem ser realizadas graficamente ou mentalmente. O ato de
fracionar uma figura em subfiguras e reagrupa-la constitui uma reconfiguracdo intermediaria.
O interesse por esse fracionamento é que o mesmo permite efetuar tratamento sobre a figura
de modo a auxiliar a resolucdo de problemas. Podemos citar como exemplo a prova da soma
dos angulos internos de um quadrilatero: este é fracionado por meio de sua diagonal,
formando dois tridngulos.

Em nossa pesquisa, utilizaremos a teoria dos registros de representacdo semidtica na
analise de livros e na analise da organizacéo didatica.

Na analise dos livros, investigamos como o0s autores mobilizaram os registros de
representacdo e fizeram uso de reconfiguracbes para demonstrar as propriedades dos

quadrilateros.
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Na organizagdo didatica, sdo propostas tarefas de construgdo geométrica em que 0s
enunciados se encontram em registro da lingua natural, solicitando apreenséo sequencial no
momento em que os alunos fardo a conversdo da representacdo para o registro figural. Na
justificativa da construcao sdo solicitadas apreensdes perceptivas, discursivas e operatdrias.

A organizagdo didatica que elaboramos foi modelada em termos de tarefas que
solicitam de os alunos efetuar a conversao da representacdo no registro em lingua natural para
o registro figural e justificar as técnicas utilizadas nessa conversdo. Acreditamos que a
identificacdo das técnicas e do discurso teorico-tecnologico que as fundamenta permite
analisar se os alunos mobilizam os diferentes registros de representacdo, destacando a
congruéncia e a ndo congruéncia entre eles. Além disso, pretendemos com essa organizacao
analisar se os alunos distinguem e relacionam as apreensdes perceptivas e discursivas,
possibilitando verificarmos se nossa organizacao didatica contribuiu para o desenvolvimento
da capacidade de raciocinar logicamente em geometria.

As tarefas propostas possibilitardo aos alunos conjecturar sobre as figuras, o que nos
permitira analisar se eles vivenciam as fases de acdo, formulacdo e validacdo e se esse
processo contribui para ampliar seus conhecimentos sobre o objeto ‘quadrilatero’.

Selecionamos essas teorias por acreditarmos que, quando articuladas, podem
subsidiar nossa analise dos diferentes fatores didaticos ou cognitivos que influenciam as

dificuldades que os alunos vivenciam ao trabalharem com demonstragdes geométricas.

2.2 Aspectos metodologicos

Visto que nosso objetivo de pesquisa gira em torno da realizacdo de uma intervencéo
didatica baseada em trabalho experimental, elegemos como metodologia de pesquisa a
engenharia didatica, abordagem que esta baseada nos trabalhos de Artigue (1996).

Construida no ambito da didatica da matematica no inicio dos anos 1980, a
engenharia didatica, segundo Artigue (1996), foi assim batizada por analogia com o trabalho

de um engenheiro que:

[...] para realizar um projeto preciso, se baseia em conhecimentos cientificos de seu
dominio e aceita submeter-se a um controle do tipo cientifico, mas, ao mesmo
tempo, se vé& obrigado a trabalhar com objetos muito mais complexos que 0s objetos
depurados da ciéncia e, portanto, a enfrentar na pratica, com todos 0s meios
disponiveis, problemas pelos quais a ciéncia ndo quer ou ndo pode se
responsabilizar. (p. 243, traducéo nossa)

A engenharia didatica se fundamenta na teoria das situagGes didaticas, de Brousseau

(1986), e tem dupla funcdo: é tanto de producdo para o ensino, baseada em resultados de
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pesquisas, quanto metodologia de pesquisa. Como metodologia de pesquisa, caracteriza-se
primeiramente, segundo Artigue (1996, p. 247), “por um esquema experimental baseado em
realizacGes didaticas em classe, isto €, sobre a concepcao, realizacao, observacao e anéalise de
sequéncias de ensino”. Outra caracteristica dessa metodologia é a de ser um modelo de
experimentacdo em classe, com uma particularidade: a de situar-se “no registro de estudo de
caso cuja validacdo € essencialmente interna, baseada na confrontacdo entre a analise a priori
e a posteriori” (ARTIGUE, 1996, p. 248).

O processo experimental dessa metodologia se distribui em quatro fases: analises
preliminares; concepcdo e anélise a priori, experimentacao e analise a posteriori; e validacao.

Descreveremos a seguir cada fase, considerando o tema de nossa pesquisa:

A analise preliminar é a fase em que buscamos os fundamentos teoricos para a
concepcdo da engenharia. Segundo Artigue (1996), nessa fase se analisam as dimensfes
epistemoldgica, cognitiva e didatica do saber em jogo.

Os estudos preliminares de nosso trabalho tiveram inicio com um levantamento da
literatura nacional e internacional sobre demonstracBes e provas em geometria, onde
buscamos um norte para a pesquisa, situando-nos quanto ao objeto a ser pesquisado e
confirmando a relevancia do tema.

Em seguida procedemos a um levantamento de aspectos epistemoldgicos da
demonstragdo, em que definimos as concepc¢des de prova e demonstracdo adotadas nesta
pesquisa e selecionamos as teorias de apoio.

Tracamos algumas consideracdes a respeito da demonstracdo na formacao inicial,
selecionamos e analisamos os principais livros de geometria indicados nos programas de
disciplinas de algumas universidades brasileiras, os quais foram analisados com o objetivo de
verificar como as demonstracdes relativas ao objeto matemético quadrilatero estdo
apresentadas nesses livros; e investigamos as concepcBes que os alunos do curso de
licenciatura em matematica em uma universidade no estado da Bahia tém a respeito de
demonstragdes e provas.

Esses estudos nos permitiram delimitar nossa problematica, definir nosso objetivo de
pesquisa e formular questbes que norteiam a presente investigacéo.

A concepcao e analise a priori é a fase em que a sequéncia € concebida e analisada
considerando as variaveis fixadas que serdo manipuladas pelo pesquisador de acordo com as
analises preliminares. Segundo Artigue (1996), o objetivo da analise a priori é elucidar como

a escolha dessas varidveis, sejam gerais ou especificas ao conteddo, permite controlar os
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comportamentos dos alunos, bem como revelar o significado de cada um desses

comportamentos.

Almouloud (2010) expde que tais varidveis sdo analisadas em trés dimensdes: a
epistemologica, a didatica e a cognitiva, ¢ salienta que a “analise a priori é importantissima,
pois de sua qualidade depende o sucesso da situagdo-problema” (p. 176).

Nossa sequéncia didatica foi adaptada em funcdo de problemas detectados na analise
preliminar e, em sua versdo definitiva, aplicada em um ambiente de constru¢cdes geométricas
(papel e lapis) utilizando instrumentos (esquadros, régua e compasso). Suas tarefas buscam
proporcionar momentos de acdo, formulacdo e validagdo, visando gerar um ambiente propicio
para que o0s alunos adquiram conhecimento de forma autdbnoma, como proposto por
Brousseau. Nessa perspectiva, a sequéncia tem 0s seguintes objetivos:

e Realizar a devolucdo do problema proposto, fazendo com que os integrantes do grupo
pesquisado 0 aceitem e possam vivenciar momentos de acdo, de formulacdo e de
validacao.

e [Fazer com que o aluno identifique e saiba utilizar os termos inerentes ao sistema
dedutivo.

e Habilitar o aluno a efetuar conversdes de representacao.

e Provocar a passagem da apreensao perceptiva para a apreenséo discursiva.

e Habilitar o aluno a usar as propriedades (condi¢des necessarias e/ou suficientes) em suas
justificativas para leva-los a validar suas conjecturas.

e Frente as dificuldades geométricas detectadas na analise preliminar, pretendemos
aperfeicoar 0s conhecimentos geométricos do grupo pesquisado referentes a
quadrilateros.

e Apresentar aos alunos outras fungdes da prova, além de validar resultados.

A experimentacdo € a realizacdo da engenharia — no presente caso, a aplica¢do da
organizacao didatica.

Nossa sequéncia foi aplicada, com a presenca da pesquisadora-observadora, a um
grupo de 12 alunos do curso de licenciatura em matematica investigado. O experimento foi
realizado em seis semanas, totalizando 18 h (um encontro de 3 h a cada semana).

Os dados foram coletados por meio de anotacdes escritas e recursos audiovisuais.

O papel da pesquisadora na aplicacdo da sequéncia foi o de observar e intervir de

modo a provocar debates, a fim de promover o progresso na aquisicdo individual do
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conhecimento, sem, porém, prejudicar o processo de aprendizagem do aluno
(ALMOULOUD, 2010).

A analise a posteriori se baseia nos dados coletados durante a aplicacdo da
sequéncia. Nessa fase os registros sdo analisados a luz da teoria adotada. Essa analise é
posteriormente confrontada com a anélise a priori.

A validacao (ou refutacdo) das hipoteses levantadas nas analises preliminares se da
apos a confrontacao dos dados das analises a priori e a posteriori.

Seguindo os passos da engenharia didatica, apresentaremos no proximo capitulo
nosso estudo das concepgbes dos estudantes pesquisados a respeito de provas e

demonstragdes e analisaremos os livros didaticos selecionados.
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CAPITULO 3 - ESTUDO DE CONCEPCOES DE
ALUNOS E DAS ORGANIZACOES
PRAXEOLOGICAS PROPOSTAS EM LIVROS
DIDATICOS

Este capitulo esta dividido em dois topicos. O primeiro traz um estudo das
concepgdes dos estudantes do curso de licenciatura em matematica pesquisado, a respeito de
provas e demonstracdes. No segundo analisamos livros didaticos adotados em cursos de

licenciatura em matematica de algumas universidades brasileiras.

3.1 Analise das concepcoes de alunos

O conhecimento e as crencas de alunos e professores a respeito de provas e
demonstracdes séo fatores a considerar ao se promover uma intervencao para o ensino desses
objetos (KNUTH, 2002).

Estudos como os de Ponte (1992), de Knuth (2002) e de Jahn, Healy e Pitta Coelho
(2007) investigaram as concepcdes de estudantes e professores. Balacheff (1988) acredita que
as concepcdes de prova e seu papel nos processos de ensino e de aprendizagem sao
fundamentais para um bom desempenho dos alunos. Para Ponte (1992):

As concepcles tém uma natureza essencialmente cognitiva. Atuam como uma
espécie de filtro. Por um lado, sdo indispensaveis, pois estruturam o sentido que
damos as coisas. Por outro lado, atuam como elemento bloqueador em rela¢do a
novas realidades ou a certos problemas, limitando as nossas possibilidades de
atuacdo e compreenséo. (p. 1)

Nesta pesquisa, adotaremos para o termo ‘concep¢do’ a defini¢do proposta por

Artigue, que a considera como:

[...] um ponto de vista local sobre um dado objeto, caracterizado por:

® situacdes que lhe servem de ponto de vista de partida: situacfes ligadas a
aparicdo da concepgdo ou para as quais ela constitui um ponto de vista
particularmente bem adequado;

® sistemas de representacdes mentais, icdnicas, simbolicas;

® propriedades, invariantes, técnicas de treinamento, métodos especificos
(implicitos e explicitos). (ARTIGUE apud ALMOULOUD, 2010, p. 154)
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Almouloud (2010, p. 154) completa ainda que ‘“as concepcdes sdo modelos
construidos pelo pesquisador para analisar as situagdes do ensino e 0s comportamentos
cognitivos dos alunos”.

Adotando o termo ‘concepcdo’ segundo Artigue, procuramos fazer um levantamento
das concepcdes dos alunos do curso pesquisado a respeito de demonstracGes e provas em
matematica, buscando subsidios para elaborar nossa sequéncia de ensino. Para tanto,
elaboramos um questionario contendo 14 questfes e o aplicamos a esses alunos, visando
investigar:

e aexperiéncia dos alunos com demonstragdes e com geometria na formacgéo basica;
e seu conhecimento a respeito de um sistema dedutivo e de seus elementos;

e suas concepgdes de provas e demonstracdes;

e aimportancia que atribuem ao raciocinio dedutivo;

e sua opinido sobre sua prépria autonomia para ensinar provas a seus futuros alunos;

e sua opinido sobre a proposta dos livros de geometria indicados em seu curso.

3.1.1 Analise do questionario

Foram distribuidos 80 questionarios, dos quais apenas 45 foram respondidos.

O critério utilizado para selecionar os alunos que responderiam ao questionario foi o
de que deveriam j& ter concluido a disciplina ‘Geometria plana’. Portanto, todos eles ja
haviam concluido ou estavam concluindo o 2.° semestre.

O questionario se compunha de sete questdes objetivas com opcdes sim e nao,
contendo espaco reservado para comentarios sobre a resposta; quatro questdes abertas em que
0 aluno era solicitado a expressar seus conhecimentos sobre o sistema dedutivo, seus
elementos e a importdncia atribuida a estes; e trés questdes especificas de geometria,
envolvendo conhecimentos sobre 0 método dedutivo.

Inicialmente solicitou-se aos alunos que informassem o semestre que cursavam
(Figura 3). Como o questionério foi aplicado no final do 2.° semestre de 2013, o semestre
indicado foi considerado concluido.



Figura 3. Numero de alunos por semestre.

NUmero de alunos entrevistados por semestre

149 semestre

1292 semestre

102 semestre

82 semestre

62 semestre

42 semestre

292 semestre
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B 1092 semestre @122 semestre 142 semestre

Fonte: Dados do questionario.

16

Observemos que, quanto mais elevado o semestre, menor € 0 nimero de alunos que

responderam o questionario. Conjecturamos que isso se deva ao menor numero de alunos que

concluem o curso ou a insegurangca em mostrar seus conhecimentos. O Quadro 4 explicita as

respostas dos alunos referentes as questdes objetivas.
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Quadro 4. Respostas as questdes objetivas.

Questdes Sim Nao

1. Vocé estudou geometria durante algum periodo
. 28 17
da educacéo basica?

2. Caso sua resposta tenha sido “sim” na questdo
anterior, responda: Vocé foi envolvido em algum
trabalho que exigisse demonstragdes nas aulas de
geometria na educacédo basica?

3. Na graduacéo, foi envolvido em algum trabalho
que exigisse demonstracbes na disciplina 36 9
‘Geometria plana’?

4. Vocé sabe 0 que é um sistema dedutivo? 28 17

5. Vocé se sente preparado para ensinar
. N 11 31
demonstragéo a seus futuros alunos?

6. Os livros de geometria indicados no programa da
disciplina  ‘Geometria plana’ oferecem uma
proposta que permita a vocé compreender as
demonstragdes?**

29 11

7. Em sua opinido, a demonstracdo de um teorema

; A 38 4
ajuda a esclarecé-lo?***

*Trés alunos ndo responderam. **Cinco alunos ndo responderam. ***Trés alunos ndo responderam.
Fonte: Dados da pesquisa.

As duas primeiras perguntas versavam sobre a experiéncia com geometria e
demonstra¢des durante a formagdo basica. Observamos que, em sua maioria, 0s respondentes
(28) estudaram geometria em algum momento da educacdo basica, mas nao estiveram
envolvidos em atividades que exigissem demonstracGes. Esse resultado corrobora os de
pesquisas como a de Nasser e Tinoco (2003) quanto a auséncia de demonstracdes na educacao
bésica.

Na graduacéo, por sua vez, 0s respondentes afirmaram majoritariamente (36) haver
se envolvido em trabalhos que exigissem demonstracbes. Os comentarios relacionados as
respostas afirmativas, em sua maioria, se assemelham, atestando que a disciplina é

basicamente composta de demonstragdes. Alguns exemplos:

1. Toda a disciplina geometria plana foi baseada em demonstracées.
2. Na matéria geometria plana usamos demonstracdes a todo momento, em atividades e
prova.
Os alunos também comentam que a auséncia de demonstragcdes na formacao basica,
em um ensino em que o rigor é privilegiado, causa dificuldades a aprendizagem desse

procedimento, como evidenciam estes comentarios:
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3. Demonstracdo é o que mais dificulta a matéria por ndo ter visto durante a educacao
béasica.

4. Foi o que mais vi, apresentei uma dificuldade enorme, pois nunca havia visto na
educacao bésica.

5. Foi um impacto muito grande, pois ndo tinha nenhuma ideia de como fazer uma
demonstracéo.

Dentre os que afirmaram ndo haverem tido contato com demonstrac6es na disciplina
‘Geometria plana’, poucos comentaram. OS comentarios, porém, evidenciam que as
demonstracdes eram feitas pelo professor, e 0 aluno ndo se sentiu envolvido no processo ou
esperava alguma verificacdo empirica do que foi demonstrado. Os comentéarios abaixo

confirmam nossa afirmacao:

6. NOs assistiamos aula e faziamos prova que normalmente ndo caiam demonstracao.
7. Nao teve nenhuma demonstracdo na pratica e sim na teoria.

A resposta 7 traz indicios de que o aluno ndo distingue uma demonstracdo de uma
prova baseada em argumentos empiricos. Resultado como este foi obtido por Ordem (2015),
que constatou que os alunos atribuiram o mesmo valor a uma prova baseada em argumentos
empiricos e a uma prova matematica.

A afirmacédo de que néo teve nenhuma demonstracdo na pratica e sim na teoria, nos
permite conjecturar também que este aluno esperava uma aplicacdo pratica do que foi
demonstrado. Almouloud (2007) faz uma reflexdo sobre prova e demonstracdo em
matematica a partir de analise de um trabalho realizado com professores do ensino
fundamental e observou que o0s professores apresentam uma grande preocupacdo em dar
sentido pratico a tudo que é feito em matematica. O autor acrescenta ainda que essa
preocupacdo do professor indica que para este profissional, s6 tem valor em matematica
aquilo que apresenta uma aplicagdo imediata em uma situacdo do cotidiano. Almouloud
(2007) sinaliza a necessidade de se criar condigdes que promovam mudancas neste tipo de
concepcao para que os professores proporcionem aos seus alunos condicdes que lhes
permitam raciocinar e demonstrar.

Quanto ao que vem a ser 0 método dedutivo, a maioria dos respondentes (28) afirma
conhecé-lo. No entanto, ao solicitarmos que expressassem seu significado, obtivemos
respostas dando indicios de que os alunos ndo estdo certos do que vem a ser esse método,
embora facam referéncia a algum de seus elementos.

Algumas dessas respostas:
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1. Sistema dedutivo é aquele que se inicia com um pensamento e gera axiomas, postulados
que podem ser provados.

O sistema dedutivo na minha opinido é um sistema através de demonstracéao.

Acho que é o passo-a-passo da demonstragao.

4. E tentar deduzir uma coisa que ja sabemos. Mas, tentar provar como chegar.

w N

A resposta 1 evidencia que, além de ndo estar certo sobre que vem a ser o método
dedutivo, o aluno tem uma ideia equivocada dos significados de axioma e postulado,
associando estes termos a algo que precisa ser provado.

Apenas cinco respostas se aproximaram do significado do método dedutivo:

1. O que deduz a partir de axiomas ou postulados, ou seja, é feito a partir de algo ja

provado.

E um sistema feito a partir de algo ja provado ou que foi aceito como verdade.

3. Sistema logico que apresenta um resultado, partindo de proposicdes e teoremas
anteriores.

4. E o sistema que consiste na utilizacdo de determinados conceitos e propriedades para se
chegar a possiveis resultados.

5. Sistema dedutivo sdo formas de verificar, de provar elementos da geometria com
axiomas e postulados que sdo parametros que jamais vieram a ser provados dentro da
geometria.

no

Quanto a autonomia dos licenciandos para ensinarem demonstracdes a seus futuros
alunos, constatamos que a maioria (31) se sente insegura para essa pratica. O Quadro 5 mostra
a distribuicdo das respostas por semestres cursados.

Quadro 5. Autonomia percebida pelos licenciandos para ensinarem demonstracoes, por
semestres cursados.

Semestres cursados Sim Nao
2 2 11
4a6 2 14
Mais de 6 7 9

Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que, embora 0 nimero de alunos que ndo se dizem preparados para
ensinar demonstracdes caia entre 0s que ja contam com mais de seis semestres de curso, esse
numero supera o dos alunos que se consideram preparados. Podemos notar que com trés anos
de estudo os licenciandos ja tenham cumprido 75% do curso, 34 alunos ndo se sentem
preparados para ensinar demonstragdes a seus futuros alunos.

Vejamos alguns comentarios de alunos que se sentem preparados para ensinar provas

matematicas:
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1. Sinto que estaria preparado! Mas, ndo sei se isso significa estar seguro. Nesse caso, ja
envolveria outras questdes. [2 anos de curso]

2. Pois durante o meu curso aprendi a fazer e compreender a sua importancia. [4 anos de
curso]

3. Pois ndo sera trabalhado da mesma forma que eu aprendo. [5 anos de curso]

4. Hoje tenho a capacidade de pegar uma demonstracdo do livro de ensino
fundamental/médio e entender o processo e as propriedades utilizadas. [5 anos de curso]

5. Pois a partir do momento que aprendemos algo, temos capacidade de ensinar esse
aprendizado. [6 anos de curso]

6. Sim, pois no que se refere a esse quesito temos uma formacéo solida. [7 anos de curso]

Verificamos que mesmo aqueles que afirmam estar preparados para ensinar
demonstracdes, em sua maioria, mostram inseguranca, afirmando que precisam buscar formas
de se preparar para essa pratica ou que terdo os livros didaticos como referéncia.

A influéncia do livro didatico na pratica da demonstracdo foi observada por Ordem
(2015) quando investigou as concepgdes de alunos de licenciatura em matematica de
Mocambique a respeito de provas e demonstracdes. O autor observou que as provas realizadas
pelos alunos investigados, apresentam estratégias que parecem ter sido influenciadas por
livros didaticos. Notou ainda que estes aceitam como demonstracdo determinados métodos —
como dobraduras ou recortes — apresentados nos livros que ndo constituem provas
matematicas. Na declaracdo 4 do aluno, observamos indicios de que este podera ser capaz de
compreender provas apresentadas em livros didaticos.

Quanto aos alunos que afirmam n&o estar preparados para incluir a demonstragdo em
sua futura pratica observamos que grande parte atribui esta dificuldade a complexidade da

mesma. Vejamos algumas respostas apresentadas:

Ainda ndo, sinto bastante dificuldade. [1 ano de curso]

Pois é muito dificil. [1 ano de curso]

N&o estou preparada e muito menos segura. [2 anos de curso]

Por conta da formalidade. [2 anos de curso]

Pois eu ndo gosto de demonstracgdo. [4 anos de curso]

Tenho muita dificuldade com demonstracao, pois s6 vi isso aqui na faculdade. [4 anos de

curso]

7. Posso dizer que tenho uma grande dificuldade de visualizagcdo quanto as demonstracdes.
[5 anos de curso]

8. Tenho grande dificuldade em iniciar uma demonstracéo, entdo néo sei como farei isso se

nao sei dar um ponto de partida. [5 anos de curso]

ok wdpE

Fica evidenciado nas respostas de alguns alunos que as situacfes relacionadas as
demonstragdes, vivenciadas por eles sdo as provas conceituais, segundo a classificacdo de
Balacheff (1988), proprias das disciplinas cursadas. Diante das dificuldades explicitadas por

alguns alunos, existe a possibilidade dos mesmos compararem suas dificuldades com as
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possiveis dificuldades dos futuros alunos e interpretar que as demonstragdes nao devam ser
praticadas na educacdo bésica. Esse € o0 pensamento dos professores que participaram da
pesquisa de Leandro (2012) que acreditam ndo ser possivel trabalhar as provas intelectuais
com alunos da educacéo basica devido a complexidade das mesmas. O autor acredita que essa
conclusdo ¢ oriunda da forma como as demonstragdes séo trabalhadas na formagéo inicial.
Percebemos também indicios de que alguns imaginam replicar a metodologia que
provavelmente vivenciaram na graduacdo, em sua futura pratica, ou seja, que irdo apresentar a

demonstracgdo e seus alunos deverdo compreendé-la. Observamos isto nas declaragdes:

1. Na&o. Porque do jeito que é ensinada na Universidade os meninos nédo iriam entender. (3
anos de curso)

2 Acho que néo saberia passar de maneira clara, o que iria dificultar o entendimento. (3
anos de curso)

Observamos que outras pesquisas obtiveram resultados semelhantes, a exemplo de
Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007) que pesquisaram as concepcdes de professores sobre
demonstracdes e provas e concluiram que os professores investigados ndo se sentem
preparados para ensinar provas. As pesquisadoras atribuiram essa inseguranca a pouca énfase
dada as provas na formacédo inicial e pelo fato de ndo encontrarem muitas atividades
envolvendo esse tema nos livros didaticos. Afirmam ainda que na formacdo inicial dos
participantes da pesquisa ndo foram contemplados aspectos pedagogicos relacionados ao
ensino e a aprendizagem de provas, apropriados para alunos da educacdo basica.

Para que os alunos de licenciatura possam compreender e ensinar provas
matematicas, acreditamos que estas devam ser praticadas nos cursos de licenciatura, devendo
os licenciandos tomar conhecimento das diferentes funcdes e diferentes niveis de prova.
Nesse sentido, Pietropaolo (2005) acredita que para o licenciando desenvolver o raciocinio
I6gico-dedutivo e também incluir demonstracdo em sua pratica futura, esses cursos devem
imprimir as demonstracdes um carater mais amplo. Em sua opinido, a demonstracéo, além de
utilizada em uma perspectiva matematica, deve ser focalizada sob uma perspectiva didatica,
curricular e historica.

Os livros sdo ferramentas que apoiam professores e alunos. Inquirindo se os
livros utilizados pelos licenciandos estdo cumprindo seu papel, constatamos que na opinido da
maioria dos respondentes (29) os livros de geometria indicados oferecem uma proposta que
Ihes permite compreender as demonstra¢cdes. Embora os alunos afirmem satisfagdo com o
livro, a maioria dos comentarios deixa dividas quanto a essa afirmacdo, como pode ser

observado nos seguintes excertos de alunos que se dizem satisfeitos:
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1. Tive um pouco de dificuldade devido a defasagem da educacdo béasica. Mas quase
sempre conseguia compreender, sé ndo conseguia demonstrar algumas vezes.

E importante a obtencdo de novos autores.

Com o auxilio do professor acredito que sim.

Mas precisaria de uma disciplina anterior que trabalhasse com demonstracgdes.

Em partes. As vezes um pouco confuso para mim, por falta de base no ensino médio que
ndo me permitia enxergar algumas coisas.

arwnN

Podemos notar, diante das respostas dos alunos, que estes atribuem as dificuldades
em compreender as demonstragdes apresentadas nos livros utilizados, as suas préprias
limitagdes. E alguns atribuem estas dificuldades as lacunas oriundas da educacdo baésica.
Nesse sentido Nasser e Tinoco (2003) chamam a atencdo para a forma como as aulas de
matematica estdo sendo ministradas na maioria das escolas brasileiras, nas quais ndo estao
sendo priorizadas atividades que preparem os alunos para o dominio do processo dedutivo. As
autoras afirmam ainda terem constatado que “os jovens ndo estdo habituados a pensar e
comunicar suas ideias” (p. 1).

Na resposta 1 o aluno afirma conseguir compreender a demonstracdo, no entanto,
nem sempre consegue realiza-la. Duval (2012) aponta para a diferenga entre compreender
uma demonstracdo feita por outro e produzir uma demonstracdo. O autor afirma que a
“atividade cognitiva de demonstracdo ¢ menos simples e menos homogénea que seu produto”
(p. 137).

As declaracbes dos alunos apresentam indicios de que a abordagem da demonstracdo
vivenciada por estes, foi a reproducdo das demonstracbes encontradas nos livros ou
apresentadas pelo professor. A resposta 3 apresenta indicios de que a relacdo entre a
demonstracdo e o aluno é intermediada pelo professor. Isto é, que o papel do professor é
traduzir para o aluno as demonstragdes que constam nos livros sem que o0 aluno assuma um
papel ativo diante das atividades de demonstragdes.

Os alunos sentem necessidade de um livro que lhes sirva realmente de apoio na
auséncia do professor. A maioria dos livros de geometria voltados ao ensino superior segue 0s
padrdes de fundamentos da geometria propostos por Hilbert, com estrutura formal, o que pode
causar dificuldades no inicio do curso.

Vejamos agora alguns comentarios de alunos que néo estdo satisfeitos com os livros

indicados:

1. Textos resumidos que pulam explicacGes.
2. Porque deveria se aprofundar mais nos assuntos abordados em sala de aula.
3. Acredito que poderiamos ter livros com abordagens mais detalhadas.
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4. Por ser a primeira disciplina que utiliza e em que vemos axiomas, provas,
demonstracdes, seria interessante um livro que trouxesse as demonstragdes passo a
passo, para poder ajudar o aluno estudar.

5. As demonstracdes para 0s autores sdo sempre triviais e ndo explicam passo a passo para
melhorar o0 nosso entendimento.

6. Sao livros alguns muito avancados para nés que viemos de escolas publicas.

Na opinido desses respondentes, o livro ndo esta realizando seu papel de servir de
apoio ao aluno.

Podemos observar que os alunos justificam a insatisfacdo quanto aos livros, ao fato
de estes ndo apresentarem textos detalhados. Aparentemente, julgam como um bom livro
aquele que traz demonstragGes compreensiveis.

Comungamos que, mais que verificar uma veracidade, a demonstracdo de um
teorema tem a funcdo de convencer o aluno e explicar-lhe o porqué de sua validade.
Questionados se a demonstracdo de um teorema 0s ajuda a esclarecé-lo, a maioria dos alunos
(38) respondeu positivamente. Alguns deles, mesmo declarando concordar que a
demonstracdo esclarece 0 teorema, expressam sentir dificuldade no processo de

demonstracdo, como atestam o0s seguintes comentarios:

1. Primeiro elas dificultam, complicam, mas no propdsito geral ela ajuda a esclarecer.
2. Adificuldade é demonstra-lo.
3. Pois quando demonstramos um teorema, vemos 0 porqué das coisas.

Buscando identificar os conhecimentos dos licenciandos sobre elementos do sistema
dedutivo e sobre provas e demonstracdes, perguntamos na questdo 8 o que o aluno entende
por axioma, postulado e teoremas.

Observamos que a maioria dos respondentes tem nog¢do do que seja um axioma,
caracterizando-o como algo que podemos admitir como verdade sem demonstracdo ou dando
ideia de ponto de partida de um sistema. Apenas trés alunos consideraram que o0 axioma deve
ser demonstrado e sete ndo responderam, o que totaliza 10 alunos que ndo atribuem ao axioma
nenhuma de suas caracteristicas. Apenas 10 alunos consideraram axioma como sinénimo de
postulado ou caracterizaram postulado como algo que ndo necessita de demonstracdo. Sete
alunos confundiram postulado com lema ou corolario. Estes sete alunos mostram ter mais
familiaridade com o termo ‘axioma’ que com a palavra ‘postulado’. Uma hipdtese seria o fato
de que ‘axioma’ ¢é termo que consta nos livros de geometria por eles utilizados. Outra seria 0
fato de fazerem relagdo com os axiomas de Euclides. Vinte e dois alunos relacionam teorema
com algo que necessita de demonstragdo. Seguem algumas respostas que confirmam nossa

Visao:
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1. Axiomas: ideias primitivas, ndo é necessario provar. Tomamos como verdade;
Teorema: E necessario provar para perceber o resultado;
Postulado: E como se fosse um axioma. Na verdade, ¢ um axioma.
Axioma e postulado sdo admitidos como verdade sem precisar ser provados. J& 0s
teoremas precisam ser provados.
Axioma é uma proposi¢ado que ndo tem demonstragao.
Axioma: verdade absoluta;
Postulado: definicdo ou que se diz do teorema;
Teorema: conjunto de propriedades que precisam ser demonstradas.
5. Axioma: uma verdade que ndo é necessario provar;
Postulado: antecipa o teorema;
Teorema: algo que precisa ser demonstrado.
6. Axioma: uma afirmagdo primitiva que tomamos como verdade;
Postulado: uma consequéncia advinda de um axioma;
Teorema: algo que podemos demonstrar usando definicdes e propriedades.
7. Axioma, postulado e teorema séo elementos da Geometria que tem como funcéo provar e
demonstrar as informacbes acerca da Geometria onde estes elementos serdo
investigados quanto a sua veracidade.
Sao coisas que alguém descobriu e apenas aceitamos. Pois ndo é necessario prova-los.
9. Axioma, tomado como verdade. Postulado, igualmente como os axiomas sdo tomados
como verdade e os teoremas sdo definicbes, embasadas nos axiomas e postulados, que
podem ser provados por demonstracao.

How

©o

Podemos ainda observar que, apesar de identificarem caracteristicas peculiares a
esses termos, os alunos utilizam expressdes imprecisas (“¢ algo que...”, “é uma ideia que...”,
“sdo defini¢des...”, “tomado como...”, “sdo coisas...” etc.) ao tentarem formular suas
definicbes. Tal fato nos leva a inferir que os alunos tiveram contato com abordagens
axiomaticas das disciplinas sendo que este método nao foi apresentado, mas apenas utilizado.

Na questdo 9, perguntamos sobre as concepcbes de provas e demonstragdes
apresentadas pelos alunos, 19 dos quais afirmaram haver diferenca entre demonstracdo e
prova, enquanto 21 ndo consideram haver diferencga e cinco ndo responderam.

Os que afirmam haver diferenca entre esses objetos os definiram por meio de uma de

suas funcdes. O Quadro 6 apresenta os resultados observados.

Quadro 6. Concepcdes dos alunos sobre demonstracao e prova.

Né&o héa diferenca entre demonstracao e prova

Verificacao

Demonstracdo | Explicacdo

com funcéo Sistematizacdo

de: Sistematizacéo e verificagdo

Nao definiu

Fonte: Dados da pesquisa.




A maioria dos respondentes que ndo vé diferenca entre demonstracdo e prova define

demonstracdo como um método de validar uma afirmacéo. Conceber a demonstracdo apenas

com a funcéo de validacdo pode nao ser motivador, uma vez que, na maioria das vezes, antes

de demonstrar uma proposicdo, ja temos consciéncia de sua veracidade, segundo De Villiers
(2001), Hanna, Jahnk e Pulte (2010) e Nasser e Tinoco (2003). Mesmo estudantes de niveis
mais elevados, ficam mais convencidos de uma afirmac&o por meio de verificacbes empiricas
do que por demonstracGes (REID; KNIPPING, 2010; JAHNKE, 2008).

Algumas respostas confirmam nossa analise:

[...] a veracidade ou ndo de uma afirmacdo, fazendo uso das propriedades. Nao existe
diferenca entre provar e demonstrar em matematica.

Demonstrar e provar sdo as mesmas coisas, ou seja, mostrar que uma afirmacéo é falsa
ou verdadeira, atraves de dados verdadeiros e consistentes.

Demonstrar e provar € mostrar com bastante clareza que aquela questdo pedida esta
correta ou néo.

Demonstracdo € uma prova de que algo € valido ou ndo. Em matemética ndo ha
diferenga entre demonstrar e provar.

Atribuindo a demonstracao a funcdo de explicacdo, alguns alunos afirmam que:

Provar e demonstrar é saber como se chega no resultado. E n&o existe diferenga entre
demonstrar e provar.

Mostrar o porqué de algo ocorrer. Para mim, provar e demonstrar na matematica da no
mesmo.

Com funcéo de sistematizacdo, outro aluno afirma que:

Até agora aprendi que demonstrar e provar S0 a mesma coisa, ou seja, vamos utilizar
axiomas, teoremas ja demonstrados para demonstrar alguma coisa.

Com fungéo de sistematizacéo e verificagdo, um aluno aponta que:
Demonstrar é descrever o caminho para uma dada afirmacéo utilizando os axiomas e as

regras de inferéncias e algumas vezes utiliza-se de outros teoremas. Demonstracdo é
uma prova de que é verdade um teorema.

Pudemos observar também, em nossa pesquisa, a desmotivacdo para a pratica da

demonstrac@o, como pode ser observado na seguinte afirmacéo:

Nunca consigo provar nada, entdo ndo vejo significado nenhum. Acho tudo isso uma
tortura.
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Quanto aos alunos que acreditam haver diferenga entre demonstracdo e prova,

elaboramos o Quadro 7, que categoriza o significado desses objetos segundo a concepcao dos

alunos.

Quadro 7. Diferencas entre prova e demonstracgdo, na concepcao dos licenciandos.

Demonstrar

Provar

Dar resultado. Mostra de onde e como surgiu.

Mostrar o resultado exato, sem nenhuma
exigéncia.

E generalizar.

Tornar explicito o que esta implicito dentro de
nos.

Explicar passo a passo em como se chegou a
existéncia de algo.

Mostrar que algo existe.

Detalhar porque aquele problema é assim.

Mostrar 0 porqué ele é exato.

Obter um panorama de algo.

Mostrar que algo é verdadeiro.

Relatar de que forma isto ja foi provado.

E algo que ainda deveria ser comprovado quanto
a sua veracidade.

Precisa provar por que a tese € verdadeira e provar
por que nao é falsa, esgotando todas as
possibilidades de duvidas.

Para provar, basta usar algum recurso que prove
0 que queremos afirmar.

Vale para todas as situagdes.

Provar é s6 um exemplo.

E um conjunto de ideias que provam uma
determinada teoria.

E usar um exemplo qualquer.

E provar aquilo que se sabe.

E pdr em prética.

Utilizar ferramentas para chegar a certo resultado.

Sair de uma hipotese e chegar a uma tese
preestabelecida.

Abrange um conhecimento maior.

Est& mais relacionado a um problema isolado.

Utiliza conhecimentos prévios para garantir a
afirmacéo.

E mostrar na prética.

Pode-se usar informagdes e figuras.

Em matematica vocé usa informacdes e teoremas
para informar algo.

Mostrar que um resultado é verdadeiro para
qualquer situagéo.

E mostrar que uma situagdo é verdadeira.

Provar que existe para qualquer caso.

Mostrar apenas que existe.

Mostrar a validade de algum resultado em
matematica.

Usar algo ja demonstrado e chegar a um
resultado.

Fonte: Dados da pesquisa.

Podemos observar que na maioria das concepcdes apresentadas a prova estd mais

relacionada a informalidade, ao préprio convencimento por meio de argumentos empiricos. Ja
a demonstracdo esta na maioria das vezes relacionada a algo mais formal ou a uma
generalizacdo. Na prova, segundo os relatos, o aluno se convence que uma afirmacao é
verdadeira; na demonstracdo convence 0s outros.

Com a questdo 10 buscamos investigar a importancia que os licenciandos atribuem
ao raciocinio dedutivo engquanto alunos e enquanto futuros professores. Investigamos ainda a

importancia atribuida a demonstra¢fes e provas em matematica na formacéo desses futuros
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professores e a importancia que atribuem a essas ferramentas tendo em vista o aluno do
ensino fundamental.

Apenas um respondente afirmou ndo atribuir importancia no raciocinio dedutivo para
seu proprio uso, declarando: “Para mim ndo tem muita importincia, é algo um pouco
desnecessario”. No entanto, atribuiu importancia ao raciocinio dedutivo para sua formacéo:

“Na minha formagdo ele é importante, pois pode nos ajudar no momento que estamos em

sala de aula”.

O Quadro 8 sumariza as respostas mais frequentes apresentadas para essa questéo.

Quadro 8. Opinido dos alunos sobre a importancia do método dedutivo.

Qual a importancia do raciocinio dedutivo
para vocé?

Qual a importancia do raciocinio dedutivo na
sua formacéo?

Aumentar o conhecimento.

Aumentar o conhecimento.

Tirar proveito de resultados na resolugéo de
problemas.

Aumentar o raciocinio logico.

Aumentar o poder de interpretacdo argumentacao
e analise, inclusive na vida.

Ajudar na tomada de decisdo na matematica e na
vida.

Saber de onde vém os resultados ou as férmulas.

Ajudar na pratica como professor.

Validar ou verificar a validade de algo.

Convencer o aluno.

8 ndo responderam.

11 néo responderam.

Fonte: Dados da pesquisa.

A importancia de se convencer e a de convencer outrem continuam evidentes. Outro
destaque foi a supervalorizacdo do resultado final e sua aplicacdo a resolucdo de problemas.
Nesse sentido, De Villiers (2001, p. 33) afirma que “a pratica real da investigagdo moderna
em matematica requer uma analise mais completa das diversas funcGes e papéis da
demonstracao”. O que se observa, porém, € que o interesse expresso pelos licenciandos se
restringe ao uso de resultados e a funcéo de validacao.

Quanto a importancia do sistema dedutivo para a formacao, observamos o interesse
dos respondentes em mostrar conhecimento e segurancga diante de seus futuros alunos, como
mostras as seguintes respostas:

1. O raciocinio dedutivo ajuda tanto na aplicacdo de resolucédo de problemas, quanto na
vida em geral.
E importante, pois auxilia na resolugdo de problemas e na ldgica.

2. E eficaz para o entendimento e desenvolvimento de atividades, demonstragdes.
Amadurecimento do pensamento.
Facilita o entendimento e desenvolvimento das atividades, demonstracoes.

3. Perceber resultados através de informac0es reais, € com isso, se poupar de fazer grandes
esforcos para obter o resultado desejado.
Por nos ajudar a otimizar a tomada de decisdo. Decisfes estas no mundo da matematica,
assim como no cotidiano.
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4. Auxilia no desenvolvimento l6gico tanto na vida académica, quanto no pessoal.
Para mostrar e compreender as questdes matematicas na vida profissional.
5. Ajuda no desenvolvimento da aprendizagem de coisas novas.
Desenvolver minha argumentacdo para além do ensino, convencer os alunos da
coeréncia do que estou falando.
Tais respostas evidenciam a importancia atribuida por estes ao método dedutivo, com

supervalorizacdo da producdo final, visando seu uso no futuro.
Investigamos com a questdo 11 as concepgOes sobre o papel das provas e

demonstragdes na licenciatura (Quadro 9) e no ensino fundamental.

Quadro 9. Concepcéao do papel das provas e das demonstragdes na licenciatura.

Papel das provas e demonstracfes na licenciatura NUmero de respostas
Oferece seguranca profissional 9
Orienta nas disciplinas de graduacéo 1
Desenvolvimento do raciocinio l6gico, interpretacéo 11
Explicacdo (saber o porqué) 11
Respostas que confundiram prova com verificacdo de aprendizagem 3
N&o responderam 10

Fonte: Dados da pesquisa.

O Quadro 9 mostra que nove alunos tém a opinido de que as demonstracdes lhes
fornecem autonomia para que possam futuramente ensinar provas e demonstragdes a seus
alunos. Alguns respondentes chegaram a tracar comparagdes com as dificuldades que
vivenciaram na graduagdo, o que evidencia que as atribuem ao fato de néo terem lidado com

demonstracdes na educacao basica. Tais aspectos sdo expressos nos seguintes relatos:

1. As provas e demonstracbes fazem o individuo pensar logicamente, usar propriedades,
ler, questionar, descobrir outros caminhos até para provar a mesma coisa. Na educacéo
basica é bom pelos mesmos motivos ja citados, mas também porque ao chegar no ensino
superior ndo serd mais um susto, e o professor orienta o aluno chegar onde ele deseja e
ndo achar a resposta pronta sem saber de onde veio.

2. E importante o professor saber provar aquilo que apresenta, caso ele seja questionado
pelo aluno.

3. Fazer com que tenhamos muito mais consisténcia e convic¢do ao tirar duvidas dos
nossos alunos do ensino fundamental.

Um respondente declarou que na graduacdo as provas tém importancia apenas no
desenvolvimento das disciplinas ministradas: “Na minha formagdo ela é muito importante,

pois é o que mais utilizamos em muitas disciplinas”. Esta resposta da sinais de que, para esse

licenciando, as demonstragdes foram mais trabalhadas na graduacéo.
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O desenvolvimento intelectual (em termos de desenvolvimento do raciocinio I6gico e
do poder de interpretacdo, do saber o porqué dos resultados, da funcdo de explicacdo) foi

apontado por 11 dos respondentes, como exemplificam as seguintes declaracdes:

=

E dar subsidios necessarios e suficientes para sabermos como chegamos aos resultados.

2. O papel da demonstracdo é mostrar além do que aprendemos, mostrar como

conseguimos encontrar uma resposta para alguma pergunta.

Em ambos os casos deixar o conhecimento mais consistente na mente dos alunos.

4. A demonstracéo nos torna conhecedores do assunto. Conhecendo-o seremos capazes de
dominé-los. A prova nos ajuda a testar nossos conhecimentos.

5. Ajuda a compreender o0 meio em que vive e melhora o raciocinio logico.

w

Quanto ao papel das provas e demonstracbes na formacdo do aluno do ensino
fundamental, temos os resultados apresentados no Quadro 10.

Quadro 10. Concepcoes sobre o papel das provas e demonstracéo no ensino fundamental

O papel da prova e demonstragdo no ensino fundamental Ntmero de
respostas

Explicacdo (saber o porqué, a origem, de onde vieram as férmulas ou as 14
teorias)

Desenvolvimento intelectual 12
Aplicacdo na resolugdo de problemas 1
Nenhuma importancia 4
Confundiram prova com verificacdo de aprendizagem 3
N&o responderam 11

Fonte: Dados da pesquisa.

Como mostra o Quadro 10, 14 alunos acreditam que o papel das provas e
demonstragdes no ensino fundamental é possibilitar ao aluno saber por que as proposi¢c6es sdo
verdadeiras (funcdo de explicacdo) e elucidar a origem das férmulas e teorias. E o que

expressam estas respostas:

=

Como eu nao tive no ensino fundamental, é importante o aluno saber de onde vem.

2. Perceber que nada é por acaso, ha um fundamento por tras de tudo, na matematica as
coisas nao surgem do nada.

3. No ensino fundamental é necessario mostrar basicamente que todo contelldo matematico

tem uma raz&o e o0 motivo de sua existéncia.

Mostrar a eles que as férmulas tém um porqué, que ndo surgiu do nada.

Participar do processo de constru¢cdo do resultado, ao invés de admitirmos como

verdade de maneira imediata. Tornar os alunos mais curiosos.

SN

O Quadro 10 ainda revela que 12 alunos acreditam que o papel das provas e
demonstragdes no ensino fundamental é aumentar os conhecimentos, desenvolver o raciocinio

I6gico dos alunos, como podemos observar nas seguintes declaragdes:
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Ajuda a compreender o meio em que vive e melhora o raciocinio logico.
Ajuda a entender melhor os contetudos matematicos.

Possibilita a construcéo do raciocinio do aluno.

Para aprimorar os conhecimentos e trabalhar o raciocinio l6gico.

©ooNe

Um aluno aparentemente fez referéncia a importancia do processo de demonstracdo
na resolugdo de problemas, ao responder: “Saber aplicar as definicdes e teoremas em casos
particulares. Proporcionar ao aluno construir seu proprio conhecimento, achando por si s6
maneiras mais simples de resolugdo”. Segundo Hanna e Barbeau (2008), mais importante que
permitir verificar ou explicar, o processo de demonstracéo fornece novos métodos, estratégias
e conceitos que permitem resolver problemas.

Percebemos que quatro respondentes ndo Vvém importancia em ensinar
demonstragOes no ensino fundamental. Esses licenciandos fazem uso da demonstragdo como
recurso exclusivamente técnico. N&o percebendo outra finalidade da prova matemaética a ndo
ser a de verificacdo, ndo veem motivo para que esta seja ensinada no ensino basico, como

pode ser observado nas seguintes declaragdes:

1. Na minha formacéo ela é muito importante, pois € o que mais utilizamos em muitas
disciplinas, mas para o aluno é algo dificil, e muitos nem sabem o que significa
demonstrar.

Acho desnecessario demonstrar e provar no ensino fundamental.

3. Na&o vejo importancia para o fundamental. Vejo para o graduando.

N

Em relacédo a essas afirmacdes, concordamos com De Villiers (2001) quando indica
que € preciso discutir outras fungdes da demonstracdo, como a funcdo de explicacao, para que
professores e alunos sintam-se motivados a aprender e ensinar demonstracdo. Sendo a
demonstragdo praticada com a exclusiva fungdo de convencimento, muitos alunos e
professores ndo percebem a necessidade de demonstrar uma vez que, na maioria das vezes, ja
estamos seguros da validade de um teorema quando partimos para prova-lo. Ao buscar o
porqué de o resultado ser verdadeiro, isto €, a demonstracdo com a funcédo de explicacdo, pode
despertar no professor e no aluno um sentido para sua préatica.

Investigamos as concepcdes dos licenciandos com relacdo ao método dedutivo, seus
elementos e a importancia que atribuem a esse método e as provas e demonstracdes.
Constatamos que esses alunos tiveram o primeiro contato com a demonstracdo durante
graduacdo; utilizam o método dedutivo nas aulas de geometria, mas ndo estdo certos de seu
significado e de sua relevancia. Ha indicios de que esses alunos utilizam a demonstracao

exclusivamente como ferramenta de validacdo, o que justifica o fato de ndo diferenciarem o
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significado dos termos ‘prova’ e ‘demonstragdo’, uma vez que no @mbito da matematica estes
sdo sinbnimos, embora ndo o sejam no da educagdo matematica.

Na segunda parte do questionario, buscamos investigar aspectos da utilizacdo do
método dedutivo e da pratica da demonstragéo.

Almouloud (2012) focalizou as dificuldades vivenciadas por professores do ensino
bésico em identificarem se uma proposi¢do corresponde ou ndo a um teorema reciproco, além
de investigar habilidade destes em distinguirem hipdtese e tese em uma afirmacao
matematica. O pesquisador também constatou que muitos alunos s6 reconhecem uma
afirmacdo como teorema se estiver redigida na forma ‘se..., entdo...”. Jahnke (2008) também
declara que mesmo alunos universitarios apresentam dificuldades em distinguir condicfes
necessarias e suficientes em um teorema.

A fim de analisarmos o grau de dificuldade apresentado pelos licenciandos nos
aspectos assinalados, solicitamos na questdo 12 que destacassem a hipotese e a tese em dois

teoremas, apenas um dos quais estava redigido na forma ‘se..., entdo...".

Questao 12: Destaque a(s) hipdtese(s) e a tese de cada proposicao.
I) Seum triangulo é isdsceles, entdo ele possui dois angulos congruentes.

I) Retas distintas coplanares, perpendiculares a uma terceira, ndo se encontram.

Observamos que os alunos tiveram melhor desempenho ao identificar hipotese e tese
de um teorema quando este foi apresentado na forma ‘se..., entdo...’. Esse resultado, ja
observado em nossa experiéncia docente, corrobora o de pesquisas como a de Almouloud,
Silva e Fusco (2012).

Solicitamos também, na questdo 13, que os alunos enunciassem o reciproco de um

teorema dado, sendo um expresso na forma ‘se..., entdo...” e outro nao.

Questao 13: Enuncie o teorema reciproco dos enunciados abaixo.
I) Dado um quadrilatero em que ambos os pares de lados opostos sdo congruentes, entdo
esse quadrilatero é um paralelogramo.

I1) Em um losango, as diagonais sao perpendiculares e se bisseccionam.

Mais uma vez, o desempenho dos alunos foi melhor quando o teorema foi enunciado

na forma ‘se..., entdo...’.
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Na questdo 14 visamos identificar se, dada uma caixa de ferramentas®, os alunos
seriam capazes de produzir uma demonstracdo. Buscou-se investigar se eles:
e identificariam a hipdtese e a tese do teorema;
e cefetuariam as mudancas de representacdo no registro da lingua natural para a
representacdo no registro simbdlico e figural.

e redigiriam corretamente a demonstragdo em lingua natural.

Questao 14: Conhecendo:

e teorema das paralelas cortadas por uma transversal;
e Casos de congruéncia de triangulos;

e definicOes de paralelogramo e de losango;

demonstre que todo losango é paralelogramo.

Apresentamos a seguir as expectativas que haviamos formulado para as respostas a
essa questao:

1. Espera-se que o aluno demonstre o0 teorema corretamente partindo das seguintes acoes:

e Fazendo a conversdo da representacdo no registro da lingua natural para o registro

figural, como representado na Figura 4.

Figura 4. Representacdo de apoio as expectativas sobre a questédo 14.

W

Fonte: Dados da pesquisa.

e Destacando hipétese e tese:

Hipétese: ABCD é um losango, entdo AB=BC= CD=DA
Tese: ABCD é um paralelogramo,istoé, =~ AB//CD e AD//BC

e Considerar as duas correspondéncias possiveis entre os vértices A, B, Ce A, D, C:

® Nos referimos a caixa de ferramentas no sentido introduzido por Mello (1999)
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Ao A Ao C
BeoD e B« D
CeC Ceo A

e Utilizar o caso lado-lado-lado (LLL) de congruéncia de triangulos para mostrar as
duas congruéncias entre os tridngulos ABC e CDA definidas pelas duas
correspondéncias acima. Desse modo, concluir que R =y=7Z=W.

e Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e concluir, a partir do
fato que R =9 e Z= W, que AB//CD e AD//BC.

e Redigir a demonstragéo.

2. E provavel que o aluno utilize a propriedade dos angulos da base do tridngulo isosceles e
a congruéncia entre os triangulos ABC e CDA para mostrar que X=y=Z=Ww e concluir
que ha paralelismo entre os lados.

3. Outra possibilidade é que o aluno utilize propriedades do losango que ndo pertencem a
caixa de ferramenta, como:

e adiagonal AC divide os angulos A e C em angulos congruentes;

e 0s angulos opostos do losango sdo congruentes;

e as diagonais de um losango interceptam-se no ponto médio.

Caso consiga provar que = y=z=Ww, 0 aluno pode ainda ndo usar corretamente o
teorema das paralelas, uma vez que é comum no ensino basico o uso desse teorema apenas
quando formulado como: “Duas retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos
alternos internos congruentes”. No entanto, os alunos tém dificuldade em utilizar a
formulagdo reciproca: “Se duas retas cortadas por uma transversal formam angulos alternos
internos congruentes, entdo essas retas sao paralelas”. Vejamos os resultados da questdo 14:

Dos 45 respondentes, apenas 14 apresentaram respostas escritas, das quais
selecionamos aquelas que continham algum esboco de solucdo. Estabelecemos os seguintes
indicadores para analise:

e Efetuou a conversdo da representacao do registro da lingua natural para o registro figural?

e Destacou hipotese e tese?

e Utilizou corretamente as defini¢des de losango e paralelogramo?

e Mostrou que X =y =z = W? De que forma?

e Mostrou gque os lados do losango séo paralelos? De que forma?

e Redigiu corretamente a demonstracéo?

Dos 14 alunos que ofereceram respostas escritas, 13 efetuaram a conversdao da

representacdo do registro da lingua natural para o registro figural. Destes, 10 tracaram as duas
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diagonais do losango, um indicou simbolicamente que estas se interceptam no ponto médio de
ambas e seis indicaram que as diagonais sdo perpendiculares. Evidenciaram no registro figural
o0 provavel uso de propriedades que ndo pertencem a caixa de ferramentas. Apenas um aluno
fez a representacdo no registro figural esperada, porém sem dar continuidade a questdo. Esses
alunos ja utilizaram propriedades do paralelogramo que ndo pertencem a caixa de
ferramentas. Dos 14 que apresentaram algum esboco de solucdo, apenas dois destacaram
hipdtese e tese e apenas um o fez corretamente. Os demais ndo deram continuidade a resposta
ou empreenderam a demonstracdo sem destacar esses elementos. Apenas seis alunos deram

continuidade a resposta. Vamos analisar o desenvolvimento de cada um deles.
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Figura 5. Resposta do aluno | & questdo 14°.

’\”-Y\%(_m G ""‘Qw«c\ gro rY"?

Fonte: Dados da pesquisa.

Na Figura 5 podemos observar que o aluno | destacou corretamente a hipétese e a
tese do problema, embora este ndo estivesse enunciado na forma ‘se..., entdo...”. Efetuou a
conversao da representacao no registro da lingua natural para o figural e mostrou conhecer a
definicdo de losango como quadrilatero de lados congruentes. Esse aluno, embora tenha

fracionado o losango em quatro tridngulos, mostrou utilizar outra reconfiguracdo ao

°  Transcricio:

H: ABCD é losango

T: ABCD é paralelogramo

Seja o losango ABCD, AC e BD sio diagonais; O é a intersecdo entre AC e BD; AABD, ABCD séo
congruentes: DB comum; AB = AD e BC = CD (defini¢ao de losango)

Assim DAB = DCB

Temos um quadrilatero com angulos opostos iguais que sdo ligados pelas diagonais, diagonais que séo

perpendiculares, mantendo uma estrutura rigida. Os dois outros angulos opostos sdo iguais e temos um
quadrilatero em que os &ngulos opostos sdo iguais e 0s lados sao iguais.
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demonstrar que os triangulos ABD e BCD s&o congruentes. Utilizou corretamente a
congruéncia de triangulos para mostrar que os angulos opostos de ABCD s&o congruentes.
Apesar de ndo concluir que ABCD é um paralelogramo, o aluno finalizou afirmando que
ABCD apresenta angulos opostos congruentes, condicdo para que um quadrilatero seja
paralelogramo. Além disso, por meio de representacdo figural e discursiva, evidenciou
conhecer outras propriedades do losango, como a perpendicularidade entre as diagonais. A
resposta evidenciou que o aluno conhece os significados de hipotese e tese, bem como a
definicdo de losango e algumas de suas propriedades. A analise da demonstracdo efetuada por
esse aluno evidencia que a restricdo imposta pela caixa de ferramentas talvez tenha sido um
obstéaculo a finalizacdo de sua demonstracéo.

O aluno I, por sua vez, converteu o problema a representacdo no registro figural e
efetuou uma reconfiguracdo que julgou conveniente para realizar sua demonstracdo, como
pode observado na Figura 6. Cabe observar que esse aluno ndo destacou a hip6tese e a tese do
problema.

O aluno evidenciou conhecer que o losango possui lados congruentes, ao escrever
“considerando o losango de vértices ABCD e lado [” embora ndo tenha representado
corretamente os veértices do losango. Além disso, tomou como hip6tese o paralelismo entre
dois lados do losango e afirmou que, em caso contrario, este deixaria de ter os lados
congruentes. Admitindo esta hip6tese e o teorema das paralelas, mostrou a congruéncia dos
triangulos ABM e CDM e, ao escrever “Andlogo BMC = AMD, dai concluimos que AB//CD”,
sinalizou a necessidade de mostrar também a congruéncia dos triangulos BMC e AMD,
embora ndo deixando claro sob quais hipdteses. Embora tenha demonstrado corretamente a
congruéncia dos triangulos ABM e CDM, as hipoteses consideradas ja tornariam o losango um
paralelogramo.

A andlise da producdo desse aluno nos permite inferir que ele mostra conhecer a
definicdo de paralelogramo, ao evidenciar a necessidade de mostrar que os lados opostos do
losango séo paralelos para que este seja um paralelogramo. Mostra também o conhecimento
de algumas propriedades do losango, como a de diagonais que se interceptam no ponto médio
de ambas, porém ndo articulou corretamente as propriedades e defini¢cGes relacionadas ao

problema de modo a obter éxito na demonstracao.
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Figura 6. Resposta do aluno Il a questéo 14.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O uso das congruéncias e do teorema das paralelas pode estar evidenciando mais

uma vez que as propriedades fornecidas na caixa de ferramentas podem haver impedido o

aluno de tomar outros caminhos, constituindo-se em obstaculo a demonstracéo.

O aluno 1l (Figura 7) efetuou a conversdo para o registro figural e em sua

demonstracdo utilizou o registro simbdlico, mas ndo interpretou corretamente sua hipotese e

tomou como ponto de partida o paralelismo entre os lados, que é a tese a ser alcancada. 1sso

parece evidenciar ma interpretacdo dos dados do problema e equivoco na definicdo de

paralelogramo.

Como mostra a Figura 7, embora o aluno tenha utilizado equivocadamente uma

hipdtese, este optou por mostrar que os angulos opostos do losango sdo congruentes, para

concluir que este & um paralelogramo.
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Figura 7. Resposta do aluno 111 a questéo 14.

it

Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno IV (Figura 8) efetuou conversdo para o registro figural e construiu uma
reconfiguracdo coerente com a demonstracdo realizada. No entanto, ndo destacou hipdtese e

tese do problema e mostrou equivocos nas defini¢des de losango e paralelogramo.
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Figura 8. Resposta do aluno 1V a questao 14.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Embora tenha utilizado equivocadamente as defini¢cGes de losango e paralelogramo,

0 aluno mostrou conhecer propriedades do losango, como a de diagonais perpendiculares que

se interceptam no ponto médio de ambas, e organizou de forma légica as propriedades

utilizadas ao redigir a demonstracao.

A Figura 9, que apresenta a producdo do aluno V, que mostra que este efetuou a

converséo do problema para o registro figural e construiu reconfiguragdes que lhe permitiram

articular apreensdes perceptivas e conceituais. Podemos perceber que também utilizou

propriedades adicionais do losango para mostrar uma propriedade que o define, ou seja, para

mostrar a igualdade entre as medidas de seus lados, o aluno utilizou a perpendicularidade de

suas diagonais.
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Figura 9. Resposta do aluno V a questéo 14.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O aluno articulou corretamente propriedades do losango (diagonais que dividem o0s
angulos em angulos congruentes; diagonais perpendiculares e diagonais que se bisseccionam),
a congruéncia de triangulos, a transitividade da relacdo de congruéncia de triangulos e o
teorema das paralelas, associando esses elementos a uma reconfiguracdo conveniente para
mostrar o paralelismo entre os lados do losango e concluindo que o losango é um
paralelogramo.

Como mostra a Figura 10, o aluno VI ndo destacou hipdtese e tese do problema. A
figura representada na conversdo assemelha-se a um paralelogramo que ndo é losango.
Utilizou registro simbdlico para representar a congruéncia entre os lados e registro da lingua
natural para expressar o paralelismo: “AD = BC (pois em um losango os lados sdo
paralelos)”. Este registro evidencia um equivoco entre congruéncia e paralelismo e entre as
definigOes de paralelogramo e losango.
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Figura 10. Resposta do aluno VI a questéo 14.
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Fonte: Dados da pesquisa.

ConclusGes sobre a questdo 14

Dos 45 respondentes, 39 ndo responderam a questdo 14. A grande quantidade de
alunos que n&o respondeu esta questdo nos leva a inferir que estes alunos dispunham de pouco
conhecimento sobre alguns contedos de geometria, especialmente sobre os processos de
prova e demonstracéo.

Previamos que os alunos utilizariam propriedades adicionais ndo incluidas na caixa
de ferramentas, por ndo havermos explicitado que apenas estas poderiam ser usadas, como as
propriedades do tridngulo isosceles e a congruéncia dos triangulos ABC e ACD, como mostra
a Figura 11.
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Figura 11. Representacao de apoio as expectativas sobre a questao 14.

W

Fonte: Dados da pesquisa.

Eles utilizaram propriedades que sdo consequéncias da definicdo de paralelogramo,
mesmo sem saber ainda que o losango era um paralelogramo — ou seja, utilizaram a tese para
provar a propria tese, o que Ordem (2015) cita em seu estudo como “argumento circular”. Isto
evidencia a fragilidade dos alunos em relacdo as propriedades do paralelogramo e dificuldade
em articular os argumentos na elaboracdo da demonstragdo. Observamos também que estes
alunos apresentam problemas na interpretacdo das hipoteses de um teorema levando-os a uma
representacdo figural inadequada. Outra evidéncia foi 0 mau uso da escolha do fracionamento.
O fracionamento feito nem sempre foi o utilizado na demonstracdo. Com relacdo a
configuracdo utilizada, percebemos que os alunos que responderam a tarefa de demonstracéo,
que estes ndo conseguiram articular as apreensdes figural e conceitual necessarias para
produzir a demonstracéao.

A quantidade e qualidade das producOes apresentadas na tarefa de demonstragéo nos
ddo indicios de que estes alunos apresentam dificuldades relacionadas a conceitos e
propriedades geométricas, bem como dificuldade em utilizar argumentos validos, em
manipular as hipdteses e teses do problema, organizar logicamente os argumentos e concluir
um raciocinio corretamente. Este resultado se assemelha ao obtido por Ordem (2015),
apresentado em nossa revisdo de literatura. O autor constatou nas producfes dos alunos
investigados, inseguranca e falta de dominio de regras basicas da demonstracdo e dos

conceitos basicos de geometria plana.

Reflexdes da analise do questionario

Nesse topico buscamos conhecer as concepgdes dos alunos investigados sobre provas
e demonstracdo em matemaética a fim de obter subsidios para a construcdo e andlise das

situacOes de ensino que serdo utilizadas em nossa engenharia.
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Os resultados observados na anélise do questionario assemelham-se aos encontrados

por Ordem (2015) e Jahn, Healy e Pitta Coelho (2007).

Diante da analise feita com base na revisdo de literatura observamos que:

1. Os alunos pesquisados foram envolvidos em tarefas que exigiam demonstracdo na
graduacdo, porém ndo com participagdo ativa na construcdo da mesma. Isto €, ha indicios
de que os alunos ndo foram envolvidos em tarefas que os permitissem construir
demonstracdes, indicando que a abordagem da demonstracdo vivenciada pelos mesmos
foi a reproducdo das demonstracbes encontradas nos livros ou apresentadas pelo
professor.

2. A maioria dos alunos, embora afirmasse conhecer o método dedutivo, ndo foi capaz de
defini-lo.

3. A maioria dos alunos investigados reconhece a importancia da demonstracdo, mas nao se
sente segura para ensina-la a seu futuro aluno e o principal motivo apresentado € a
dificuldade relacionada a prética da demonstracéo.

4. Os alunos que afirmam estar seguros para ensinar demonstracdo aos seus futuros alunos
indicam que buscardo apoio no livro didatico.

5. As respostas dos alunos indicam que para eles um bom livro é aquele que traz as
demonstragdes de forma detalhada, permitindo sua compreenséo.

6. A maioria dos alunos ndo reconhece diferenca entre demonstracdo e prova atribuindo a
prova a unica funcédo de validacéo.

7. As producdes apresentadas pelos alunos, ao responderem o problema proposto, apontam
dificuldades relacionadas a conceitos e propriedades geométricas, bem como dificuldade
em utilizar argumentos validos, em manipular as hipéteses e teses do problema, organizar

logicamente os argumentos e concluir um raciocinio corretamente.

Verificamos que em sua maioria os licenciandos pesquisados tiveram seu primeiro
contato com demonstragcdes na graduagdo, usando-a como ferramenta de validacdo. Para a
maioria desses alunos, o papel da demonstracdo se reduz ao de validar uma afirmacdo. A
maioria atribui a prova e demonstracdo o mesmo significado, o que € licito no &mbito da
matematica, mas ndo no da educacdo matemética. Dos 45 respondentes, apenas oito
sinalizaram em suas respostas que atribuem um carater pratico a prova, distinguindo-a da

demonstracéo.
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Embora pratiquem provas formais, os alunos demonstraram fragilidade no
desenvolvimento de uma prova e mostraram deficiéncias em articular propriedades e
conceitos geométricos.

Outro fato constatado € que, apesar de aprovarem os livros de geometria indicados
no programa da disciplina ‘Geometria plana’, os alunos ofereceram respostas que indicam que
a proposta didatica desses livros ndo lhes permite compreender as demonstracdes.

Os respondentes reconhecem a importancia da demonstracdo, mas ndo se sentem
preparados para ensinar esse recurso matematico a seus futuros alunos. Este fato esta
provavelmente associado a influéncia da pratica da demonstracdo vivenciada por esses
licenciandos.

Os resultados do questionario apontam para a importancia do livro na formacéo da
concepcao de provas e demonstracdes geométricas dos alunos, visto que héa indicios de que as
situacOes, envolvendo estes objetos, vivenciadas pelos mesmos, sdo reproducbes das
demonstragcfes apresentadas nos livros de geometria. Esta € mais uma razdo que nos leva a
querer conhecer as organizacOes didaticas e matematicas apresentadas nos livros utilizados

por estes alunos. E o que faremos no préximo topico.

3.2 Analise dos livros indicados nos cursos de licenciatura em
matematica

Os resultados observados na revisdo de literatura associados a nossa experiéncia nos
permitem afirmar que a abordagem do método dedutivo na graduacdo é feita no sentido
inverso em relacdo ao desenvolvimento desse método. Ha indicios de que ndo esta sendo
permitido ao aluno construir a demonstracdo a partir de uma motivagdo que possa provocar
sua descoberta. Diante dessa afirmacao, sentimos a necessidade de investigar de que forma os
livros de geometria, utilizados na licenciatura em matematica, estdo abordando as
demonstracoes.

Diante da anélise do questionario e de resultados de pesquisas (MAIOLI, 2001;
ORDEM, 2015), conjecturamos ainda que os alunos tém a concep¢do de provas e
demonstragdes influenciadas pelos livros de geometria utilizados na graduagéo.

Perante esses fatos e ainda pela necessidade de buscar inspiragéo para elaborar nossa

situacdo de ensino é que a anélise do livro se faz um dos objetivos deste trabalho.
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Portanto, nesta se¢do analisamos livros de geometria plana adotados em cursos de
licenciatura em matemaética. Especificamente, focalizamos as tarefas relativas a provas e
demonstragdes envolvendo o contetdo ‘quadrilateros’, nos livros selecionados.

Inicialmente justificamos a escolha do objeto matematico que serad explorado e a dos

livros que seréo analisados.

3.2.1 Nosso objeto matematico: o quadrilatero

Nossa pesquisa estd relacionada as dificuldades apresentadas por alunos de
licenciatura em matematica ao lidarem com demonstracbes geométricas. Para cumprir nosso
objetivo, foi necessario eleger um contetdo geométrico por intermédio do qual pudéssemos
abordar o tema pesquisado, fazer nossas analises e obter respostas para nossas indagacdes.

Buscamos um conteddo em que pudéssemos abordar de forma reflexiva as
caracteristicas de uma definicdo e as consequéncias da interpretacdo de um conceito, e que
também propiciasse a introducdo do método dedutivo. Desse modo, elegemos o conteido
‘quadrilateros’ por entendermos que este propicia um campo fértil para atingirmos nossos
objetivos. Além disso, as relacdes entre as propriedades dos quadrilateros permitem trabalhar
as demonstracOes e abordar diversos contetidos da geometria plana, tais como a congruéncia
de triangulos.

Fomos em busca de trabalhos que tinham os quadrilateros como objeto de pesquisa.
Selecionamos os estudos de Maioli (2001) e Silva (2007).

A pesquisa de Maioli (2001) visou contribuir com a formagdo de professores “tanto
no que se refere a aquisi¢do de contetdos, quanto no aprimoramento de conhecimentos que
venham a auxiliar os professores na elaboracéo de estratégias adequadas para o trabalho com
geometria em sala de aula”. A questdo que orientou esse estudo foi: “como trabalhar com
formacdo de professores de forma a contribuir com a aquisicdo de conteldos de geometria,
proporcionando ao professor conhecimentos didaticos inerentes a esses contetidos?”
(MAIOLI, 2001). A autora buscou fundamentacdo na teoria das situacfes didaticas, de
Brousseau, e nos registros de representacao semidtica, de Duval.

Maioli (2001) analisou trés colecdes de livros didaticos de 5.% a 8.% séries (atualmente
6.° a 9.° anos). Tomando como referéncia as recomendacdes dos PCN e as questdes
levantadas por Duval relacionadas as pesquisas sobre registros de representacdo semidtica, a
autora estabeleceu sete critérios para analise dos livros:

(Cy) — O autor apresenta os contetdos partindo de situagdes-problema?
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(Cy) — O autor apresenta atividades de construcdo geométrica?
(Ci) — As atividades permitem ao aluno fazer conjecturas?

(Civ) — As atividades envolvem demonstragdes?

(Cv) — O autor trabalha com diversos registros de representacéo?

(Cvn) — Qual definicao de trapézio é considerada?

A autora observou variacBes entre as definicdes de quadrilatero, embora todas
fossem coerentes com a defini¢do escolhida. Esse ponto merece destaque, uma vez que o livro
serve como principal apoio ao professor, e a ma interpretacdo de uma definicao, associada ao
uso de mais de um livro para elaboracdo de aulas, pode gerar erros conceituais por parte dos
professores.

Analisando as discussdes ocorridas durante uma oficina, Maioli (2001, p. 36) conclui
que “as atividades provocaram reflexdes sobre defini¢des, conjecturas, propriedades dos
quadrilateros, teoremas e demonstracfes, bem como ajudou os professores a descobrirem a
dificuldade que tém em utilizar diferentes registros de representacdo em geometria”.

O trabalho de Silva (2007), por sua vez, teve por objetivo envolver um grupo de
professores de matematica de uma mesma escola no desenvolvimento de uma sequéncia
didatica sobre quadrilateros e suas propriedades. A sequéncia desenvolvida foi baseada nos
trabalhos de Parsysz. A concepcgdo e 0s tipos de prova adotados provieram de Balacheff
(1988) e as fungdes de prova de De Villiers (2001). O objetivo da sequéncia foi o de focar e
demonstrar ou provar as propriedades dos quadrilateros. Para o desenvolvimento de algumas
atividades utilizou-se o programa Cabri-Géometre, visando proporcionar condi¢cdes para que
se pudesse desenvolver, de modo indutivo e dedutivo, a prova solicitada em cada atividade.

Silva (2007) concluiu que os professores do grupo pesquisado ndo tinham
familiaridade com provas e acreditavam que seus alunos s6 compreenderiam provas
pragmaticas.

A definicdo de quadrilatero é apresentada na educacéo basica nas primeiras séries do
ensino fundamental, no sexto ano é desenvolvida sua sistematizacdo, no oitavo, propde-se a
demonstracfes das propriedades dos quadrilateros. Espera-se que no ensino médio os alunos
ja dominem este topico. No entanto, a literatura nos mostra, a analise do questionario e a
nossa experiéncia confirmam, que os alunos de licenciatura em matematica apresentam
problemas conceituais relativos a quadrilateros, dificuldades em sua identificacdo e no

estabelecimento de relagdes entre os quadrilateros notaveis.
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Compreendendo a importéncia da defini¢cdo para o desenvolvimento do pensamento
geomeétrico, acreditamos que é imprescindivel que em nossa sequéncia sejam contempladas
tarefas relacionadas as defini¢des dos quadrilateros.

Diante dos argumentos apresentados, cabe aqui abrirmos espacgo para apresentarmos
diferentes definicGes de quadrilateros notaveis, propostas ao longo da historia por alguns
matematicos, e as variacdes que a definicdo de trapézio e trapézio isosceles pode adquirir.
Nossa exposicdo se baseard em dois artigos de Vicenzo Bongiovanni (BONGIOVANNI,
2004; 2010).

No primeiro, Bongiovanni (2004) apresenta quatro definicdes distintas para
quadrilateros notdveis, as quais admitem relacdes distintas entre si, dependendo da
classificacdo adotada. As classificacdes apresentadas pelo autor provém de Euclides,
Legendre e Hadamard:

No livro | de Os elementos, Euclides define “figura quadrilatera” como sendo aquela
“contida por quatro linhas retas”, e assim define 0s quadrilateros notaveis:

e Quadrado: figura quadrilatera de quatro lados iguais com angulos retos.

e Oblongo (retangulo): figura quadrilatera com angulos retos, mas que ndo tem quatro
lados iguais.

e Rombo (losango): figura quadrilatera com quatro lados iguais, mas ndo com angulos
retos.

e Romboide (paralelogramo): figura quadrilatera que tem lados e angulos opostos iguais

entre si, mas ndo tem quatro lados iguais nem angulos retos.

Na defini¢do de Euclides, o conjunto formado por cada classe de quadrilatero notavel
é disjunto.

Segundo Bongiovanni (2004), a classificacdo de Legendre é mais rigorosa € menos
intuitiva que a de Euclides.

Caracterizacdo dos quadrilateros segundo Legendre:
e O quadrado tem lados iguais e angulos retos.
e O retangulo tem angulos retos sem ter os lados iguais.
e O losango tem lados iguais sem que os angulos sejam retos.
e O paralelogramo tem lados opostos paralelos.

Pela definicdo de Legendre, o quadrado ndo é um retangulo e ndo é um losango,

porém todos eles sdo paralelogramos. Também podemos observar que os quadrilateros que
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Euclides chama de oblongo, rombo e romboide passaram a se denominar respectivamente
retdngulo, losango e paralelogramo.

Segundo Bongiovanni (2004), Hadamard caracterizou os quadrilateros notaveis de
maneira mais ampla:
e Quadrado é um quadrilatero que tem todos os lados iguais e todos os angulos iguais.
e Retangulo é um quadrilatero que tem todos os angulos iguais €, consequentemente, retos.
e Losango é um quadrilatero que tem os quatro lados iguais.

e Paralelogramo é um quadrilatero que tem os quatro lados paralelos dois a dois.

De acordo com a definicdo de Hadamard, um quadrado também ¢é retdngulo e
losango, ao passo que 0 quadrado, o retangulo e o losango sdo todos paralelogramos. A

caracterizacdo de Hadamard (Figura 12) é a que hoje consta nos livros didaticos.

Figura 12. Relacdes ente os quadrilateros, segundo Hadamard.

QUADRILATEROS

PARALELOGRAMOSE

QUADRADOS

Fonte: Dados da pesquisa.

Quanto a definicdo de trapézio, esta causa duvida até entre professores. Duas
defini¢cdes sdo consideradas:
e Trapézio é um quadrilatero em que dois lados opostos sdo paralelos;

e Trapézio é um quadrilatero em que exatamente dois lados opostos sdo paralelos.

Segundo a primeira definicdo, o paralelogramo é um trapézio, o que pode causar
duvidas em alunos e professores (MAIOLI, 2001; SILVA, 2007) pela énfase dada a
representacdo figural e ndo as propriedades do objeto. De modo geral, as representagdes de

trapézio que os livros didaticos trazem séo variagdes das que constam na Figura 13.
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Figura 13. Representacdes de trapézios habitualmente encontradas em livros didaticos.

(1) [2)
Fonte: Dados da pesquisa.

A depender da definicdo de trapézio adotada, € necessario haver coeréncia com as
demais definicdes adotadas e propriedades enunciadas. Um caso que pode gerar incoeréncia é
a definicdo de trapézio isésceles e de suas propriedades. Ao definir este tipo de trapézio como
sendo aquele que apresenta dois lados congruentes, ndo podemos assumir que os angulos de
suas bases e suas diagonais sejam congruentes, uma vez que o paralelogramo seria um
trapézio isosceles que ndo satisfaz tais propriedades. Bongiovanni (2010, p. 10) propGe uma
definicdo de trapézio isOsceles que seria coerente com as propriedades que ja estdo
incorporadas por alunos e professores: “Trapézio isdsceles é um trapézio que tem um Unico
par de lados opostos congruentes”. Ao assumir esta defini¢do, excluimos os paralelogramos
da lista dos trapézios isosceles.

Nos trabalhos de Maioli (2001) e Silva (2007), o objeto matematico ‘quadrilatero’
permitiu a abordagem de diferentes tipos de provas, uma vez que proporcionou condigdes
para propor conjecturas e enunciar e demonstrar teoremas, revelando-se assim um contetido
rico para a introdugdo do método dedutivo. Também as caracterizagbes dos quadrilateros
notaveis discutidas por Bongiovanni (2010) mostram como esse contetdo permite trabalhar as
implicacdes de uma interpretacdo equivocada de uma definicéo.

Diante dessas constatacfes, observamos que, do ponto de vista matematico, o
conteudo ‘quadrilateros’ permite explorar um numero significativo de propriedades
geométricas que possibilitam a resolucdo de diversos problemas. Viabiliza também a
resolucdo de problemas com o uso de régua e compasso, 0 gque possibilita o levantamento de
conjecturas. Além disso, favorece a exploracdo de teoremas, teoremas reciprocos,
demonstragdes e diferentes registros de representacdo. Assim, o quadrilatero é um objeto
matematico conveniente para dar continuidade a nosso estudo.

Diante do que foi abordado neste topico, observamos a relevancia de contemplar em

nossa organizacdo didatica, atividades que envolvam a definicdo de quadrilateros, uma vez
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que ela influencia na sua classificagéo, enfatizando a importancia de se manter coerente com a

definicéo escolhida.

3.2.2 Os livros de geometria plana indicados nos cursos de licenciatura em
matematica: definindo nossa escolha

Nossa pesquisa focaliza o aluno do curso de licenciatura ndo s6 como futuro
professor, mas também como aluno, com suas dificuldades e limitacdes. Na graduacdo, o
livro, além de apoiar o professor no preparo de suas aulas, torna-se um dos principais apoios
do aluno.

As opinides dos respondentes dao indicios de que o livro adotado no curso de
licenciatura pesquisado ndo estd cumprindo seu papel de apoiar o aluno e que estes
influenciam na concepcdo de provas e demonstracdes. Portanto, pretendemos fazer uma
andlise da organizacdo praxeoldgica do objeto quadrilatero a fim de investigar de que forma
sdo abordadas as demonstracBes nos livros de geometria plana utilizados nos cursos de
licenciatura em matematica.

Para nortear nossa investigacdo, levantamos algumas questdes: De que forma os
livros de geometria plana, utilizados nos cursos de licenciatura em matematica, estdo
abordando as demonstracdes relativamente ao tépico ‘quadrilateros’? As tarefas propostas nos
livros de geometria plana, utilizados nos cursos de licenciatura, tém potencial para motivar 0s
alunos a fazer descobertas e propiciar a estes vivenciar momentos de acgdo, formulagéo e
validagdo? As tarefas propostas nos livros de geometria plana, utilizados nos cursos de
licenciatura, tm potencial para induzir os alunos a pensar sobre a figura, fazer conversdes
entre representacbes de diferentes registros e evoluir da apreensdo perceptiva para a
discursiva?

A fim de responder as questdes propostas faremos um estudo das organizacgdes
praxeoldgicas propostas por autores de livros de geometria, indicados aos cursos de
licenciatura de universidades brasileiras, relativamente ao conteudo quadrilatero a luz da
teoria antropoldgica do didatico, teoria dos registros de representacdo semidtica e teoria das
situacOes didaticas e dos niveis de prova propostos por Balacheff (1988).

Para cobrir todas as regides brasileiras nesse levantamento, consultamos os projetos
pedagdgicos disponiveis nos sitios de 21 universidades (Apéndice B).

As referéncias selecionadas correspondem as disciplinas que contemplam o0s

conteudos de geometria plana. Nos programas analisados, nem sempre 0 componente aparece



108

com esse nome. Observamos que entre as referéncias constam também livros de Histdria da
matematica, constru¢Ges geométricas, artigos e revistas.

Nas referéncias que aparecem mais de uma vez, optamos por indicar o ano da mais
atual. Dos 20 programas analisados, constatamos que estas trés obras receberam nimeros
expressivos de:

e BARBOSA, J.L.M. Geometria euclidiana plana. 8 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2006. (14
indicacdes; doravante designado LG1.)

e DOLCE, O.; POMPEO, J.N. Fundamentos de matematica elementar: geometria plana. 7
ed. Sdo Paulo: Atual, 2009. v. 9. (12 indicacdes; doravante designado LG2.)

e REZENDE, E.Q.; QUEIROZ, M.L.B. Geometria euclidiana plana e construgdes

geomeétricas. Campinas: Unicamp, 2008. (10 indicacGes; doravante designado LG3.)

A frequéncia das indicacdes e o fato de serem obras especificamente voltadas a

geometria plana nos levaram a escolhé-las para anélise.

3.2.3 Analise dos livros selecionados

Iniciaremos este topico identificando o publico ao qual, segundo seus autores, 0s
livros selecionados se destinam.

Barbosa (2006) propbe-se a fazer uma apresentacdo axiomatica da geometria e indica
seu livro (LG1) para alunos de licenciatura em matematica, explicando que seu objetivo € dar
ao futuro professor uma visdao mais ampla daquilo que ird futuramente ensinar. O autor
esclarece ndo estar propondo que o futuro professor adote 0 mesmo tipo de apresentacao
quando estiver lecionando na educacéo basica.

Dolce e Pompeo (2009) expdem que seu livro (LG2) se destina a alunos do ensino
médio, visando prepara-los para exames vestibulares, ou a universitarios, a titulo de reviséo
dos conteudos do ensino médio.

Rezende e Queiroz (2008) indicam seu livro (LG3) a alunos e professores em cursos
de especializacdo e graduacdo em matematica ou areas afins, bem como a professores de
matematica de outros niveis de ensino. Acrescentam que esperam proporcionar ao leitor maior
facilidade em organizar raciocinios e construir argumentacdes ldgicas.

Note-se que apenas um autor indica sua obra especialmente para alunos de
licenciatura em matematica.

O livro LG1 ¢ estruturado em 11 capitulos e o conteudo ‘quadrilateros’ ¢ abordado

no Capitulo 6, intitulado “O axioma das paralelas”. Ao final de cada capitulo ¢ proposta uma
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série de exercicios e de problemas, seguidos de um texto que o autor chama de “Comentario”.
O final do livro traz uma secdo de exercicios intitulada “Revisdo e aprofundamento”.

O livro LG2 ¢ estruturado em 19 capitulos e o conteudo ‘quadrilateros’ ¢ abordado
no capitulo VII, intitulado “Quadrilateros notaveis”. O volume traz quatro textos historicos de
autoria do professor Hygino Domingues em se¢des denominadas “Leitura”, localizadas apos
os capitulos 1V, VIII, XII e XVI. Os textos focalizam os seguintes temas:

e Euclides e a geometria dedutiva;

e Papus: o epilogo da geometria grega;

e Legendre: por uma geometria rigorosa e didatica;
e Hilbert e a formalizagdo da geometria.

Ao final de cada contelido é apresentada uma série de exercicios, alguns dos quais
sdo resolvidos pelos autores. No final do livro é disponibilizada uma lista de testes de
vestibular, organizada por contetdo. O autor ndo explicita detalhadamente a estrutura de cada
volume.

O livro LG3 é estruturado em 14 capitulos, sendo que sete abordam os contetdos de
geometria plana euclidiana e os demais se destinam as construcdes geométricas. O conteido
‘quadrilateros’ ¢ apresentado no capitulo 4, intitulado “O postulado das paralelas e a
geometria euclidiana”. Ao final de cada capitulo ¢ apresentada uma se¢do denominada “Nota

historica”, seguida de uma série de exercicios propostos.

Analise das organizacGes matematicas e didaticas dos livros selecionados

A luz da teoria antropolégica do didético, analisamos esses livros em termos de
tarefa, técnica e bloco tedrico-tecnoldgico, investigando como o0s autores apresentam o
método dedutivo e seus termos proprios e como é feito o estudo dos quadrilateros, tendo
como foco as definicdes e as demonstragdes.

Formulamos cinco questdes que dardo origem as tarefas com suas respectivas
técnicas, que por sua vez serdo justificadas por um bloco tedrico-tecnoldgico. Serdo
abordados dois tipos de tarefas: as relacionadas ao estudo tedrico dos quadrilateros (que sao
tarefas direcionadas ao professor) e tarefas relacionadas a aplicacdo das propriedades (tarefas
direcionadas ao aluno).

Neste topico utilizaremos as seguintes notagdes relacionadas a praxeologia:

e Qj: questdo i;

e T;Q;: tarefa i referente a questdo j;
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o #(T;Q;): técnica k, referente a tarefa i da questéo j;

e [0/G];: discurso tecnologico-tedrico referente a questéo i.

Nas justificativas matematicas apresentadas neste e nos proximos topicos,

utilizaremos também as notagdes AB, para representar o segmento de reta de extremos A e B;
AB, para representar a medida do segmento AB; AB, para representar a semirreta de origem A

e que contém o ponto B; AOB, para representar o angulo de vértice O e lados OA e OB; e
med(AOB), para representar a medida desse angulo. Quando n&o houver risco de confus&o,

representaremos o angulo AOB simplificadamente por O.

Anélise das tarefas voltadas ao professor

Questado 1 (Qy): Como o autor aborda o método dedutivo e seus termos proprios?

T1Q1: Explicar o que vem a ser o método dedutivo.

t1(T1Q1): abordagem histérica.

t2(T1Q1): abordagem direta, sem utilizar a histéria.

T,Q1: Explicar o significado das seguintes nocdes: postulado, axioma, teorema, prova,
demonstracao, hipotese, tese, reciproca.

t1(T2Q1): Levantamento sobre a diferenciacdo das nogdes de postulado, axioma, teorema,
prova, demonstracado, hipétese, tese e reciproca.

T3Qq: ldentificar se ha utilizacdo das seguintes nocdes: postulado, axioma, teorema,
prova, demonstracdo, hipdtese, tese, reciproca.

t1(T3Q1): Levantamento sobre a utilizagdo das nog¢des de postulado, axioma, teorema, prova,
demonstracdo, hipotese, tese e reciproca.

[6/@];: O discurso tedrico-tecnolégico associado as tarefas T:Q;, ToQ: e T3Q: € o texto
histdrico ou direto informando o que vem a ser 0 método dedutivo, esclarecendo quanto aos

termos préprios desse método e como estes sdo utilizados.

No Quadro 11, apresentamos uma sintese das tarefas referentes a Q1 realizadas pelos
autores de LG1, LG2 e LG3. O simbolo v" indica que os autores realizaram a tarefa ao menos

parcialmente.

Quadro 11. Sintese das tarefas realizadas pelos autores dos livros analisados, referentes
a questao 1.

LG1 LG2 LG3

| t1(T1Q1)
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Ty t2(T1Q1) v
T, t1(T2Q1) v v v
Ts t1(T3Q1) v v v

Fonte: Dados da pesquisa.

Em LG1, o autor inicia o estudo de geometria referindo-se a ‘ponto’, ‘reta’ e ‘plano’
como ‘figuras geométricas elementares’. Utiliza os termos ‘axioma’, ‘postulado’, ‘teorema’,
‘corolario’, ‘definicdo’, ‘demonstracdo’ e ‘prova’, bem como as expressdes ‘necessario e
suficiente’ e ‘se, e sO se’, e, a principio, ndo faz nenhum esclarecimento quanto ao método
dedutivo ou seus elementos.

No final do capitulo 1, no primeiro comentario, o autor explica 0 que vem a ser
‘método dedutivo’, comparando-0 a um jogo em que as pecas sdo as figuras geométricas
elementares e as regras sdo 0s axiomas. Associa a determinacdo das propriedades das figuras
geomeétricas, a que chama de ‘teorema’ ou ‘proposicao’, ao objetivo final do jogo.

O autor ndo utiliza texto historico ou texto direto para esclarecer o que vem a ser o
método dedutivo, mas faz uma comparagdo com um jogo e suas regras. Desse modo, a tarefa
foi realizada com a utilizacdo de uma técnica diferente das que foram propostas em t;(T:Q1) e
t2(T1Q1).

O comentario mencionado também informa que os teoremas ou proposicdes “devem
ser deduzidos por meio de raciocinio légico a partir dos axiomas fixados ou a partir de outras
propriedades ja estabelecidas” (LG1, p. 12). No entanto, o autor ndo deixa claro que essa
dedugao “por meio de raciocinios ldgicos” € o que ele associa ao termo ‘prova’ utilizado ao
demonstrar os teoremas. O autor faz uso do registro figural, enfatizando que a figura esta
sendo usada apenas como “um instrumento de ajuda a nossa intui¢cdo e linguagem” (LG1, p.
2).

Os autores de LG2, por sua vez, introduzem a geometria estabelecendo uma
distingdo entre nocdo primitiva e outros entes geométricos, que sdo apresentados mediante
defini¢bes. Tenta esclarecer os significados de ‘postulado’, ou ‘axioma’, chamando-os de
propriedades primitivas que sdo aceitas sem demonstracdo, e de ‘proposicao’, como sendo
uma propriedade aceita mediante demonstracéo. N&o esclarece, porém, o significado do termo
‘demonstracdo’ ou o que vem a ser 0 método dedutivo, embora faca referéncia a este na

leitura “Euclides e o método dedutivo” (Figura 14).
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Figura 14. Trecho da leitura “Euclides e a geometria dedutiva”.

Mas, sem divida, o forte dos Elementos ¢ a geometria. A partir
de cinco nog¢des comuns, cinco postulados especificos e algumas defi-
nigdes, centenas de teoremas (467 em toda a obra) sdo deduzidos, al-
guns de grande profundidade. Além de ser o mais antigo texto de ma-
temética na forma axiomatico-dedutiva a chegar a nossos dias, nele
Euclides foi muito feliz na escolha € no enunciado de seus postulados
basicos. E soube usi-los com proficiéncia. Assim; ndo é sem motivo
que os Elementos, por dois milénios, além de texto fundamental de
geometria, foi 0 modelo de boa matematica.

Fonte: LG2, p. 60.

Sdo utilizados em LG2 os termos ‘definicdo’, ‘postulado’, ‘teorema’ e
‘demonstracdo’, mas alguns resultados sdo enunciados e demonstrados sem que 0s termos
‘proposicdo’, ‘teorema’ ou ‘demonstracdo’ sejam explicitados. A Figura 15, que reproduz
trecho desse livro, mostra como é feita a demonstracdo da existéncia de retas concorrentes

sem que as palavras ‘prova’ ou ‘demonstracdo’ sejam explicitadas.

Figura 15. Demonstragao da existéncia de retas concorrentes.

10. Retas concorrentes
a) Definigdo
Duas retas sfio concorrentes se, ¢
somente se, elas 1ém wum dnico ponto
comum. \
rfs = |P
Usando o postuladoe da existéncia

b) Existéncia
{item 4), LOMEMOs uma reta £, um pon-

r
P
~.0 [
to Pemr (P € r) eum ponio ¢ fora
der (Q & 0. SP
5

Os pontos Pe 2 so distinuos, pois

um deles pertence a r e 0 oulro nio. / \

Usando o postulado da determinagdo (item 7a), consideremos a reta 5 de-
-
terminada pelos pontos Pe @ (s = PQ).

As relas r e £ sdo distintas, pois se coincidissem o ponto  cstaria cm r
(e ele foi construido lora de r), e 0 ponto P pertence as duas. Logo,

r ¢ 5 530 Cconcorrentes.

Fonte: LG2, p. 4-5.

Em LG2 o termo ‘teorema’ é utilizado apenas para resultados considerados
importantes para os autores, como teorema do triangulo isdsceles, teorema de Pitagoras,
teorema de Tales e outros. Os demais resultados sdo enunciados e demonstrados sem fazer

referéncia aos termos ‘teorema’ ou ‘demonstracdo’, como exemplificado na Figura 15. Essa
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pratica explica o fato de muitos alunos sO considerarem como teoremas oS que Vém
acompanhados de um nome contendo esse termo.

Em LG2 ndo sdo enunciados teoremas utilizando a expressao ‘se, e somente se’. Os
teoremas reciprocos sdo enunciados separadamente na forma ‘se, entdo’ e, na demonstracao,
0s autores destaca ‘hipdtese’ e ‘tese’. Somente apds a demonstracdo esclarecem que, neste
caso, a condicdo € necesséria e suficiente. A Figura 16 exemplifica a forma como os teoremas
reciprocos sdo abordados. (A demonstracdo completa do teorema encontra-se nas paginas 157
e 158 da obra.)

Figura 16. Propriedade dos quadrilateros circunscritiveis.

a) Se um guadrildters convexo é circunserito a uma circunferén-
cia, a soma de dois lados opostos ¢ ipual 4 soma dos outros dois.

Fipdtese ' Tese
ABCD circunscrito a h. = AB + CD = AD + BC

.. b) Sc num quadrilitero convexo a soma de dois lados opostos é
lguall a'soma dos outros dois, entao uquudrilﬁ.tcru é nrmnmm:l auma
circunfertncia.

Sendo ABCE um quadrildtcro convero,

Hipotese Tere

AB + CD = AD + BC = ABCD &circunscritivel a uma circunferéncia,

Uma condi¢io necessdria ¢ suficiente para um quadnlﬂmmnw—
a‘c/ :&mmarldvdummcukﬂndnéamdedﬂ;hdumtu
_~%ex igual & soma dos outros dais. .

Fonte: LG2 (p. 157-158)

Em LG3, a geometria € introduzida com ‘ponto’, ‘reta’ e ‘plano’ como termos
indefinidos. Na apresentacdo, as autoras explicam o que vém a ser ‘método dedutivo’ e
‘postulado’, ou ‘axioma’. No entanto, utilizam sem explicacdo o termo ‘demonstracdo’ para
esclarecer o significado do método dedutivo.

Sdo utilizados os termos ‘postulado’, ‘definicdo’, ‘teorema’, ‘lema’, ‘corolario’ e
‘demonstracdo’, mas ndo sdo oferecidas explicacOes desses termos.

Os trés livros tém estruturas semelhantes. Embora LG2 seja o Unico voltado ao
ensino médio, ndo traz explicacdo sobre 0 método dedutivo, embora dele faca uso. LG1 e
LG3 trazem alguma nocdo sobre esse metodo, o que pode motivar o leitor buscar

aprofundamento.
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Apenas LG1 tenta esclarecer o significado do termo ‘demonstracdo’, mas utiliza o
termo ‘prova’ ao demonstrar as propriedades enunciadas. Embora os empregue como
sinbnimos ao afirmar que os teoremas sao “deduzidos através da demonstragdo”, seria
coerente utilizar este termo Gltimo ao demonstrar as propriedades enunciadas.

As provas utilizadas nos trés livros sdo do tipo conceitual, o que era previsivel em
LG1 e LG3, uma vez que seus contelidos se destinam para 0 ensino superior.

Quanto aos registros de representacdo, nos trés livros sdo figurais, discursivos e
simbolicos, mas LG2 € o Unico a utiliza-los simultaneamente, em todas as definicdes,
postulados e propriedades. JA& LG1 e LG3 privilegiam os registros em lingua natural e
simbolicos. Para Duval (2011), a simultaneidade de registros figurais e em lingua natural é
fundamental para potencializar a aprendizagem.

Nenhum dos trés livros explorou o estudo das condi¢bes necessarias e suficientes.
Jahnke (2008) afirma que a distin¢do entre condi¢es necessarias e suficientes ndo e obvia
para os alunos, mesmo universitarios. Considera ainda que um nimero reduzido de exemplos
ndo é suficiente para ultrapassar essas dificuldades, uma vez que elas se encontram
enraizadas.

Outro aspecto que merece destaque é a axiomatica que os livros utilizam para
explorar medidas de segmentos. Em LG1, considera-se a nogao ‘estar entre’ como primitiva,
assim como Hilbert, mas usam-se nimeros reais para formalizar a no¢cdo de medidas de
segmentos, tomando como referéncia a obra de Pogorélov. LG3 segue os postulados de
Birkhoff, considerando a nocéo de ‘medida’ como primitiva e definindo a nogdo ‘estar entre’,
que utiliza a correspondéncia entre numeros reais e pontos de uma reta. LG2 adota a
axiomatica de Hilbert. Considera a nogdo ‘estar entre’ e ‘congruéncia’ como primitivas e
utiliza o postulado do transporte de segmento para introduzir o conceito de medida de
segmento.

Uma vez que estes trés livros sdo indicados simultaneamente em um grande nimero
de universidades, esse esclarecimento deve ser feito pelo professor, j& que os conceitos
envolvidos podem gerar confusdo no aluno. O exemplo apresentado acima presta-se também a

abrir uma discussao sobre as implicagdes da escolha de axiomaticas distintas.

Questdo 2 (Q2): Como sado introduzidos o conceito de quadrilateros e a soma de seus
angulos internos?

T1Q2: Apresentar a definicdo de quadrilatero e seus elementos.

t1(T1Q>): Utilizar o registro de representacdo em lingua natural.
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t2(T1Q2): Utilizar o registro de representacdo simbolico.

t3(T1Q-): Utilizar o registro de representacao figural.

T,Q2: Apresentar a soma dos angulos internos de um quadrilatero.

t1(T2Q>): Utilizar a triangulacdo do quadrilatero.

t2(T2Q-): Enunciar a propriedade sem demonstracao.

[6/G],: O discurso tedrico-tecnologico associado as tarefas T;Q, e T.Q, € a definicdo de
quadrilétero, a triangulacdo do quadrilatero (divisdo do quadrilatero em dois tridngulos por
meio de uma de suas diagonais), a soma dos angulos internos de um tridngulo e a soma dos

angulos internos de um quadrilatero.

As técnicas t1(T1Q2), 1(T1Q2) e t3(T1Q2) sé se distinguem pelo tipo de registro
utilizado. Para um aprendizado significativo, segundo Duval (2009a,b), devem-se mobilizar
simultaneamente ao menos dois registros de representacao.

Com relacdo a segunda tarefa, como LG1 e LG3 sdo voltados ao ensino superior,
acreditamos que ambos utilizem a técnica t1(T.Q2) que consiste em tracar a diagonal que parte
de um de seus vértices, dividindo o quadrilatero em dois triangulos, e utilizar o fato de que a
soma dos angulos internos de um triangulo € 180°. Por ser um resultado considerado
elementar, é provavel também a utilizacdo da técnica t,(T.Q2) que consiste em apenas

enunciar a propriedade. O Quadro 12 sumariza a anélise da questao 2.

Quadro 12. Andlise da questéo 2 (Q2).

LG1 LG2 LG3
t1(T1Q2) v v
Ty t(T1Q2) v v
t3(T1Q>2) v v
t1(T2Q>2)
T, t2(T2Q2) v v

Fonte: Dados da pesquisa.

Dos trés livros analisados, apenas LG1 ndo apresenta explicitamente a definicdo de
quadrilatero. Na se¢do destinada aos exercicios do Capitulo 3 (“Axiomas sobre medi¢cdo de
angulos”), ¢ apresentada a definicao de poligono (questao 30) e um quadro com os nomes dos
poligonos (questdo 35), incluindo o quadrilatero. Os demais livros explicitam a definig&o.

Maioli (2001) discute as implicacbes da ma interpretacdo de uma defini¢do e a
importancia de estudar suas caracteristicas, o que nos estimulou a estudar as caracteristicas de
cada definicdo apresentada nos livros analisados, a fim de evitar interpretacdes equivocadas

nas analises que se seguem.
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Ao analisar como a definicdo é proposta em cada um dos livros, observamos que
LG1 e LG3 utilizam a definigdo de poligono, uma vez que nessas duas obras esse conteldo
antecede o estudo dos quadrilateros. LG2, por sua vez, define quadrilatero utilizando a
reunido de segmentos.

Visto que em LGl a apresentacdo do objeto ‘quadrilatero’ ¢ atrelada a outros
poligonos, vamos analisar a definigdo de poligono considerada nesse volume.

Observamos na Figura 17 que em LG1 o poligono é definido como contorno, nédo
sendo especificado que os pontos (vertices do poligono) foram tomados todos em um mesmo
plano. Isso nos leva a concluir que o autor ndo excluiu a possibilidade de um poligono ndo
plano. Poderiamos entdo considerar que a defini¢do proposta pelo autor abrange quadrilateros
ndo planos, mas, analisando o livro em sua integra, detectamos uma questdo proposta em que
se solicita ao aluno discutir a seguinte afirmacdo: “Todo poligono separa o plano em duas
partes, uma limitada e outra ilimitada. (A parte limitada é referida como a regido limitada pelo
poligono, ou interior do poligono)” (LG1, p. 39). Embora o autor solicite a discussdo da
afirmacéo, faz-nos pensar que os poligonos definidos sdo planos. Seria, portanto, aconselhavel

deixar claro o tipo de poligono considerado.
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Figura 17. Definicdo de poligono apresentada em LG;.

18. Uma poligonal é uma figura formacla por uma seqiiéncia de
pontos A;, Az,..., A, e pelos segmentos A Az, AgAy, AsAg,
«vy Aa—1A,. Os pontos sio os véstices da poligonal e os
segmentos sio o0s seus dados. Desenhe a poligonal ABCD
sabendo que: AB = BC = CTD = 2em, ABC = 120° ¢
BCD = 100°.

19. Um polfgeno é uma poligonal em que ns soguintes 3 condicdes
sho satisfeitas: (a) A, = Ay, (b) os lados da poligonal se in-
terceptam somente em suas extremidades, (c) cada vértice &
extremidade de dols lados e (d) dois lados com mesma cx-
tremidade nio pertencem a uma mesma reta. Das 4 figuras,
abaixo, apenas duas sio poligonos. Determine quais sio elas.
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Um polfgona de vértices A,, Aoy Ay = Ay, serd repre-
aienlml() por A; Az Ay, ..., A,.. Ele tem n lados, n vértices e n7
angulos.

35. Polfgonos convexos recebem designagdes especiais.  Sio ns
seguintes ay designagdes dadas a estes poligonos do acordo
com seu ndmero de lados, até 10 lados

n* de lados | nome do poligono convexo
e :

R trinngulo

] quadrilitero

o pentigono

G hexdgono

o

‘

8

&

heptdgono
octégono
9 nonigono
10 decdigono

Dado um poligono convexo mostre que qualquer de suns dia-
gonnls sempro o divide em dois CONJUNLOS CONVeXOos.

Fonte: LG1 (p. 38, 41).

Em LG3, a definicdo é apresentada no capitulo destinado a quadrilateros, mas, tal
como em LG1, também esta associada a definicdo de poligono: “Um quadrilatero é um
poligono de quatro lados”, sem deixar claro se o poligono € plano.

Em LG2, o estudo de quadrilatero antecede o de poligono e por isso a definicdo do
primeiro ndo utiliza a do segundo, deixando, porém, claro que o quadrilatero € um contorno e
é plano (Figura 18). Observamos também que o autor utiliza simultaneamente trés registros de

representacéo.
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Figura 18. Defini¢do de quadrilatero em LG2.

95. * Sejam A, B, C e D quatro pontos de um mesmo plano, todos distintos
& trés ndo colineares. 5e o5 segmentos AB, BC, CD e DA interceptam-se apenas
nas extremnidades, a reunidio desses quatro segmentos € um quadrildiero.

ABCD comvexn ABED chncavo

Quadrilitero ABCD = ABCD = AB U BC U CD U DA
{ quadrilatero ¢ um poligono simples de quatro lados.

AB, BC, CD, DA sio os lados,
A =DAB, B = ABC, € = BED ¢ B = CDA sio os dngulos ¢
AC ¢ BD sio as diggongis do quadrilatero ABCD.

Fonte: LG2 (p. 99).

Quanto aos elementos dos quadrilateros (angulos, vértices, lados e diagonais), em
LG1 e LG3 sdo abordados no tépico referente a poligonos, embora apenas LG3 esclareca o
significado de lados e angulos opostos e consecutivos do quadrilatero. Esse esclarecimento se
faz necessario, uma vez que é requerido nas propriedades dos quadrilateros.

Com relacdo a T,(Q,), nenhuma das obras apresenta a demonstracdo. LG1 traz o
enunciado como um corolario da soma dos angulos internos do triangulo e propbe a
demonstracdo como exercicio. LG2 traz apenas o enunciado e LG3 ndo se refere a essa
propriedade, mas apresenta a soma dos angulos internos de um poligono qualquer.

As tarefas T1(Q,) e T2(Q2) tém por objetivo evidenciar a forma como o contetdo
‘quadrilateros’ foi introduzido em cada livro e qual foi a definicdo adotada. Observamos que,
especialmente nos livros indicados para a graduagdo, ‘quadrilateros’ foi abordado como um
conteudo ja conhecido pelos alunos e a demonstracdo da soma dos angulos internos foi
proposta como exercicio, supondo que os alunos estejam aptos a demonstra-la, ou deixada de

vez a cargo do professor.

Questao 3 (Q3): Como o autor classifica e define os diferentes tipos de quadrilateros?
T,Qs: Apresentar a classificacdo dos quadrilateros.

t1(T1Q3): Como um topico do contetido quadrilatero.

t2(T1Q3): Incluido na secéo de exercicios.

t3(T1Qs): Utilizando diferentes registros de representacao.
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t4(T1Qs): Utilizando diagrama.

T,Qs: Definir paralelogramo.

t1(T2Qs): Utilizando o paralelismo dos lados.

t2(T2Q3): Utilizando uma caracterizacdo do paralelogramo.

t3(T2Qs): Utilizando diferentes registros de representagéo.

T3Qs: Definir retangulo, losango e quadrado.

t1(T3Q3): Utilizando a definicdo de paralelogramo e congruéncia de lados e/ou angulos.
t2(T3Qs): Utilizando a congruéncia de lados e/ou angulos.

t3(T3Qs): Utilizando diferentes registros de representacgéo.

T4Qs: Definir trapézio.

t1(T4Q3): Utilizando apenas um par de lados paralelos.

t2(T4Q3): Utilizando um par de lados paralelos.

[6/G]s: O discurso tedrico-tecnoldgico associado as tarefas T1Qs, T2Qs e T3Qs consiste nas
definicdes de paralelogramo, retangulo, losango, quadrado e trapézio.

As tarefas T1Qs, T2Qs, T3Qs e T4Qsz visam observar como a classificacdo dos
quadrilateros € apresentada. As técnicas t1(T1Qs) e t2(T1Q3) prestam-se a apontar a forma com
gue os autores apresentam a classificacdo (se em um topico especifico ou na secdo de
exercicios) e, ainda, quais registros de representacdo semidtica sdo utilizados para essa
classificacdo. Com a técnica t4(T1Qs), verificamos se os autores utilizam diagramas para
relacionar os quadrilateros.

As técnicas t1(T2Q3) e t2(T2Qs) nos permitiram analisar se os autores utilizam as
caracterizaces do paralelogramo para defini-lo. Ao utilizar t;(T.Q3), o autor define
paralelogramo como o quadrilatero que possui os lados opostos paralelos; ao optar por
t2(T2Qs), utiliza uma caracterizacdo do paralelogramo para defini-lo — por exemplo: (a) um
quadrilatero convexo que tem dois lados opostos paralelos e congruentes € um paralelogramo;
(b) um quadrilatero cujas diagonais se interceptam em seus pontos médios é um
paralelogramo; (c) um quadrildtero que tem seus lados opostos congruentes é um
paralelogramo; (d) um quadrilatero que possui 0s angulos opostos congruentes é um
paralelogramo.

As técnicas t1(T3Q3) e t2(T3Qs) nos permitiram analisar se 0s autores descrevem
retdngulo, quadrado e losango utilizando condigdes minimas — por exemplo, se para definir
retdngulo, uma das seguintes definicbes foi adotada: (a) € um quadrilatero que tem seus

angulos congruentes; (b) é um paralelogramo que tem um angulo reto; (c) é um paralelogramo
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que tem dois lados consecutivos perpendiculares; (d) € um paralelogramo cujos angulos
consecutivos sdo congruentes.

O quadrado pode ser definido como sendo: (a) um retangulo em que os lados
consecutivos congruentes ou (b) um retangulo cujas diagonais sdo congruentes.

O losango pode ser definido como sendo: (a) um paralelogramo cujos lados
consecutivos sdo congruentes ou (b) um paralelogramo cujas diagonais séo perpendiculares.

Com a tarefa T4Q3 e as técnicas t1(T4Qs) e t2(T4Qs), verificamos se a definicédo
adotada para trapézio foi coerente com as propriedades abordadas pelos autores para esse
grupo de quadrilateros. Admitindo a técnica t;(T4Qs), 0 trapézio € o quadrilatero que possui
exatamente um par de lados paralelos (chamados bases, enquanto os outros dois séo os lados
ndo bases). Segundo a técnica ty(T4Qs), trapézio é o quadrilatero que possui um par de lados
paralelos; neste caso o paralelogramo é um trapézio, ou seja, o paralelogramo € um trapézio
isdsceles. Essa escolha solicita uma reestruturacdo da definicdo de trapézio isosceles ou de
suas propriedades. Caso contrario, ndo poderiamos mais admitir a propriedade que afirma que
os angulos da base de um trapézio isosceles sdo congruentes.

O Quadro 13 sumariza os resultados dessas tarefas.

Quadro 13. Analise referente da questédo 3 (Q3).

LG1 LG2 LG3

t1(T1Qs) v v
Ty t(T1Qs) v

t3(T1Qs) v v

t4(T1Qs)

t1(T2Qs) v v v
T2 t2(T2Q3)

t3(T2Qs) v v v

t1(T3Qs) v
T3 t2(T3Q3) v v

t3(T3Qx3) v v
Ta t1(T4Qs)

t2(T4Qs) v v v

Fonte: Dados da pesquisa.

Com relacdo a tarefa T1Q3, apenas LG1 apresenta a classificacdo dos quadrilateros na
secdo de exercicios, e o faz utilizando apenas um tipo de registro — o discursivo — para definir

esse poligono.
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LG2 e LG3 abordam o conteddo ‘quadrilateros’ na seg¢do destinada ao
desenvolvimento da teoria e utilizam mais de um registro para definir as classes de
quadrilateros, sendo que apenas LG2 utiliza simultaneamente os registros em lingua natural,
figural e simbdlico.

Nenhum dos autores utiliza diagramas para relacionar os quadrilateros de acordo
com suas propriedades.

Os trés livros definem paralelogramo como o quadrilatero que possui lados opostos
paralelos. Para representa-lo, utilizam o registro em lingua natural e o figural. Apenas LG2
representa este quadrilatero utilizando os trés registros simultaneamente.

Quanto a T3Qs, LG utiliza condigdes minimas para definir losango, retangulo e
quadrado e emprega 0s trés registros de representacao para definir esses quadrilateros. LG2
também utiliza condi¢cBes minimas, exceto para o losango, e faz uso apenas do registro em
lingua natural para definir esses quadrilateros. Apenas LG3 ndo utiliza condi¢gbes minimas
para definir retangulo, losango e quadrado, mas emprega a representacdo discursiva e a figural
em suas definicdes.

A tarefa T,4Q3 foi executada nos trés livros com a técnica t(T3Q3), ou seja, 0s trés
consideram que o paralelogramo é um trapézio. Ao analisar a definicéo de trapézio isdsceles,
observamos que nenhuma das trés obras recorre a alguma restricdo, o que indica que nas trés
o paralelogramo é um trapézio isésceles e, portanto, o retangulo, o losango e o quadrado
também estdo contidos no grupo dos trapézios isosceles.

No ambito da questdo 3, observamos mais uma vez que a forma como o conteudo
‘quadrilateros’ € abordado nos trés livros, especialmente LG1 e LG3, indica que os autores

esperam que seus leitores disponham de algum conhecimento prévio sobre esse objeto.

Questdo 4 (Q,): Como o autor aborda as propriedades dos quadrilateros?

Especialmente na questdo 4, subdividimos algumas tarefas em subtarefas, visto que
ndo existe apenas uma propriedade para cada grupo de quadrilateros. Representamos as
subtarefas referentes a tarefa T;Q; por T\;Qj: subtarefa k referente a tarefa i da questéo j. As
tarefas referentes as subtarefas TyiQj, por sua vez, foram representadas por t,(T«Q;), onde n, K,

i e j sdo naturais ndo nulos.

T1Q4: Apresentar as propriedades dos paralelogramos.
t1(T1Q4): Observacdo de propriedades que caracterizam o paralelogramo, validando-as com

demonstracoes.
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T11Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos opostos de um paralelogramo séo
congruentes e 0s consecutivos sdo suplementares.

t1(T11Qq): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e congruéncia de
triangulos (caso angulo-lado-angulo).

t2(T11Qq): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a transitividade da
igualdade.

t3(T12Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t4(T11Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T21Q4: Enunciar e demonstrar que o quadrildtero que possui angulos opostos
congruentes ou &ngulos consecutivos suplementares é um paralelogramo.

t1(T21Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a soma dos angulos
internos do quadrilatero.

t2(T21Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T21Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T31Q4: Enunciar e demonstrar que os lados opostos de um paralelogramo séo
congruentes.

t1(T31Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a congruéncia de
triangulos.

t2(T31Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T31Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T41Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero que possui lados opostos
congruentes é paralelogramo.

t1(T41Q4): Utilizar congruéncia de triangulos.

t2(T41Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T41Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T51Q4: Enunciar e demonstrar que em todo paralelogramo as diagonais interceptam-se
em seus respectivos pontos médios.

t1(Ts1Qq): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal, a propriedade dos
lados opostos do paralelogramo e a congruéncia de triangulos.

t2(T51Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T51Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T61Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero em que as diagonais se interceptam

em seus respectivos pontos médios é paralelogramo.
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t1(T61Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal, a propriedade dos
angulos opostos pelo vértice e a congruéncia de triangulos.

t2(T61Q4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T61Q4): Propor a propriedade como exercicio.

T71Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero convexo que possui dois lados
opostos paralelos e congruentes é um paralelogramo.

t1(T71Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a congruéncia de
triangulos.

t2(T71Qa4): Apenas enunciar a propriedade, sem demonstra-la.

t3(T71Q4): Propor a propriedade como exercicio

[6/©](T1Q4): O discurso tedrico-tecnoldgico associado a tarefa T1Q4 consiste em: teorema das
paralelas cortados por uma transversal, soma dos angulos internos de um quadrilatero,
congruéncia de triangulos, transitividade da relacdo de igualdade, definicdo de paralelogramo,
definicdo de diagonal, propriedades do paralelogramo, definicdo de ponto médio e

propriedade dos angulos opostos pelo vértice.

Utilizando as duas ultimas técnicas de cada subtarefa, o livro apenas enuncia a
propriedade, sendo que, utilizando a Gltima técnica, a demonstracdo da propriedade é proposta
como exercicio para o aluno.

Seguem-se as demonstracOes, efetuadas segundo as técnicas propostas para cada

subtarefa.

T11Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos opostos de um paralelogramo sdo
congruentes e 0s consecutivos sao suplementares.

As técnicas t1(T11Q4) e t2(T11Q4) se distinguem pelo fato de apenas a primeira utilizar
congruéncia de triangulos, embora as duas utilizem o teorema das paralelas. Seguem-se as

demonstracdes segundo cada técnica.

Demonstracéo segundo a técnica t;(T11Qa):
t1(T11Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e congruéncia de

tridangulos (caso angulo-lado-angulo) (Figura 19).
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Figura 19. Figura-suporte para a demonstracao de que os angulos opostos de um
paralelogramo sdo congruentes e 0s consecutivos sdo suplementares, segundo a técnica

t1(T11Qa).

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD eé paralelogramo

~

Tese:[Os angulos opostos sdo congruentes, isto é, A= CeD = B

Os angulos consecutivos sao suplementares, isto, é,

med(A) + med(D) = med(B) + med(C) = 180° e

med(A) + med(B ) = med(D) + med(C) = 180°
Demonstracéo:
A diagonal BD divide o paralelogramo ABCD em dois triangulos: ABD e BCD. Como o0s
lados opostos do paralelogramo sdo paralelos, pelo teorema das paralelas, £ = ADB =
DBC =wey = CDB = ABD = 2 (angulos alternos internos). Destas igualdades observamos
que med (ADC) = x +y = w + z = med(ABC). Logo, D = B.
Comparando os tridngulos ABD e BCD, tem-se: £ = w, BD lado comum e $ = 2. Pelo caso
angulo-lado-angulo de congruéncia de triangulos, esses triangulos sdo congruentes e,
portanto, A = C.
Ainda pelo teorema das paralelas, med (4) + med(D) = med(B ) + med (C) = 180°
e med(A) + med(B ) = med(D) + med(C) = 180°. Logo, os angulos consecutivos sio
suplementares.
Demonstracdo segundo a técnica ty(T11Q4):
t2(T11Q4): Utilizando o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a transitividade

da igualdade (Figura 20).
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Figura 20. Figura-suporte para a demonstracdo de que os angulos opostos de um
paralelogramo séo congruentes e 0s consecutivos sdo suplementares, segundo t;(T11Q4).

o C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipdtese: ABCD é paralelogramo
Tese:|A=C,B =D;

med (A) + med(ﬁ) = med(E ) + med (é) =180° e med(fi) + med(E) =
med(D) + med(C) = 180°
Demonstracao:
Como os lados opostos do paralelogramo séo paralelos, pelo teorema das paralelas, temos:
med(A) + med(B ) = 180° e med(B ) + med (C) = 180°. Dai segue-se que med(4) +
med(B ) = med(B ) + med (C) e, portanto, A = €. De modo analogo, mostra-se que B =
D.
Ainda pelo teorema das paralelas, med (A) + med(D) = med(B ) + med (C) = 180° e
med(A) + med(B ) = med(D) + med(C) = 180°. Logo, os &ngulos consecutivos s&o
suplementares.
T21Q4: Enunciar e demonstrar que o quadrilatero que possui angulos opostos
congruentes ou angulos consecutivos suplementares é um paralelogramo.
t1(T21Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a soma dos angulos
internos do quadrilatero (Figura 21).

Figura 21. Figura-suporte para a demonstracado da tarefa T»,Q, segundo a técnica
t2(T21Qua).

Fonte: Dados da pesquisa.
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Hipdtese: Os angulos opostos do quadrilatero ABCD s&o congruentes, isto é, A = C e B = D.

Tese: O quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

Demonstracao:

A= CeB =D =med(4)+med(B) =med(C) + med(D).

med(4) + med(B ) + med(C) + med(D) = 360°= 2[med(4) + med(B)] =

360° = med(A) + med(B) = 180°.

Se AD e BC sdo cortadas por uma transversal AB, sendo que A e B sdo suplementares, ent&o

AD e BC sio paralelas. De modo analogo, ABe CD sdo paralelas. Logo, ABCD é um

paralelogramo.

Mostramos que um quadrilatero que possui angulos opostos congruentes € um paralelogramo.

Vamos mostrar que um quadrilatero que possui angulos consecutivos suplementares ¢ um

paralelogramo.

Ainda considerando a Figura 21.

Hipdtese: Os angulos consecutivos do quadrilatero ABCD séo suplementares, ou seja:

med(/i) + med(g) = med(§) + med(é) = med(é) + med(ﬁ) = med(ﬁ) + med(fi)
= 180°

Tese: ABCD ¢ um paralelogramo.

Demonstracao:

Se med(/i) + med(ﬁ) = med(ﬁ) + med((f) = med(f) + med(D) = med(ﬁ) +

med(A) = 180°, entdo, pelo teorema das paralelas, AB//DC e AD//BC. Logo, ABCD é um

paralelogramo.

T31Q4: Enunciar e demonstrar que os lados opostos de um paralelogramo séo

congruentes.

t1(T31Qq): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a congruéncia de

triangulos.

Figura 22. Figura-suporte para a demonstracdo da tarefa T3;Q, segundo a técnica
t1(T31Qa).

Fonte: Dados da pesquisa.



127

Hipdtese: ABCD é paralelogramo

Tese: Os lados opostos sdo congruentes, ou seja, AB = DC e AD = BC.

Demonstracao:

A diagonal BD divide o paralelogramo ABCD em dois triangulos: ABD e BCD. Como o0s
lados opostos do paralelogramo sdo paralelos, pelo teorema das paralelas, £ = ADB =
DBC =we9 = CDB = ABD = 2 (angulos alternos internos).

Comparando os triangulos ABD e BCD tem-se: £ = w, BD lado comum e $ = Z. Pelo caso
angulo-lado-angulo de congruéncia de triangulos, esses triangulos sdo congruentes e,
portanto, AB = CD e AD = BC.

T41Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero que possui lados opostos
congruentes é paralelogramo.

t1(T41Q4): Utilizar congruéncia de triangulos.

Figura 23. Figura-suporte para a demonstracdo da tarefa T4,Q, segundo a técnica

t1(T41Q4).

o C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: AD =BC e AB=DC

Tese: ABCD ¢ paralelogramo

Demonstracao:

Considerando os triangulos ABD e BCD, tem-se, por hipotese, que AD = BC e AB = DC.
Além disso, BD é lado comum. Logo, pelo caso de congruéncia lado-lado-lado, esses
triangulos sdo congruentes e, portanto, ADB = DBC e ABD = BDC. Pelo teorema das
paralelas, AD//BC e AB/[DC. Podemos concluir entdo que ABCD é paralelogramo.

Ts51Q4: Enunciar e demonstrar que em todo paralelogramo as diagonais interceptam-se
em seus respectivos pontos médios.

t1(T51Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal, a propriedade dos

lados opostos do paralelogramo e a congruéncia de triangulos.
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Figura 24. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa Ts;Q4 segundo a técnica

t1(T51Q4).
o C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipdtese: ABCD é paralelogramo, AC e BD s&o diagonais e M € a interse¢do das diagonais AC
e BD.

Tese: M é ponto médio de AC e BD, isto é, AM = MC e BM = MD.

Demonstracao:

As diagonais AC e BD dividem o paralelogramo ABCD em quatro triangulos: AMD, BMC,
DMC e AMB. Considerando os triangulos AMD e BMC, o fato de ABCD ser um
paralelogramo, tem-se: ADM = MBC (angulos alternos internos); AD = BC (lados opostos de
um paralelogramo) e DAM = MCB (angulos alternos internos).

Pelo caso de congruéncia angulo-lado-angulo, os triangulos AMD e BMC sdo congruentes.
Logo, AM = MC e DM = MB e, portanto, M é ponto médio de AC e BD.

T61Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero em que as diagonais se interceptam
em seus respectivos pontos médios é paralelogramo.

t1(Te1Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal, a propriedade dos

angulos opostos pelo vértice e a congruéncia de triangulos.

Figura 25. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T;Q4 segundo a técnica

t1(T61Qa4).
o C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD é quadrilatero, AC e BD sdo diagonais e o ponto M, que ¢ intersecdo das

diagonais AC e BD, é ponto médio de ambas.
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Tese: ABCD é paralelogramo

Demonstracéo:

Considerando os triangulos AMD e BMC e o fato de M ser ponto médio de AC e BD, tem-se:
DM = MB (onde M é ponto médio de DB);

DMA = CMB (angulos opostos pelo vértice);

AM = MC (M é ponto médio de AC).

Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado, os tridngulos AMD e BMC sdo congruentes.
Logo, ADM = MBC e portanto, pelo teorema das paralelas, AD//BC.

De modo analogo, mostra-se a congruéncia dos triangulos DMC e AMB, o que implicara que
AB/ICD, concluindo-se que ABCD é um paralelogramo.

T71Q4: Enunciar e demonstrar que todo quadrilatero que possui dois lados opostos
paralelos e congruentes ¢ um paralelogramo.

t1(T71Q4): Utilizar o teorema das paralelas cortadas por uma transversal e a congruéncia de

triangulos.

Figura 26. Figura suporte para a demonstracao da tarefa T71Q, segundo a técnica

t1(T71Qa).
D C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD é quadrilatero, BD é diagonal e AD é paralelo e congruente a BC.

Tese: ABCD é paralelogramo.

Demonstracéo:

A diagonal BD divide o quadrilatero ABCD em dois tridangulos: ABD e BCD.

Considerando esses triangulos, tem-se: AD = BC (hipdtese).

ADB = DBC (hipGtese e teorema das paralelas) e BD é lado comum.

Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado, os triangulos ABD e BCD séo congruentes. Logo,
ABD = BDC e portanto, pelo teorema das paralelas, AB//DC. Podemos concluir entdo que

ABCD ¢ um paralelogramo.

O Quadro 14 sumariza a analise correspondente a primeira tarefa da questéo 4.
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Quadro 14. Analise referente a tarefa 1 da questéo 4.

LG1 LG2 LG3

t1(T12Qq) v

T11Q4 t2(T11Qa4) v

t3(T11Qq) v

t4(T12Qq)

t1(T21Qq) v

T,1Q4 t2(T21Qa4)

t3(T21Qq) v

t1(T31Q4) v v

T31Qq4 to(T31Q4) v

t3(T31Qa)

t1(T42Qq) v v

T1Qa

T41Q4 t2(T41Q4) v

t3(T42Qq)

t1(T51Qq) v

T51Q4 t(T51Qa4) v

t3(T51Q4) v v

t1(T61Qq) v

T61Q4 to(T61Qa4) v

t3(T61Qa4) v v

t1(T71Q4) v

T71Q4 tz(T71Q4) v v

t3(T71Qa4)

Fonte: Dados da pesquisa.

T,Qq: Apresentar as propriedades dos retangulos

t1(T2Q4): Observacdo de propriedades que caracterizam o retangulo, validando-as com
demonstracéo.

T1,Q4: Enunciar e demonstrar que todo retangulo é paralelogramo.

t1(T12Q4): Utilizar a propriedade das paralelas.

t2(T12Q4): Utilizar as propriedades do paralelogramo.

t3(T12Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t4(T12Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

T2,Q4: Enunciar e demonstrar que em todo retangulo as diagonais sdo congruentes.
t1(T22Q4): Assumir que o retangulo é paralelogramo e utilizar a congruéncia de triangulos.
t2(T22Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar;

t3(T22Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.
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T3Q4: Enunciar e demonstrar que todo paralelogramo que possui diagonais
congruentes é um retangulo.

t1(T32Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

t2(T32Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T32Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

[6/G](T.Q4): Os discursos tedrico-tecnologicos associados a tarefa T,Q, sdo: definicdo de
retangulo, definicdo de diagonal de um quadrilétero, teorema das paralelas cortadas por uma
transversal, propriedades do paralelogramo, definicdo de paralelogramo, soma dos angulos
internos de um quadrilatero e congruéncia de triangulos.

Ao optar pelas duas Ultimas técnicas de cada tarefa, o autor apenas enuncia a
propriedade. Estas se distinguem pelo fato de, em cada tarefa, t, enunciar a propriedade na
secao que contempla a teoria sobre quadrilateros e t; fazé-lo na secéo de exercicios propostos
ao aluno.

Seguem-se as demonstracGes, segundo as técnicas propostas para cada subtarefa.

T1,Q4: Enunciar e demonstrar que todo retangulo é paralelogramo.

As técnicas t1(T12Q4) € t2(T12Q4) se distinguem pelo fato de a primeira demonstrar a
propriedade utilizando a definicdo de retangulo (os quatro angulos iguais, consequentemente
retos) e a propriedade das paralelas cortadas por uma transversal, enquanto a segunda utiliza a
definicdo de retdngulo e uma das condi¢des necessarias e suficientes para que um quadrilatero

seja paralelogramo (&ngulos opostos congruentes ou angulos consecutivos suplementares).

T2Q4: Enunciar e demonstrar que em todo retangulo as diagonais sdo congruentes.

t1(T2Q4): Assumir que o retangulo € paralelogramo e utilizar congruéncia de triangulos.

Figura 27. Figura-suporte para a demonstracdo da tarefa T,,Q, segundo a técnica

t1(T22Q4).

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD é um retangulo.
Tese: AC=BD
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Demonstracgéo:

Considerando os tridangulos ADB e ABC, tem-se:

AD = BC (pois o retangulo é um paralelogramo)

med(DAB) = 90° = med(CBA) (ABCD é retangulo);

AB é lado comum.,

Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado, os triangulos ADB e ABC sdo congruentes. Logo
AC =BD.

T3Q4: Enunciar e demonstrar que todo paralelogramo que possui diagonais
congruentes € um retangulo.

t1(T32Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 28. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T3,Q, segundo a técnica

t1(T32Qa).
D c

Fonte: A autora

Hipdtese: ABCD é um paralelogramo e AC = BD.

Tese: ABCD € um retangulo.

Demonstracao:

Considerando os triangulos ADB e ABC, tem-se:

AD = BC (pois ABCD é um paralelogramo);

AC = BD (hipétese);

AB é lado comum.

Pelo caso de congruéncia lado-lado-lado, os triangulos ADB e ABC sdo congruentes. Logo,
med(DAB) = med(CBA). Mas ABCD ¢ paralelogramo, e entio DABeCBA séo
suplementares. Assim, med(DAB) = med(CBA) = 90°. Mais uma vez, pelo fato de ABCD
ser um paralelogramo (os angulos opostos sdo congruentes), tem-se que med(ADC) =

med(DCB) = 90°. Portanto ABCD é um retangulo.

O Quadro 15 sumariza a analise da tarefa 2 da questéo 4.
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Quadro 15. Analise referente a tarefa 2 da questéo 4.

LG1 LG2 LG3

t1(T12Q4)

T12Q4 to(T12Q4) v

t3(T12Q4) v

t4(T12Q4) v

t1(T22Q4) v

T2Q4

T25Q4 to(T22Q4)

t3(T22Q4) v

t1(T32Q4) v

T3:Q4 to(T32Q4)

t3(T32Q4) v

Fonte: Dados da pesquisa.

T3Q4: Apresentar as propriedades do losango.

t1(T3Q4): Observacdo de propriedades que caracterizam o losango, validando-as com
demonstragéo.

T13Q4: Enunciar e demonstrar que todo losango é paralelogramo.

t1(T13Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

t2(T13Q4): Utilizar a congruéncia dos lados opostos.

t3(T13Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t4(T13Qa): Apresentar a propriedade como exercicio.

T23Q4: Enunciar e demonstrar que em todo losango as diagonais sdo perpendiculares.
t1(T23Q4): Assumir que o losango é paralelogramo e utilizar a congruéncia de triangulos.
t2(T23Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T23Qa): Apresentar a propriedade como exercicio.

T33Q4: Enunciar e demonstrar que todo paralelogramo que possui diagonais perpendiculares é
um losango.

t1(T33Q4): Utilizar congruéncia de triangulos.

t2(T33Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T33Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

[6/G](T3Q4): O discurso teorico-tecnoldgico associado a tarefa T3Q,4 consiste em: definicdo de
losango, defini¢do de diagonal de um quadrilétero, propriedades do paralelogramo, definicdo

de paralelogramo, angulos suplementares e congruéncia de triangulos.
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As técnicas utilizadas para resolucdo de T3Q, determinardo se a propriedade
correspondente é contemplada na secdo destinada a teoria ou na secéo de exercicio ou, ainda,
se é apresentada a respectiva demonstracéo.

Seguem-se as técnicas apresentadas para a resolucdo das subtarefas referentes a
T3Qs.

T13Q4: Enunciar e demonstrar que todo losango é paralelogramo.

t1(T13Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 29. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T3,Q, segundo a técnica
t1(T13Q4).

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD é um losango.

Tese: ABCD é um paralelogramo.

Demonstracéo:

Considerando os triangulos ADB e BCD, tem-se que o lado BD é comum e que AD = DC e
AB = BC, visto que ABCD é um losango. Pelo caso lado-lado-lado de congruéncia de
triangulos, ADB e BCD séo congruentes. Logo, DAB = DCB e, portanto, ABCD é um
paralelogramo.

Utilizando-se a técnica t,(T13Q4), basta usar a congruéncia dos lados opostos, que € uma
condicdo necessaria e suficiente para que um quadrilatero seja um paralelogramo.

T23Q4: Enunciar e demonstrar que em todo losango as diagonais sdo perpendiculares.
t1(T23Q4): Assumir que o losango é paralelogramo e utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 30. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T3,Q, segundo a técnica
t1(T13Qa).

S~

Fonte: Dados da pesquisa.
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Hipotese: ABCD é um losango.

Tese: AC e BD séo perpendiculares.

Demonstracéo:

Se ABCD ¢ losango, entdo ABCD ¢ paralelogramo. Dai segue-se que DM = MB, AM = MC e
AB = BC = CD = DA. Logo, os triangulos ABM, BMC, MCD e CMD séo congruentes pelo
caso lado-lado-lado e, portanto,
med(AMD) = med(AMB) = med(BMC) = med(CMD) = 90°. Assim, podemos concluir
que AC e BD sio perpendiculares.

T33Q4: Enunciar e demonstrar que todo paralelogramo que possui diagonais
perpendiculares ¢ um losango.

t1(T33Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 31. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T33Q, segundo a técnica
t1(T33Q4).

(v

T

A\

Lai

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD é um paralelogramo e AC e BD séo perpendiculares.

Tese: ABCD € um losango.

Demonstracéo:

Como as diagonais de um paralelogramo se bisseccionam e, por hipétese, as diagonais do
paralelogramo ABCD sdo perpendiculares, podemos afirmar, pelo caso lado-angulo-lado, que
os triangulos AMB, BMC, CMD e DMA sdo congruentes. Logo, AB = BC = CD = DA e,
portanto, ABCD é um losango.

T4Qq: Enunciar e justificar que o quadrado € paralelogramo, retangulo e losango.
t1(T4Q4): Utilizar as propriedades do paralelogramo, retangulo e losango.

t2(T4Q4): Apresentar como exercicio.
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[6/G](T4Q4): O discurso tedrico-tecnoldgico associado a tarefa T4Q, consiste em: defini¢bes
de quadrado, paralelogramo, retangulo e losango; propriedades do paralelogramo, de
retangulo e de losango.

TsQ4: Apresentar as propriedades dos trapézios.

t1(TsQ4): Observacdo de propriedades que caracterizam o trapézio, validando-as com
demonstracéo.

T15Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos consecutivos de bases distinta, de um
trapézio sdo suplementares.

t1(T15Q4): Utilizar a definicdo de trapézio e o teorema das paralelas.

t2(T15Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T15Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

T25Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos de cada base de um trapézio isésceles sdo
congruentes.

t1(T25Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

t2(T25Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T25Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

T35Q4: Enunciar e demonstrar que as diagonais de um trapézio isdsceles sao
congruentes.

t1(T35Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

t2(T35Q4): Apenas enunciar, sem demonstrar.

t3(T35Q4): Apresentar a propriedade como exercicio.

[6/@](TsQ4): O discurso tedrico-tecnolédgico associado a tarefa TsQ,4 consiste em: definicdo de
trapézio, definicdo de trapézio isosceles, definicdo de diagonal de um quadrilatero e

congruéncia de triangulos, teorema das paralelas, definicdo de angulos suplementares.

As técnicas utilizadas para a resolucdo de TsQ, determinam se a propriedade
correspondente € contemplada na secdo destinada a teoria ou na se¢do de exercicio ou, ainda,
se a respectiva demonstragéo.

Seguem-se as técnicas apresentadas para resolucéo das subtarefas referentes a TsQj.

T15Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos consecutivos de bases distintas de um
trapézio sdo suplementares.

t1(T15Q4): Utilizar a definigdo de trapézio e o teorema das paralelas.
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A solucdo dessa tarefa utilizando a técnica t;(T15Q4) consiste em utilizar o teorema das
paralelas e a defini¢do de trapézio. Os &ngulos consecutivos de bases distintas de um trapézio
sdo colaterais internos formados por retas paralelas e uma transversal. Logo, sdo

suplementares.

T25Q4: Enunciar e demonstrar que os angulos de cada base de um trapezio isosceles sdo
congruentes.

t1(T25Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 32. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T15Q4 segundo a técnica
t1(T15Q4).

(0] C
E 0
i E F B

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: ABCD € um trapézio isosceles.

Tese: DAB = CBAe ADC = DCB.

Demonstracéo:

Tracando duas perpendiculares a base maior do trapézio pelos pontos C e D (Figura 32),
obtemos os tridngulos retangulos ADE e BCF tais que:

AD = BC (ABCD € um trapézio isésceles);

DE = CF (distancias entre duas paralelas, que corresponde a altura do trapézio).

Pelo caso cateto-hipotenusa, ADE e BCF sdo congruentes. Logo, DAB = CBA. Como 0s
angulos ADC e DCB séo respectivamente suplementos de DAB e CBA, entdo ADC = DCB.
T3sQ4: Enunciar e demonstrar que as diagonais de um trapézio isésceles sdo
congruentes.

t1(T35Q4): Utilizar a congruéncia de triangulos.

Figura 33. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa TsQ4 segundo a técnica
t1(T25Qa).
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A B
Fonte: Dados da pesquisa.
Hipotese: ABCD é um trapézio isosceles.

Tese: AC = BD.

Demonstracao:

Considerando os triangulos ACD e BDC, tem-se que:

AD = BC (lados congruentes do trapézio isosceles);

ADC = DCB (angulos da base de um trapézio isosceles);

DC é lado comum.

Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado, os tridngulos ACD e BDC sao congruentes. Logo,
AC =BD.

As técnicas t1(T15Q4) e t1(T25Q4) SO tém validade para trapézios ndo paralelogramos.
Embora os paralelogramos sejam trapézios com dois lados ndo bases congruentes, deve ser
feita uma restricdo quanto a definicdo de trapézio isosceles, para ndo haver incoeréncias nas
propriedades desse tipo de trapézio. Uma defini¢do sugerida por Bongiovanni (2010, p. 10) e
que evita tais contradigdes é: “Trapézio isosceles é um trapézio que tem um Unico par de
lados opostos congruentes (ou de uma maneira equivalente: trapézio isosceles é um trapézio

que apresenta um unico eixo de simetria)”.

Questdo 5 (Qs): Como o autor aborda base média de um triangulo?

T1Qs: Enunciar e demonstrar o teorema da base média do triangulo.

t1(T1Qs): Utilizar o teorema das paralelas, a congruéncia de triangulos e o0 axioma de Euclides.
t2(T1Qs): Utilizar o teorema das paralelas, congruéncia de triangulos e a existéncia do ponto
médio.

t3(T1Qs): Apenas enunciar sem demonstrar.

t4(T1Qs): Apresentar o teorema como exercicio.

[6/G](T1Qs): O discurso teodrico-tecnoldgico associado a tarefa T;Qs consiste em: definicdo de
paralelogramo, propriedades do paralelogramo, definicdo de ponto meédio, axioma de

Euclides, teorema das paralelas e congruéncia de triangulos.
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Segue-se a resolucdo da tarefa T1Qs segundo as técnicas t1(T1Qs) e to(T1Qs).

Figura 34. Figura-suporte para a demonstracao da tarefa T;:Qs segundo as técnicas

t1(T1Qs) € t2(T1Qs).

B /C

Fonte: Dados da pesquisa.

Hipotese: D é ponto médio de AB e E é ponto médio de AC.

Tese: DE//BC e DE = %.

Pelo vértice C do triangulo ABC, traga-se uma reta paralela ao lado AB (a existéncia dessa
reta esta garantida pelo axioma de Euclides), a qual que encontra a reta-suporte do segmento
DE em um ponto F.

Considerando os triangulos ADE e CEF tem-se que:

DAE = ECF (angulos alternos internos);

AE = EC (E é ponto médio do lado AC);

DEA = CEF (angulos opostos pelo vértice).

Pelo caso de congruéncia angulo-lado-angulo, os triangulos ADE e CEF sdo congruentes.
Logo, AD = CF = BD. Segue-se entdo que o quadrilatero BCFD possui dois lados paralelos e
congruentes. Assim, BCFD ¢é um paralelogramo e, portanto, DE//BC.

Ainda da congruéncia dos triangulos ADE e CEF, tem-se que DE = EF e DF = BC. Logo.

DE = %BC.

A técnica t(T1Qs) se diferencia de t1(T1Qs) ao utilizar a existéncia do ponto médio,
em vez de usar o axioma de Euclides, ou seja, considerar um ponto F na reta-suporte do
segmento DE tal que E seja ponto médio de DE e obter o paralelismo entre AB e CF a partir
da congruéncia dos triangulos ADE e CEF. Desse modo, a congruéncia se justifica pelo caso

lado-angulo-lado.
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O Quadro 16 sumariza a anélise das tarefas 3, 4 e 5 da questdo 4 e da tarefa 1 da

questdo 5.

Quadro 16. Analise referente as tarefas 3, 4 e 5 da questdo 4 e tarefa 1 da questao 5.

LG1

LG2

LG3

T3Qa

T13Q4

t1(T13Qq)

t2(T13Q4)

t3(T13Q4)

t4(T13Qq)

T23Qq4

t1(T23Q4)

t2(T23Qq)

t3(T23Q4)

T33Q4

t1(T33Q4)

to(T33Q4)

t3(T33Q4)

Qs

t1(T4Q4)

t2(T4Qq4)

T5Qa

T15Q4

t1(T15Qa)

t2(T15Qa)

t3(T15Qa)

T25Q4

t1(T25Qa)

t2(T25Qa)

t3(T25Q4)

T35Q4

t1(T35Qa)

t2(T35Qa)

t3(T35Qa)

t4(T35Qa)

o

T1Qs

t1(T1Qs)

t2(T1Qs)

t3(T1Qs)

t4(T1Qs)

Fonte: Dados da pesquisa.

A classificagdo dos quadrilateros é abordada nos trés livros analisados. Em LG1,
apenas o paralelogramo é definido na secdo que focaliza a teoria. Os demais quadrilateros
(retdangulo, losango, quadrado, trapézio) sd@o definidos na secdo de exercicios.

Semelhantemente, as propriedades desses quadrilateros e as relacBes entre eles sdo em sua
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maioria expostas como exercicio na se¢do referente a teoria ou propostas como exercicio nas
secOes Exercicio ou Problemas. Essa forma de apresentacdo pode levar a uma abordagem
superficial desse topico e evidencia que o autor admite que o contedo ja é conhecido pelo
aluno.

As Unicas propriedades de quadrilateros demonstradas pelo autor sdo as relativas as
tarefas T31Q4, T41Q4 € T1Qs. As duas primeiras sdo executadas respectivamente pelas técnicas
t1(T31Q4) € t1(T41Q4). Apenas em T3;Q4 foram utilizadas uma representacdo figural e uma
reconfiguracdo por meio da diagonal do paralelogramo, embora sem um tratamento que
colabore com a associacdo entre a apreensdo perceptiva e a discursiva, pois ndo estdo
evidenciados na figura os angulos internos dos tridngulos obtidos na reconfiguracdo, nem as
congruéncias entre esses angulos. O autor ndo aborda essas duas propriedades em um Unico
teorema, na forma ‘se, e somente se’.

T1Qs é executada pelo autor de LG1 mediante a técnica t3(T:Qs). E realizada uma
reconfiguracéo do tridngulo como apresentado na Figura 34, porém, mais uma vez, ndo é feito
um tratamento figural coerente com o tratamento discursivo. Duval (2012) enfatiza a
importancia da figura como apoio ao raciocinio dedutivo.

As validacbes das propriedades de quadrilateros utilizadas em LG1 sdo do tipo
conceitual (BALACHEFF, 1988) e sdo priorizados os registros em lingua natural e
simbdlicos.

Em LG2 sdo apresentadas as defini¢cbes de todos os quadrilateros (paralelogramo,
losango, retangulo, quadrado e trapézio) na secdo destinada a teoria e todas as propriedades
sdo enunciadas e validadas por meio de provas conceituais. (BALACHEFF, 1988). Para
enunciar as propriedades e definicGes dos quadrilateros, o autor utiliza os trés registros de
representacdo: lingua natural, simbdlico e figural.

Mesmo sendo um livro voltado ao ensino médio, as demonstracdes das propriedades
néo séo precedidas de atividades de argumentacdo ou outras que levem o aluno a conjecturar e
sentir-se desafiado a justificar as propriedades como proposto por Brousseau (2008).

Os autores de LG2 utilizam a figura como apoio as demonstracfes das propriedades
dos paralelogramos, losango, retangulo e quadrado, efetuando tratamentos figurais que
interagem com o tratamento discursivo, 0 que pode favorecer uma associacdo entre a
apreensdo perceptiva e a discursiva.

Ainda em LG2, as propriedades que caracterizam os quadrilateros paralelogramo,
losango, retangulo, quadrado, ndo sdo enunciadas em um Unico teorema, ou seja, na forma

‘se, e somente se’. Os autores fazem um resumo das condi¢des necessarias (relativas as
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diagonais) para que um quadrilatero convexo seja paralelogramo, losango, retangulo ou
quadrado, mas ndo enfatizam que estas sdo também suficientes e que, portanto, podem
caracterizar cada um desses quadrilateros. A Figura 35 sumariza essas condi¢cdes apresentadas
em LG2.

Figura 35. Resumo das condic¢Bes necessarias para que um quadrilatero seja
paralelogramo, retangulo, losango e quadrado.

N_otcmos, €m resumo, que se um quadrildtero convexo
tem as diagonais que se cortam ao meio, entdo é um paralelogramo,
tem diagonais que se cortam ao meio e sdo congruentes, entdio ¢ um retdngulo,
tem diagonais que se cortam ao meio e sdo perpendiculares, entdo é um losango,
tem diagonais que se cortam ao meio, sdo congruentes ¢ sio perpendiculares,
entdo ¢ um quadrado.

Fonte: LG2 (p. 110).

Em LG3, os quadrilateros sdo classificados na secdo destinada a teoria e ndo sao
utilizadas condi¢des minimas nas defini¢bes de losango, retangulo e quadrado. O losango, por
exemplo, ¢ definido como “um paralelogramo cujos lados s&o congruentes”. (LG3, p. 61)
Nesse caso, a palavra ‘paralelogramo’ ¢ desnecessaria, uma vez que pode ser provado que
todo losango é paralelogramo.

Nesse livro, a Unica propriedade relacionada ao objeto quadrilatero que ¢é
demonstrada é o teorema da base média do triangulo (T:1Qs). E utilizada a técnica t,(T1Qs) e,
como apoio a demonstracdo, é efetuada uma reconfiguracdo do triangulo por meio de uma
paralela a um de seus lados, de modo semelhante ao da Figura 35. O tratamento figural
utilizado é coerente com o tratamento do discurso em lingua natural. Os registros utilizados
por estes autores sao figurais, lingua natural e simbolico.

O contetido ‘quadrilateros’ € apresentado em LG1, LG2 e LG3 de forma semelhante.
Como previsto, em todos eles as provas apresentadas sdo formais, com a exclusiva funcao de
explicacdo. As propriedades sdo abordadas de modo direto sem nenhuma atividade que
permita ao aluno fazer conjecturas ou sentir a necessidade de demonstra-las como proposto
por Brousseau (2008).

LGl e LG3 se assemelham por ndo validarem a maioria das propriedades dos
quadrilateros. N&o supomos que esses autores considerem desnecessaria a Vvalidacao
matematica dessas propriedades, mas sim que ndo as demonstram por acreditarem que séo

elementares para o nivel a que o livro é destinado.
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Analise das tarefas voltadas ao aluno

Neste topico analisaremos as tarefas relacionadas ao tema ‘quadrilateros’ que os
autores de LG1, LG2 e LG3 propGem aos alunos.

Os trés livros analisados contém secGes destinadas a exercicios propostos aos alunos,
embora estas apresentem estruturas diferenciadas em cada obra. Em LG1 elas séo de dois
tipos: Exercicios e Problemas. O autor expde que a se¢do de problemas complementa a teoria.
No caso do conteudo ‘quadrilateros’, as seis tarefas propostas para o aluno na Secao
Problemas sdo do tipo ‘Mostre que...” ou ‘Prove que...’. Duas delas solicitam prova ou que se
mostre quais sdo as condi¢des para um quadrilatero ser paralelogramo; duas solicitam a prova
de condicGes para que o paralelogramo seja retangulo e losango; e uma pede que se mostre 0
teorema da base média de um trapézio. Logo, apenas uma tarefa, embora tedrica, ndo
corresponde a uma condicdo necessaria ou suficiente para que um quadrilatero seja
paralelogramo, retangulo, losango ou quadrado.

Ainda em LG1, das 13 tarefas propostas na se¢do Exercicios, dez sdo do tipo ‘Mostre
que...’ ou ‘Demonstre que...” e solicitam a demonstracdo de propriedades dos quadrilateros
que ndo foram contempladas na secédo de teoria.

Em LG2, os tipos de tarefas sdo organizados pelo grau de complexidade. Iniciam-se
com tarefas apresentadas em registro figural. A técnica utilizada para resolver cada uma delas
exige apenas aplicacOes diretas de propriedades, como a soma dos angulos internos de um
quadrilatero. Em seguida os autores apresentam tarefas enunciadas no registro em lingua
natural cuja técnica de resolucdo solicita conversdo da representacdo para o registro figural
com o intuito de auxiliar na solu¢do do problema. Por Gltimo vém as tarefas do tipo ‘Prove
que...”. Em meio as tarefas propostas, ha duas resolvidas.

LG3 apresenta apenas cinco tarefas com quadrilateros, todas do tipo ‘Mostre que...’,
sendo duas delas referentes a propriedades dessas figuras.

Note-se que nos trés livros as expressoes ‘Prove que...’, ‘Mostre que...” e ‘Demonstre
que...’ sdo consideradas sindnimas e correspondem a provas conceituais (BALACHEFF,
1988).

Assim, selecionamos para analise, dentre as tarefas propostas para alunos, apenas as
do tipo ‘Prove que...’, ‘Mostre que...” e ‘Demonstre que...” e que ndo correspondam a uma
propriedade de quadrilatero j& analisada no topico anterior. Além desse critério, escolhnemos
tarefas cuja resolucdo faca uso de alguma das propriedades de quadrilatero aqui

demonstradas.
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Frente aos critérios de escolha, fizemos uma nova leitura nas se¢Bes de exercicios
dos livros analisados e observamos que em LG1 15 das 16 tarefas que solicitam algum tipo de
prova correspondem a propriedades de quadrilateros ja analisadas no tépico relacionado a
tarefas para o autor. Segundo os critérios estabelecidos para escolha, restou apenas uma tarefa
a ser analisada em LG1. No entanto, analisaremos mais uma tarefa, que, embora n&o solicite
diretamente uma demonstracdo, possibilita ao aluno pensar sobre a figura, conjecturar,
analisar e validar conjecturas, vivenciando as fases de acdo, formulacdo e validacdo que,
segundo Brousseau (2008), podem acelerar a aprendizagem e, associadas a
institucionalizagdo, contribuem para a construcdo do saber. Segue o enunciado da tarefa que
sera analisada posteriormente.

“Se as diagonais de um quadrildtero convexo tém o mesmo comprimento o que pode
ser dito sobre ele?” (LG1, p. 99, tarefa 23).

LG2 propde dez tarefas com a expressdo ‘prove que’ e duas semelhantes a tarefa
enunciada acima. Escolhemos para analise as que estdo relacionadas a propriedades de
paralelogramos.

Em LG3 identificamos cinco tarefas relacionadas ao tema ‘quadrilateros’, duas das
quais correspondem a propriedades j& analisadas. Restaram entdo trés questfes a analisar. O
Quadro 17 quantifica em cada livro as tarefas que correspondem a propriedades de
quadrilateros.

Quadro 17. Numero de tarefas que contemplam propriedades de quadrilateros.

Definicdo e/ou LG1 LG2 LG3
propriedades

Do paralelogramo 1 2

Do losango 1

Do retangulo

Do quadrado

Do trapézio

LGRS

Da base média do 2
triangulo

Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que em LG1 e LG3 a maioria das tarefas propostas para os alunos
correspondem & complementacdo da teoria. As tarefas referentes & demonstracdo e que
necessitam de aplicacdo das propriedades dos quadrildteros comparecem em ndmero
reduzido. Analisaremos todas as tarefas de LGl e LG3 que satisfazem ao critério
estabelecido. De LG2, escolhemos as tarefas que solicitam aplicacdo de propriedades do
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paralelogramo. O Quadro 18 apresenta as questdes que serdo analisadas e o livro que traz a

tarefa correspondente.

Quadro 18. Tarefas selecionadas e organizagdo praxeologica.

Bloco tedrico-

Tarefas Técnica L Livro
tecnolégico
T1: Mostre que os pontos médios dos [6/@](Ty): Definigdo | LG1, p. 104
lados de um quadrilatero qualquer séo | t,(T,). Utilizar base | de paralelogramo; LG2, p. 119
vértices de um paralelogramo. média do triangulo. | definicdo de ponto LG3,p. 71
médio; teorema da
base média de um
triangulo.
T,: Se as diagonais de um quadrilatero | t;(T>). Utilizar [6/@](T,): Definicdo | LG1, p. 99
convexo tém o mesmo comprimento, o | desenhos com de losango;
que pode ser dito sobre ele? conjecturas sem definicdo de ponto
demonstracao. médio; teorema da
base média de um
t2(T,): Uso da base tridngulo.
média de um
tridngulo para
validacdo da
conjectura.
Ts: Prove que as bissetrizes dos t,(T3). Utilizar [0/@](T5): Definicdo | LG2, p. 121

angulos obtusos de um paralelogramo
sdo paralelas.

exemplos e verificar
que as bissetrizes
dos angulos obtusos
com os outros dois
lados do
paralelogramo
formam outro
paralelogramo, e
assim verificar
empiricamente que
as bissetrizes séo
paralelas.

t2(Ts3). Utilizar o
teorema das
paralelas e a
propriedade dos
angulos opostos do
paralelogramo.

t3(Ts): Utilizar o
teorema das
paralelas e a
congruéncia de
tridngulos.

ty(Ts): Utilizar o
teorema das
paralelas e a
propriedade dos

de paralelogramo;
definicéo de
bissetriz; definicdo
de suplemento de
um angulo; teorema
das paralelas;
propriedade dos
angulos opostos do
paralelogramo.
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angulos da base de

um tridngulo
isosceles.
T4 Seja ABCD um paralelogramo e t1(T,): Utilizar a [6/©](T,): Definicdo | LG3, p. 71
sejam M e N os pontos médios dos propriedade: um de paralelogramo;
lados AB e CD, respectivamente. quadrilatero que defini¢do de ponto
Mostre que a reta MD é paralela a reta | possui dois lados médio; teorema das
BN. opostos paralelos e | paralelas;
congruentes é um congruéncia de
paralelogramo. triangulos;
propriedade dos
to(T,): Utilizar a quadrilateros.
congruéncia de
triangulo e a
propriedade: um
quadrilatero que
possui lados opostos
congruentes é um
paralelogramo.
Ts: Considere os triangulos equilateros | t;(Ts): Ligar os [6/@](Ts): Definicao | LG3, p. 72

EBC e FDC e o quadrado ABCD como
na figura. Mostre que os pontos A, E e
F sdo colineares.

A o

pontos A,EeF
utilizando a figura
como instrumento
de validag&o.

to(Ts): Utilizar a reta
como um angulo de
180°.

de quadrado;
propriedade da soma
dos angulos internos
de um triangulo;
definicdo de pontos
colineares; definicdo
de &ngulo raso.

Fonte: Dados da pesquisa.

Seguem-se as analises das tarefas selecionadas.

Tarefa 1: Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrilatero qualquer sao vértices de

um paralelogramo.

Esta tarefa foi proposta nos trés livros analisados e em LG2 os autores a resolvem

como apresentado na Figura 36.
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Figura 36. Tarefa 1 de LG2, resolvida pelos autores.

Seja ABCD um quadrilatero; M,
N, P ¢ Q os respectivos pontos
médios de AB, BC, CD e DA,

AABC ¢ MN f AC e MN = 2&
20 =
ADAC TT},«FEEET}:"!'TC

== MN # PQe MN = PQ = MNPQ ¢ paralelogramo.
Fonte: LG2 (p. 119).

O autor utiliza a figura como apoio a demonstracdo e emprega trés registros de
representacdo. Na redacdo da demonstracdo, prioriza o registro simbdlico. Faz um tratamento
do quadrilatero por meio de uma reconfiguracdo, obtendo dois triangulos e suas bases médias.
Explicitar que MN e PQ sdo respectivamente as bases médias dos tridngulos ABC e ACD
poderia favorecer a associacao entre o tratamento figural e o simbdlico.

Observamos também que afirmar que MN/PQ sem apresentar justificativas
(propriedade da base média e transitividade da ralacdo de paralelismo) pode induzir o aluno a
concluir sobre esse paralelismo baseando-se apenas na apreensdo perceptiva. Os autores
concluem a demonstracdo utilizando a seguinte propriedade do paralelogramo: se um
quadrilatero possui dois lados opostos paralelos e congruentes, entdo esse quadrilatero é um
paralelogramo.

E uma tarefa que possibilita a aplicacdo das propriedades de quadrilateros e a

associacdo entre a apreensao perceptiva e a discursiva.

Tarefa 2: Se as diagonais de um quadrilatero convexo tém o mesmo comprimento, o0 que
pode ser dito sobre ele?

Essa tarefa oferece ao aluno oportunidade de fazer conjecturas sobre figuras e
vivenciar as fases de acdo, formulacéo e validagéo. A tarefa ndo envolve demonstracdo de um
resultado e nem exige calculo. O aluno devera fazer uma “descoberta”. E provavel que ao
resolvé-la o aluno inicialmente se apegue a casos particulares e chegue a resultados nédo

gerais, como por exemplo dizer que o quadrilatero é um retangulo ou um trapézio isosceles.
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Figura 37. Retangulo e trapézio isosceles.
D C D C

A B A B

Fonte: Dados da pesquisa.

ConclusGes como as representadas na Figura 37 podem decorrer de problemas na
interpretacdo de condicBes necessarias e suficientes. O aluno pode utilizar de maneira
equivocada as reciprocas (que ndo sdo verdadeiras) dos teoremas que afirmam que “As
diagonais de um retangulo sdo congruentes”, ou “As diagonais de um trapézio isosceles sdo
congruentes”. Nesses casos, 0 aluno pode concluir que todos os quadrilateros que possuem
diagonais congruentes sdo retangulos ou trapézios isosceles.

O aluno pode também ter dificuldades na interpretacdo do seguinte teorema: “Todo
paralelogramo que possui diagonais congruentes ¢ retdngulo”, ndo atentando para o fato de
que, na tarefa, o quadrilatero ndo é necessariamente um paralelogramo.

Uma discussdao em grupo e/ou questionamentos provocados pelo professor podem
levar o aluno a perceber que existem outras formas de interseccdo dessas diagonais e, por
meio de conjecturas, verificar que os pontos medios M, N, O e P, respectivamente dos lados
AB, BC, CD e DA do quadrilatero ABCD s&o vértices de um losango, como no caso da Figura
38.

Ao se chegar a conclusdo esperada, ocorre validacdo por meio da propriedade da
base média do triangulo.

Esta tarefa pode ser institucionalizada com uma condicéo suficiente, das diagonais de
um quadrilatero convexo, para que os pontos médios de seus lados sejam vértices de um
losango. Permite ainda questionar se, em vez de um losango, quiséssemos um quadrado.

Desse modo, esta € uma tarefa que da oportunidade ao aluno de testar estratégias,
detectar erros e experimentar sucessivas fases de acdo, formulacéo e validacdo, contribuindo

para uma real aprendizagem.
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Figura 38. Conjecturas referentes a tarefa 2.

Fonte: Dados da pesquisa.

Tarefa 3: Prove que as bissetrizes dos angulos obtusos de um paralelogramo sédo

paralelas.

Figura 39. Figuras de suporte para a tarefa 3.

A E

Fonte: Dados da pesquisa.

Com esta tarefa, o aluno tem a oportunidade de fazer uma conversdo da
representacdo no registro da lingua natural ao figural e aplicar as propriedades de
paralelogramo. Por meio da técnica t;(Ts), o aluno podera fazer uso da figura e atribuir
valores aos angulos para tentar encontrar um caminho para a validacdo do caso geral, ou
aceitar a figura como uma forma de validacdo. Neste caso, realizard uma prova pragmatica
(BALACHEFF, 1987).

Pela técnica t(T3), 0 aluno devera utilizar o teorema das paralelas para provar que
CDA = DEA e CFB = FBA (alternos internos) e, por suplemento, DEB = DFB. Assim, 0
quadrilatero DEBF tem angulos opostos congruentes, sendo, portanto, um paralelogramo.

A técnica t3(T3) difere de ty(T3), pois, apds utilizar o teorema das paralelas e provar

que CDA = DEA e CFB = FBA, o aluno podera usar a congruéncia dos tridngulos DAE e
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BCF para provar que DE = FB e, por diferengca, que DF = EB, concluindo assim que o
quadrilatero DEBF tem lados opostos congruentes, sendo, portanto, um paralelogramo.

A técnica t4(T3) difere das demais por usar a propriedade do triangulo isésceles, em
vez de utilizar congruéncia de triangulos, e mostrar que AE = FC e, por diferenca, que DF =
BE. O aluno deve concluir, assim, que o quadrilitero DEBF tem dois lados opostos
congruentes e paralelos, sendo, portanto, um paralelogramo.

Acreditamos que o aluno opte pela técnica t3(T3), pois a congruéncia de triangulos é
utilizada em grande parte das demonstracbes das propriedades dos quadrilateros, e
concordamos com Hanna (2008) em que, além de validar um resultado, o processo de
demonstracdo pode fornecer estratégias e métodos que podem ser utilizados na resolugdo de

problemas.

Tarefa 4: Seja ABCD um paralelogramo e sejam M e N os pontos médios dos lados AB e

CD, respectivamente. Mostre que a reta MD é paralela a reta BN.

Figura 40. Figura-suporte para a tarefa 5.
o N cC

Fonte: Dados da pesquisa.

Técnica 1. Utilizar a seguinte condi¢do para que um quadrilatero seja um paralelogramo:
“Um quadrilatero que possui dois lados opostos congruentes ¢ um paralelogramo”.
Por esta técnica, diante da hipétese de que M e N sdo respectivamente pontos médios de AB e
CD e que AB = CD e AB//CD (pois ABCD é paralelogramo), constata-se que AM = MB = DN
= NC. Segue-se entdo que MB = DN e MB//DN. Logo, MBDN ¢ um paralelogramo e,
portanto, MD//BN.
Técnica 2. Utilizar congruéncia de triangulos e a seguinte propriedade do paralelogramo:
“Um quadrilatero que possui lados opostos congruentes € paralelogramo™.

Por esta técnica, diante da hipotese de que ABCD é paralelogramo e M e N séo

respectivamente pontos médios de ABCD, verifica-se que os tridngulos ADM e BCN sao
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congruentes pelo caso lado-angulo-lado (pois AD = BC, A = ¢ e AM = NC). Logo, DM =
BN. Como DN = MB, segue-se que DMBN € um quadrilatero que possui lados opostos
paralelos. Portanto, é um paralelogramo. Concluimos entdo que DM = BN.

Essa tarefa cria condi¢cGes para o aluno converter a representacdo do registro na
lingua natural para o figural e aplicar as propriedades do paralelogramo no processo de uma
demonstracdo e sua redacdo. Diante do tipo de provas encontradas no bloco referente as
propriedades do quadrilatero, acreditamos que os autores esperam que o aluno utilize a
técnica 1 e elabore uma prova conceitual. No entanto, é provavel que o aluno faca uso da
congruéncia de triangulos, por esta ter sido utilizada como ferramenta em muitas das

demonstracOes das propriedades.

Tarefa 5: Considere os triangulos equilateros EBC e FDC e o quadrado ABCD, como na

figura. Mostre que os pontos A, E e F sdo colineares.

Figura 41. Figura-suporte para a tarefa 5.
A D

Fonte: LG3 (p. 72).

Embora esta tarefa utilize a definicdo de quadrado, sua solugdo tem como ponto-
chave ver um angulo raso (de 180°) como representado por uma das regides do plano limitada
por uma reta. Segundo Duval (2012), pelo fato de uma reta e um angulo raso serem
representacfes semanticamente diferentes, requer-se um trabalho especifico para a
conscientizacao de que ambas as representacfes designam um mesmo elemento geométrico.

E provavel que o aluno, ao tentar provar que A, E e F sdo colineares, trace uma reta
que contém esses pontos e valide essa propriedade apenas pela visualizacdo de uma figura,
realizando, nesse caso, uma prova pragmatica. Para validacdo do caso geral, o aluno devera
“ver” os segmentos AE e EF ndo necessariamente contidos na mesma reta, calcular as
medidas dos angulos AEB, BEC e CEF e verificar que a soma dessas medidas é de 180°.

Ao se compreender que para solucionar o problema do alinhamento dos pontos
necessita-se calcular angulos, constata-se que o problema néo informa dados numéricos, quais

sejam, medidas de angulos. Mais uma vez, o aluno devera passar pelas fases de visualizagéo,



152

andlise e construcdo: observar que os angulos do quadrado s&o retos e que os angulos do
triangulo equilatero séo todos iguais a 60° e visualizar os triangulos isosceles na figura, ja que
AB=BC =CD =DA=BE =EC =CF =DF.

Essa tarefa apresenta dois aspectos citados por Duval (2012) que podem ser fontes de
dificuldade na compreensdo de problemas de matemética. Um desses aspectos é que ela
apresenta uma ndo congruéncia inter-registros, uma vez que na lingua natural o problema se
refere a alinhamento de pontos, mas no registro figural o que se vé sdo triangulos e quadrado.
Duval (2012, p. 121) afirma que a organizacdo perceptiva de uma figura segue a lei do
fechamento ¢ da continuidade, isto ¢, “quando diferentes tracos formam um contorno simples
e fechado, eles se destacam como uma figura sobre um fundo”. Nesse caso, os pontos que sdao
vértices desses poligonos e os angulos que deverdo ser analisados permanecem em segundo
plano.

O outro aspecto € a ndo congruéncia semantica intrarregistro, uma vez que, dentro do
mesmo registro figural, o alinhamento de pontos (uma reta) e o angulo (de 180°) ndo tém
nenhuma relagéo visual evidente, embora representados dentro de um mesmo registro. Duval
(2012) aponta que estes casos necessitam de um trabalho de conscientizagdo que permita ao

aluno compreender essa equivaléncia.

Considerac6es sobre a analise dos livros didaticos

Propusemo-nos neste capitulo a estudar as organizacdes didaticas e matematicas
relacionadas ao tema ‘quadrilateros’ em trés livros adotados em cursos de licenciatura em
matematica no Brasil.

Nossa analise foi desenvolvida segundo a teoria antropoldgica do didatico, de
Chevallard, e a teoria dos registros de representacdo semidtica, de Duval, e adotamos a
tipologia de provas proposta por Balacheff (1988). Portanto, quando nesta analise nos
referirmos a provas conceituais, estaremos falandos das demonstracdes que, conforme esse
pesquisador, tratam de uma série de enunciados que se organizam segundo um conjunto bem
definido de regras.

Iniciamos nossa analise investigando sobre o que esses livros apresentam com
relacdo a historia e quanto ao que vem a ser o método dedutivo e seus termos proprios.
Observamos que os trés livros trazem textos que tratam da histéria da matematica, porém

nenhum destes é usado como motivacao para se introduzirem contetidos especificos.



153

Quanto ao método dedutivo, LG1 e LG3 trazem dele alguma nogéo, sendo que LG1
traz essa informagdo apos ja havé-lo introduzido. Os termos ‘prova’ e ‘demonstragdo’ sdo
utilizados nos trés livros como sindnimos e estes ndo sdo abordados como objeto de estudo,
mas exclusivamente com funcédo de validacao.

Os trés livros desenvolvem o conteudo ‘quadrilateros’ de forma semelhante. A
abordagem dos conceitos e propriedades é direta, sem utilizacdo de nenhum recurso que leve
0 aluno a fazer conjecturas. Em vez disso, procedem a formalizacéo, seguida da resolucédo de
problemas.

Em LG1 ¢ LG3, o conteudo ‘quadrilateros’ é abordado a titulo de revisdo, sem um
capitulo especifico destinado a seu estudo e com poucas demonstraces realizadas pelos
autores, sendo a maioria deixada como exercicio para o aluno. Em LG2, um capitulo é
dedicado ao estudo dos quadrilateros. As propriedades sdo demonstradas e as defini¢bes e
propriedades sdo enunciadas simultaneamente nos trés registros de representacéo.

Quanto as tarefas propostas para o aluno, LG3 combina aquelas em que ha
reproducdo de técnica e tarefas que exigem interpretacdo, para depois aplicar a técnica e
tarefas de realizacdo de provas. Em LG1 e LG3 predominam as tarefas de realizacdo de
provas, sendo estas em um numero reduzido, prevalecendo, na secdo de exercicios, a
complementacdo da teoria.

Nos trés livros analisados, as defini¢des de trapézio e de trapézio isdsceles adotadas
sdo incoerentes com as propriedades enunciadas, sendo aconselhdvel fazer uma restricdo
quanto a definicdo de trapézio isdsceles para adequacdo aos resultados considerados.

As organizagbes didaticas dos trés livros analisados apresentam semelhangas,
especialmente em LG1 e LG3. O contetido ‘quadrilateros’ € apresentado de forma direta e
superficial. Visto que o livro é uma ferramenta de apoio importante para alunos e professores
e que a realidade evidenciada em pesquisas (SANTQOS, 2005; CURI, 2004) é a de que 0s
alunos ingressos em cursos de licenciatura em matematica tém formacgdo geométrica precéria,
podemos afirmar que a forma como o contetido ‘quadrilateros’ ¢ apresentado nesses livros
pode contribuir para as dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem desse
contetdo.

A geometria é geralmente uma disciplina oferecida nos primeiros semestres da
graduacdo, tipicamente constituindo o primeiro contato do aluno com o método dedutivo. Os
alunos iniciam o uso desse método sem saber do que se tata ou como funciona. Diante desse

fato, seria coerente que nos livros de geometria, especialmente os voltados a graduacéo,
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esclarecessem o0 que vem a ser o método dedutivo e seus termos proprios antes de introduzi-
lo.

Os livros analisados sdo adotados no ensino superior, 0 que demanda destes uma
abordagem cientifica. Logo, ndo esperavamos desses livros validagdes empiricas para as
propriedades apresentadas. No entanto, a forma como o conteudo é introduzido é outro ponto
que merece reflexdo. A inclusdo de situagdes em forma de problemas, como a que é proposta
na tarefa 2 (do aluno) ou problemas de construcdo geométrica, que levem o aluno a fazer
descobertas seria um caminho a ser considerado. Caberia mudar o trajeto adotado na maioria
dos livros, e reproduzido por professores, que vai da formalizagdo para a aplicacdo de
resultados na resolugdo de problemas, adotando, ao invés, uma abordagem inversa: partir da
situacdo-problema e culminar na institucionalizacdo, como prop&e Brousseau (2009).

As observacdes advindas da analise dos livros selecionados, comparadas aos
resultados obtidos na anélise do questionario e fundamentadas pela reviséo de literatura, nos
permitiram chegar a alguns resultados que foram fundamentais para o processo de construcao
da nossa organizacdo didatica. Reservamos um pequeno espago para listar estas

consideracoes.

Anélise dos livros x andlise do questionario

Diante dos resultados da revisdo de literatura, analise do questionério e andlise dos
livros, apresentaremos alguns resultados que nos permitiram fazer as escolhas no momento de
elaboracdo da nossa organizacdo didatica.

1. Na anélise do questionario observamos indicios de que a abordagem da demonstracdo
vivenciada pelos alunos investigados poderiam ser reproducdes das demonstracdes
encontradas nos livros. A analise dos livros ndo nos permite afirmar quanto a abordagem
vivenciada por esses alunos, no entanto verificamos semelhancas nas demonstracdes
apresentadas nos livros analisados e aos ensaios de demonstracGes apresentadas nos
questionarios. E como se houvesse uma tentativa de reproduzir demonstragdes
memorizadas.

2. Assim como os alunos que responderam ao questionario, os livros analisados atribuem a
prova e a demonstracdo o mesmo significado e, além disso, utilizam a demonstragdo com
a exclusiva funcéo de validar as propriedades matematicas. Estas evidéncias, associadas a

resultados obtidos como os de Ordem (2015) e Maioli (2001), nos permitem reafirmar a
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influéncia dos livros na concepgdo de prova e demonstracdo dos estudantes de
licenciatura em matemaética.

3. Observamos na analise do questionario que os alunos mostraram ter utilizado o método
dedutivo, mas ndo foram capazes de defini-lo. Observamos que os livros utilizados por
esses alunos, de fato utilizam o método dedutivo, porém ndo esclarecem quanto ao seu
significado.

4. Os alunos investigados que afirmam estar seguros para ensinar demonstracdo aos seus
futuros alunos indicam que buscardo apoio no livro. No entanto, os livros analisados
abordam o topico quadrilateros de forma superficial e direta, sempre no sentido
formalizacdo para depois resolucéo de problemas, sem utilizacdo de nenhum recurso que
leve o aluno a fazer conjecturas. Acreditamos que os livros cientificos analisados, podem
servir de apoio, em alguns casos, no esclarecimento da teoria, contudo 0os mesmos nao
apresentam uma organizacdo didatica que favoreca o ensino ou a aprendizagem de
demonstragdes relativamente ao topico quadrilatero.

5. As respostas dos alunos indicam que para eles um bom livro é aquele que traz as
demonstracdes de forma detalhada, permitindo sua compreensdo. A opinido dos alunos
que afirmaram que os livros ndo estdo cumprindo seu papel no sentido de apoia-los na
aprendizagem de geometria parece estar mais fundamentada na superficialidade da
abordagem dos contetidos do que na forma direta em que 0s mesmos sao apresentados.

Retornando as questdes que propomos no inicio da andlise do livro, jA nos
encontramos em condicGes de respondé-las:

De que forma os livros de geometria plana, utilizados nos cursos de licenciatura em
matematica, estdo abordando as demonstracOes relativamente ao topico ‘quadrilateros’? As
tarefas propostas nos livros de geometria plana, utilizados nos cursos de licenciatura, tém
potencial para motivar os alunos a fazer descobertas e propiciar a estes vivenciar momentos
de acgdo, formulacdo e validacdo? As tarefas propostas nos livros de geometria plana,
utilizados nos cursos de licenciatura, tém potencial para induzir os alunos a pensar sobre a
figura, fazer conversdes entre registros e evoluir da apreenséo perceptiva para a discursiva?

Diante do que foi relatado a respeito dos livros analisados, podemos declarar que a
abordagem de quadrilateros apresentada nesses livros é direta, no sentido formalizagéo para a
resolucdo de problemas. A organizacdo didatica relativamente ao tépico quadrilatero néo
permite ao aluno participar da construgédo da teoria, mas apenas compreender o que foi feito

por outro.
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Quanto as tarefas propostas para o aluno, os trés livros analisados, estas tém
potencial para induzir os alunos a elaborar conjecturas, pensar sobre a figura, fazer conversoes
entre registros e evoluir da apreensdo perceptiva para a discursiva. Mas, as obras analisadas
ndo exploram suficientemente esse potencial para que o aluno entre nos processos de provas e
demonstracgdes.

Diante de tudo que foi exposto, as conclusdes obtidas nas andlises preliminares nos
possibilitaram construir nossa sequéncia de ensino de forma inversa a apresentada nos livros
analisados, ou seja, as tarefas que compdem nossa sequéncia partem da situacdo problema
para depois culminar na institucionalizacdo como proposta por Brousseau (2008).

Propomos tarefas com intengédo de propiciar aos alunos vivenciar momentos de agéo,
formulacéo e validacdo, assumindo um papel ativo diante das situacdes.

Fundamentados e orientados pelos resultados obtidos nas analises preliminares,

construimos nossa organizacgdo didatica que sera apresentada no préximo capitulo.
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CAPITULO 4 - FASE EXPERIMENTAL

Neste capitulo apresentamos a organizacao didatica que aplicamos aos alunos de um

curso de licenciatura em matematica, no intuito de minimizar as dificuldades discutidas em
nossa problematica e ao mesmo tempo criar condi¢bes para que os futuros professores
(participantes da pesquisa) se sintam seguros e percebam a necessidade de ensinar
demonstracdes a seus futuros alunos. Ressaltemos que ndo pretendemos fornecer formulas
para se ensinar demonstracdo, mas sim testar se a referida organizacdo, associada as

discuss@es, pode possibilitar o cumprimento dos objetivos propostos.

4.1. Escolhas das variaveis globais

A forma como a geometria é apresentada aos alunos da educacéo béasica e também no
ensino superior segue uma légica que omite todas as fases de seu desenvolvimento. Roque
(2012) assinala que existe uma diferenca crucial entre a I6gica em que um texto matematico é
apresentado e o0 modo como ele se desenvolve. A abordagem do método dedutivo na
graduacdo é feita no sentido inverso em relacdo ao desenvolvimento desse método.
Acreditamos que deve ser permitido ao aluno construir a demonstragcdo a partir de uma

motivacao que possa provocar sua descoberta. Roque, (2012, introdugéo) assinala que:

Um dos fatores que contribuem para que a matematica seja considerada abstrata
reside na forma como a disciplina é ensinada, fazendo-se uso, muitas vezes, da
mesma ordem de exposi¢do presente nos textos matematicos. Ou seja, em vez de
partirmos do modo como um conceito matematico foi desenvolvido, mostrando as
perguntas as quais ele responde, tomamos esse conceito como algo pronto.

Esta forma de apresentacdo direta dos conteddos matemaéticos foi observada nos
livros analisados neste trabalho, isto €, da formalizacdo para a aplicacdo. Acreditamos que a
inversdo entre a ordem da descoberta e a ordem da exposi¢cdo dos conhecimentos matematicos
pode ser um dos fatores que contribuem para a dificuldade dos alunos em compreender
demonstracfes geométricas e buscamos desenvolver uma sequéncia de atividades que
proporcionasse uma simulacdo do ambiente de descoberta.

Além das consideracdes acima, constatamos também em nossos estudos preliminares
que, de modo geral, o ensino de demonstracfes ndo é realizado. A demonstracdo € praticada
como objeto de validacéo e, tratando-se do ensino de Geometria, sua abordagem é feita com

um enfoque que segue o modelo dos textos cientificos. Neste trabalho propomos uma
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abordagem que se opde ao modelo atualmente praticado e investigamos se ela se apresenta
favoravel a mudanca do quadro atual de nossos sujeitos.

Apresentaremos em sintese — nas dimensdes epistemologica, cognitiva e didatica — as
razdes identificadas nos estudos preliminares que podem justificar a manutencdo do atual
estado da pratica das demonstracfes. Objetivamos com essa apresentacdo decidir quais seréo
as variaveis globais e seus valores, a fim de fundamentar a construcdo de nossa sequéncia.
Escolhemos pontos que serdo atingidos (modificados) na tentativa de obter um ensino mais
satisfatorio no que diz respeito as demonstracdes geométricas.

Seguem as dimensdes e 0s aspectos que seréo focados em cada uma delas.

Na dimensdo epistemoldgica associada as caracteristicas das demonstragdes e
provas, Vvisa-se focar o0s seguintes aspectos.

e A diferenca entre a l6gica em que um texto matematico € apresentado e 0 modo em que
ele se desenvolve.

e A abordagem do método dedutivo na graduacdo ocorre no sentido inverso ao de seu
desenvolvimento.

e A ndo distingdo entre os termos ‘prova’ e ‘demonstracdo’ pode contribuir para a auséncia
de seu ensino.

e A demonstracdo com a exclusiva funcdo de validacdo pode contribuir para a falta de
estimulo do aluno em demonstrar, dando preferéncia a validagdes empiricas.

e Falta de conhecimento dos alunos com relacdo ao método dedutivo e seus termos

préprios.

Na dimensdo cognitiva associada as caracteristicas dos alunos do curso de
licenciatura em matemaética, focamos:
e O nivel de escolaridade do aluno diferindo do nivel de pensamento geométrico.
e Problemas na transicdo da geometria empirica a dedutiva.
e Dificuldades na leitura de um problema e na redacéo de uma demonstracéo.
e Inabilidades na manipulagdo de argumentos de um dado problema.
e Falta de consciéncia a respeito da distincdo entre as apreensdes sequencial, perceptiva e
discursiva.

e Dificuldades na conversao entre os registros em lingua natural, figural e algébrico.

Na dimenséo didéatica associada ao funcionamento do sistema de ensino de provas e

demonstragdes geométricas, focamos os seguintes aspectos:
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e O tipo de abordagem dada & demonstracdo na graduacdo nao estimula o futuro professor a

implementar a demonstragdo em suas aulas.

e Ndo reconhecimento, pelo futuro professor, de que a demonstracdo tem importancia para

o0 desenvolvimento intelectual de seu aluno, postura essa que pode contribuir para que

esse professor ndo inclua demonstraces em sua prética.

e Falta de uma metodologia que aproxime o aluno a prova matematica.

A andlise dos pontos apresentados nos permite determinar as variaveis

macrodidaticas que devem ser consideradas na concepcao da sequéncia:

1. Referencial:

Teoria das situagdes didaticas — A escolha da adocdo de aspectos da teoria das
situacbes didaticas tem como objetivo controlar constatacdes das dimensdes
epistemoldgica e didatica referentes a abordagem dada as demonstracBes na
graduacdo. Visa também provocar conjecturas e valoriza-las, 0 que € um aspecto
dessa teoria, em que visamos estimular os alunos a elaborar argumentos de um
problema e chegar a construcdo de uma demonstracdo, controlando constatacdes da
dimensao cognitiva.

Concepcdo de provas e demonstracdes, segundo Balacheff (1988), e fungbes da
prova, segundo De Villiers (2001) — Apresentacdo das concepcdes de prova segundo
Balacheff e de fungdes da prova segundo De Villiers, apresentando uma distingéo
dos termos ‘prova’ e ‘demonstracdo’ e outras funcdes da demonstragdo. Com essa
escolha, buscamos ampliar o conceito de provas para o aluno e apresentar outras
funcdes da demonstracdo, além da validacdo de propriedades, controlando
constatacdes da dimensdo epistemoldgica a respeito das concepcdes dos alunos sobre
provas e demonstracoes.

Teoria dos registros de representacdo semiotica — Buscar articular os registros
lingua natural, simbdlicos e figurais. Nosso experimento serd analisado segundo a
teoria dos registros de representacdo semiética, de Duval, que afirma que a
compreensdo em matematica depende da coordenacgdo de ao menos dois registros de
representaces para um mesmo objeto, uma vez que permanecer em um Unico
registro induz a confundir o objeto com sua representacdo. Buscamos também
provocar a passagem da apreensao perceptiva para a apreensao discursiva. Com esta
escolha pretendemos esclarecer aos alunos o estatuto da figura e conscientiza-los da

subordinacdo da apreensdo perceptiva a apreensdo discursiva, pois, segundo Duval
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(2012), esta conscientizacdo constitui uma das vias de acesso a demonstracao.
Visamos com estas escolhas controlar constatages da dimensdo cognitiva.

2. Ambiente de realizacédo: Opcéo por tarefas de construcbes geométricas em um ambiente
de papel e lapis. Acreditamos que estes tém potencial para provocar conjecturas pelo
aluno, conscientiza-lo das apreensdes perceptiva, sequencial e discursiva, aproxima-lo da
prova matematica e criar condi¢cBes para que perceba a funcdo de explicagdo da
demonstracdo. Esta escolha visa controlar constatacdes das dimensdes epistemoldgica,
cognitiva e didatica.

3. Organizacao dos alunos: Realizagéo das atividades em duplas ou trios. Esta escolha visa
proporcionar um ambiente de discursdo e de interagéo entre os alunos.

4. Formato de entrega das atividades: Optamos por entregar as atividades impressas, a
fim de otimizar o tempo e garantir que os textos referentes as atividades estariam
transcritos corretamente, assegurando as informagfes necessarias para o entendimento do
enunciado de cada atividade.

5. Forma de coleta de dados: Gravamos as sessdes em audio e video, disponibilizando um
gravador para cada grupo a fim de coletar as discussdes ocorridas nos grupos. Coletamos
também registros escritos.

Diante das escolhas das variaveis globais que fundamentaram nossa organizagao

didatica, descreveremos no proximo topico como chegamos a sequéncia.

4.2. Como chegamos a nossa sequéncia

Diante das constatagdes feitas nas analises preliminares e ap6s determinar as
varidveis globais que deverdo ser controladas em nosso experimento, partimos para visitar 0s
trabalhos em que o objeto matematico quadrilatero também tivesse sido contemplado, para
buscar inspiracdo para a elaboracdo de nossa sequéncia. Encontramos essa inspiracdo nos
trabalhos de Maioli (2001) e Maziero (2011).

Maioli (2001) apresenta uma inspiradora sequéncia que se mostrou fértil para discutir
a construgdo dos conceitos de quadrilateros notaveis e sua classificacdo. A primeira etapa de
nossa sequéncia, embora diferente da sequéncia proposta por Maioli (2001), tem como
objetivo abrir uma discussdo semelhante a proposta da autora. Tal discussdo visa permitir
esclarecer aos alunos a importancia de um conceito e a existéncia de diferentes definicGes
para um mesmo quadrilatero, que geram diferentes classificagbes sem que nenhuma delas

esteja incorreta.
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Maziero (2011) apresenta como produto final de seu trabalho uma sequéncia,
produzida em conjunto com seu orientador, Dr. Saddo Almouloud, que ainda néo havia sido
aplicada e que satisfazia nossas expectativas quanto ao modo de simular um ambiente
cientifico com potencial para motivar os alunos a fazer descobertas e propiciar a estes
vivenciar momentos de acdo, formulagéo e validacao.

A sequéncia contempla atividades de constru¢cBes geométricas com potencial de
proporcionar aos alunos condicdes de formular conjecturas, pensar sobre a figura, fazer
conversdes entre representacdes e evoluir da apreensdo perceptiva para a discursiva.

Adaptamos a sequéncia modelando-a em termos de tarefas, técnicas e bloco
tecnoldgico-tedrico, fundamentando-nos na teoria antropoldgica do didatico, de Chevallard
(1999), e a complementamos com atividades que fazem parte de livro de autoria do Dr. Saddo
Almouloud (ainda nédo publicado).

A escolha dessas tarefas complementares se justifica por acreditarmos que tém o
potencial de permitir aos alunos interpretar condi¢Ges necessarias e suficientes, enunciar
reciprocos de teoremas, fazer tratamentos figurais, converter representacGes e elaborar e
redigir demonstracGes — enfim, aplicar as teorias institucionalizadas.

A nossa proposta difere das apresentadas nos livros analisados, uma vez que estes
abordam o conteldo ‘quadrilatero’ partindo da formalizacdo e posteriormente fazendo a
aplicacdo de resultados na resolucdo de problemas, enquanto em nossa sequéncia
apresentamos uma abordagem inversa: da situacdo-problema para depois culminar na
institucionalizacdo, como proposto por Brousseau (2008).

Visamos com a situacdo que sera apresentada propiciar condi¢des para que o aluno
assuma um papel ativo diante das tarefas e sinta-se comprometido com as situacdes de
aprendizagem.

A sequéncia foi dividida em trés etapas:

1.2 etapa: Utilizando os trés livros analisados, que constam na bibliografia da
disciplina ‘Geometria plana’ de um curso de licenciatura em matematica, e também livros
indicados para os niveis fundamental e médio, desenvolvemos uma atividade com o objetivo
de possibilitar aos alunos se apropriar dos conhecimentos em jogo. Objetivamos também
nesta etapa, trabalhar as defini¢cGes de quadrilateros notaveis utilizando simultaneamente trés
registros de representacdo: o registro da lingua natural, o registro simbolico e o registro
figural, chamando aten¢do dos alunos para a importancia dos conceitos e de manter coeréncia
com as defini¢Oes adotadas. Esta etapa se justifica pelo fato de dois dos livros analisados ndo

apresentaram as definicbes dos quadrilateros nos trés registros de representacdo e de trés
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apresentarem incoeréncia entre a defini¢do e a propriedade dos angulos da base do trapézio
isosceles.

2.2 etapa: Nesta etapa serdo apresentas atividades em que os alunos terdo que efetuar
a conversao do registro na lingua natural para o registro figural e em sua justificativa o
registro simbolico e lingua natural. Diante dessas atividades pretendemos oportunizar aos
alunos vivenciar momentos de acdo, formulacdo e validacdo que dizem respeito a fase
adidatica proposta por Brousseau (2008). Paralelamente faremos a institucionalizacdo em que
as propriedades dos quadrilateros serdo discutidas.

3.2 etapa: Nesta etapa serdo apresentadas tarefas em que os alunos possam aplicar as
propriedades institucionalizadas nas tarefas anteriores. Serdo propostas situacbes que
permitem aos alunos trabalhar condicBes necessarias e suficientes, destacar hipotese e tese de
um teorema e trabalhar teorema reciproco, assim como explorar a redacdo de um teorema.

Nas trés etapas os alunos serdo agrupados em duplas ou trios e as sessdes serdo
gravadas em video e audio.

A seguir, descreveremos o local e publico da pesquisa.

4.3. Local e publico da pesquisa

A pesquisa foi desenvolvida em uma universidade do estado da Bahia e os encontros
foram realizados no campus dessa instituicéo.

Os alunos que participaram da pesquisa sdo estudantes de um curso de licenciatura
em matematica. Todos j& cursaram ou cursam a componente ‘Geometria plana’, que é
oferecida no segundo semestre do curso, em que sdo contemplados os contetidos da geometria
plana euclidiana.

Ocorreram ao todo, seis encontros, de 3 h 30 min cada. Esses encontros foram
realizados nos seguintes sabados: 14, 22 e 29 de novembro e 6, 13 e 20 de dezembro de 2014.

Nos trés primeiros encontros participaram 12 alunos; nos trés ultimos houve seis
participantes. Tal desisténcia ocorreu pelo fato de um professor do curso regular marcar aulas
extras nas datas de nossos encontros e por ndo encontrarmos outro dia em que todos
pudessem estar presentes.

N&o houve interferéncia da pesquisadora na formacdo de grupos para a realizacéo
das tarefas, ou seja, os alunos se agruparam de acordo com suas afinidades.

No proximo topico descreveremos as tarefas que compdem cada etapa da nossa

organizacdo, seguidas das andlises a priori e a posteriori.
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4.4. Descricdo e analise a priori das tarefas

1.2 etapa

Nesta tarefa pretendemos construir e/ou eleger a definicdo de quadrilatero e dos
quadrilateros notéveis partindo do conhecimento que os alunos apresentarem.

Observamos por meio dos estudos preliminares e de nossas experiéncias pessoais
que, além da dificuldade em demonstrar e identificar os termos inerentes ao método dedutivo,
os alunos também apresentam dificuldades com relacdo ao que vem a ser uma definicéo e em
saber que um mesmo objeto matematico pode ter diferentes definicbes e, consequentemente,
diferentes classificagdes.

O proposito desta etapa € esclarecer estes pontos e garantir que os alunos
participantes da pesquisa reconhecam cada quadrilatero e possam compreender as tarefas da

proxima etapa.

Definindo os quadrilateros notaveis

a) Observar os quadrilateros.

[/ <>

@) (3)

NN

4 (5) (6)

b) Identifique o nome de cada um deles.

c) Defina quadrilatero.

d) Definir cada um dos quadrilateros seguintes: paralelogramo, retangulo, losango,
quadrado, trapézio.

e) De acordo com sua definigcdo identifique a(s) figura(s) representada(s) acima que é(séo)
retangulo(s).

f) De acordo com sua definicdo, identifique a(s) figura(s) representada(s) acima que e(séo)
losango(s).

g) De acordo com sua definicdo, identifique a(s) figura(s) representada(s) acima que é(sdo)
trapézio(s)?

h) Vocé conhece outra definigdo para trapezio? Se sim, qual?
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i) Como vocé define trapézio isdsceles?

E provavel que os alunos identifiquem visualmente os quadrilateros notaveis, embora
ndo esperamos que os definam formalmente. Pretendemos abrir uma discussao a respeito das
diferentes definicbes de poligonos e quadrilateros apresentadas nos livros, com o objetivo de
estimular os alunos a fazer uma leitura critica das defini¢cGes; mostrar a importancia de manter
coeréncia com a definicdo escolhida; fazer nossa escolha da definicdo de trapézio e
quadrilatero para a resolucdo da nossa sequéncia; e compreender que uma definicdo adotada
por um autor nao esta “errada” por ser diferente da defini¢ao adotada por outro autor.

Os livros a serem disponibilizados para os alunos para execucdo da atividade seréo
0s que constam no programa do curso de licenciatura que frequentam, bem como livros do
ensino fundamental e ensino médio. A importancia dessa atividade reside no fato de trabalhar
com futuros professores, 0s quais devem conhecer a necessidade de transformacéo do saber
cientifico para que estes possam ser ensinados e consequentemente entendidos em
determinado nivel (ALMOULOUD, 2011).

No final da atividade, faremos a institucionalizacdo das definicdes de quadrilateros e
dos quadrilateros notaveis utilizando diferentes registros de representacdo, de acordo com
Duval (2009Db).

Analise a posteriori da 12 etapa

A atividade foi distribuida impressa para cada aluno participante e também
disponibilizamos alguns livros do ensino fundamental e as trés obras que analisamos neste
trabalho: Barbosa (2006), Dolce e Pompeo (2009) e Rezende e Queiroz (2008).
Disponibilizamos 20 min para que os alunos realizassem esta atividade.

Conforme previamos em nossa andlise preliminar, os alunos identificaram
corretamente os quadrilateros que estavam representados pelo registro figural. 1sso nos leva a
concluir que os alunos reconhecem os quadrilateros notaveis quando estes se encontram
representados por meio de uma figura. Lancamos para discussdo o que os alunos entendiam

por quadrilatero. Seguem alguns trechos da discusséo:

Eva: E um poligono cujas medidas s&o iguais e possui quatro lados.
Daniela: Nao precisam ser iguais, tem quadrilatero que néo possui lados iguais.
Hugo: E um poligono de quatro lados.

Todos concordaram com a definigdo de Hugo.

Pesquisadora: E como vocés definem poligono?
Daniela: Eu sei o que é, mas ndo sei responder.
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Leandro: Definir quadrilatero como poligono de quatro lados sem saber o que é poligono
fica dificil.
Fabio: Conjunto de segmentos,

Representando a seguinte figura no quadro, a pesquisadora indaga: Entdo esta figura

/I

Hugo: Poligono é um conjunto de segmentos consecutivos.
Pesquisadora: Entéo esta figura é um poligono?

Fabio: Tem que ser fechado.

Pesquisadora: Entdo vamos ver se a figura seguinte, formada por segmentos de reta
consecutivos e fechada é um poligono.

V&

Ivo: Tem que acrescentar que seus lados nao se interceptam.

P: Entdo vamos escrever no quadro todas as caracteristicas de um poligono que vocés
citaram: conjunto formado por segmentos de reta, consecutivos, fechado e que ndo se
interceptam. Entéo a figura ABCDEFG abaixo é um poligono?

A E C D
E
G
F
Fabio: Nao colineares!

Fabio: Vamos trocar conjunto por sequéncia.
Hugo: Sequéncia fechada?

Fabio: Mas que sentido faz falar em conjunto de segmentos fechado ou conjunto fechado de
segmentos?

Hugo: Tira sequéncia, vamos colocar segmentos consecutivos apenas.

é um poligono?
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Fabio: Temos que resolver o problema de ser fechado, como é que resolveremos isso? Temos
que falar das extremidades.

Jadson: Cada ponto tem uma extremidade?

Ivo: Uma extremidade do Ultimo segmento vai encontrar a origem do primeiro.
Pesquisadora: Segmento tem origem?

Hugo: Quem tem origem é vetor.

Fabio: Semirreta também tem origem. Mas os lados de um poligono sdo segmentos.

Hugo: Uma extremidade do Ultimo segmento vai encontrar uma extremidade do primeiro.
Leandro: Mas assim pode ligar a qualquer uma das extremidades e formar uma figura assim:

Leandro: Tem que definir em qual das extremidades vai ter que ligar.
Daniela: A ultima extremidade do Gltimo segmento.
Féabio: Meu Deus, é complicado!

Daniela: N6s ndo estamos conseguindo definir porque estamos acostumados a ver a figura
junto com a definicdo e entendemos logo, sem precisar preocupar com a definicdo. NOs
sabemos o que é, mas ndo sabemos explicar.

Esta discussdo evidencia que os alunos apresentam dificuldades conceituais quando
expressam frases equivocadas como: “cada ponto tem uma extremidade”; “E um poligono
cujas medidas séo iguais e possui quatro lados” ou quando se referem a origem de segmento.

Podemos observar também dificuldade em expressar a definicdo de quadrilatero
verbalmente, embora reconhecam este objeto na representacdo figural, isto €, ha uma
subordinagdo da apreensdo discursiva a apreensdo perceptiva. A fala da aluna ao afirmar “NOS
ndo estamos conseguindo definir porque estamos acostumados a ver a figura junto com a
definicdo e entendemos logo, sem precisar preocupar com a definicdo. Nds sabemos o que é,
mas ndo sabemos explicar” evidencia que a discussao a fez perceber que uma definicéo ao ser
apresentada pronta e associada a sua representacdo figural, sem uma metodologia que
privilegie uma construgdo do conceito, pode simular um falso aprendizado. Nesse caso
podemos observar dois fatos: € feita a representacdo em lingua natural e associada a
representacdo figural, mas ndo ha participacdo do aluno na construcéo do conceito de modo a
proporcionar-lhe vivéncia das fases propostas por Brousseau (1997) e ndo ha coordenacao
entre 0s registros, o que, segundo Duval (2009b), é imprescindivel para que o aluno néo

confunda o objeto com sua representacao.
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Pesquisadora: Vamos observar como a defini¢céo de poligono é apresentada nos livros?

Os alunos tinham em maos livros da educagdo basica e livros indicados para
graduacéo.
Bruna: Nesse livro tem: poligonos sdo formas geométricas planas cujo contorno € fechado,

formado por segmentos de retas que néo se cruzam.

Leandro: Aqui tem dizendo que as formas que tém apenas contornos retos sdo poligonos. Ele
ndo explica o que é contorno

Andreia: Olhe essa aqui como esta dificil: poligono, uma poligonal fechada e simples em um
plano, e por uma regido interna que essas linhas delimitam. Eu ndo sei nem o que é uma
poligonal.

Pesquisadora: O autor explica o que é uma poligonal?
Andreia: Nao, ele vai direto para poligono.

Leandro: Tem aqui o0 que € contorno! Contorno de um poligono é formado por trechos retos,
que sdo chamados de segmentos de reta, ligados um a um pelos extremos, até que o Ultimo
segmento se una ao primeiro. Volta aquele problema que eu falei que a unido pode ocorrer
em um dos dois extremos do segmento.

Hugo: Ele também ndo disse que esses segmentos ndo sao colineares.

Leandro: Tem mais um detalhe aqui que eu ndo vi. Ele diz mais “obtendo uma figura
poligonal que contenha apenas uma regido interna’. Resolve o problema das extremidades
do segmento.

Pesquisadora: Sera que ao ler uma definicdo desta nds nos atentamos para cada detalhe
escrito pelo autor?

Leandro: SO estamos prestando atencdo aos detalhes porque estamos discutindo cada
situagdo e como pode ser interpretada.

Pesquisadora: A definicdo lida por Andreia e a definicdo lida por Leandro caracterizam
poligono da mesma forma?

Leandro: A que eu li ndo fala que os segmentos séo coplanares.

Hugo: Mas a maior diferenca é que pela definicdo de Leandro poligono é sé um contorno e
pela definicdo de Andreia poligono é o contorno mais a regido interna.

Pesquisadora: Alguma dessas defini¢des esta errada?
Eva: N&o, apenas uma completa a outra.

Hugo: Nao acho que esta errada, mas acho que a definicdo de Leandro esta mais coerente.
Porque ‘poli’ significa muitos e ‘gonos’ significa lados, ndo é?

Pesquisadora: ‘Gonos’ significa angulos. Nos livros de Andreia e Leandro, como o autor
aborda area de figuras planas?

Andreia: Aqui ele fala em area de poligonos.
Leandro: Aqui ele fala de area de retangulo.

Hugo: Mas ele disse que o retangulo € um poligono e definiu poligono como um contorno.
N&o se calcula area de contorno. Ele deveria dizer area da regido limitada pelo retangulo.

Os alunos ndo chegaram a um consenso sobre a definicdo de poligonos. Como
definiram quadrilateros por meio da definicdo de poligonos, foi sugerido que buscassem a

definicdo que consta nos livros cientificos.
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Daniela I a definicdo de poligono segundo Dolce e Pompeo (2009).

Andreia: Eu ndo entendi nada.
Convidamos ao quadro alguém que quisesse representar na forma de figura a

definicdo de poligono que Daniela leu.

Andreia: Eu gosto mais de aprender olhando. Eu assimilo mais do que fazendo. Vai, Hugo.
Pesquisadora: Vocés acreditam que olhando assimilam mais do que fazendo?
Hugo: Eu néo.

Andreia: Eu gosto de fazer sozinha, se eu errar foi eu sozinha e ndo com todo mundo
olhando.

Hugo foi ao quadro interpretar cada trecho da defini¢do simultaneamente a leitura do
livro de Dolce.

Féabio: Dada uma sequéncia de pontos do plano Ay, Ay, ..., Ay com n > 3.
Eva: Se parasse ai 0s pontos poderiam ser colineares.
Andreia: Essa parte ai eu entendi.

Féabio (continuando a leitura): ..sendo 0s pontos todos distintos onde trés pontos
consecutivos ndo sao colineares...

Andreia: Agora ndo pode mais ser colineares

Fabio (continuando a leitura): ...onde trés pontos consecutivos ndo sdo colineares,
considerando-se consecutivos A, _ 1, A, € A;, assim como A, A; e Ay, chama-se poligono a
reunido dos segmentos A, A,, A,As, ..., A _1A,, AL AL

Daniela: Para mim n&o esta claro que os pontos ndo serdo colineares. Falou apenas que trés
pontos ndo serdo colineares

Eva: Falou cada trés pontos consecutivos, entdo cada trés pontos consecutivos que a gente
escolher ndo serdo colineares.

Fabio: E isso ai.
Daniela: Agora entendi.
Andreia: Até agora eu estou entendendo.
Fabio 1€ o restante da defini¢o.
Jadson |é a definicdo segundo Barbosa (2006) e a comparamos com a definicdo lida

por Fabio.
Eva: O conceito que Fabio leu, do livro do ensino médio, é mais facil de entender que o que
Jadson leu.

Fabio: Eu achei esse aqui com uma linguagem muito simbdlica. Ai o aluno fica doido com
esses Az, Ay, ...,An. Esses An.; eu ndo entendia nada.

Daniela: Eu também acho muito complicado, eu s6 comecei a entender esse n — 1 depois de
geometria plana.

Féabio: A gente ainda tem uma base, a gente ja é quarto semestre, ainda pode até entender,
mas tem gente quando pega ai ndo entende essa linguagem nao.

Daniela: Eu ndo sabia mesmo o que eran — 1.
Leandro: O que é esse An1 ai? Isso ai abre precedente para davida.
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Apresentamos alguns exemplos de sequéncias e, em seguida, esclarecemos de modo
geral o significado de A, _1 para o aluno.

Eva: Professora, a defini¢ao dos livros mais avangados, vamos dizer assim, € mais completa.
Pesquisadora: O que é mais avancado para vocé?

Eva: O do ensino médio ou da graduagdo. Certo? A gente ndo vai pegar uma definicdo desse
livro para dar para a crianca, certo? Como um autor poderia adaptar a definicdo do livro
mais avancado, para um aluno de sexta série, por exemplo?

Pesquisadora: Foi o que acabamos de ver em todos esses autores.

Eva: Mas s6 que a gente percebeu que varios aqui estdo incompletos, certo? Ai o que a gente
poderia fazer pra um livro ficar completo pra o aluno aprender?

Pesquisadora: O que vocé vai ensinar ndo estard completo nos livros. Para o aluno
aprender, vocé deverd leva-lo a construir o conceito, que € o que estamos tentando fazer
agora, e nao fornecer defini¢cbes prontas. Com relacdo aos livros devemos ter o cuidado em
escolher aqueles que ndo apresentam erros conceituais e verificar se os autores sao
coerentes com suas definicdes.

Pudemos observar com estes comentarios alguns pontos que merecem ser
destacados:

e Problemas na leitura e interpretacdo de textos, isso fica evidenciado em algumas falas dos
alunos: “Eu ndo entendi nada”; “Para mim ndo estd claro que os pontos nao serao
colineares. Falou apenas que trés pontos ndo serdo colineares”.

e Constrangimento do aluno em evidenciar suas dificuldades. Esta constatacdo pode ser
observada na fala da aluna quando expde que “Eu gosto mais de aprender olhando. Eu
assimilo mais do que fazendo”; “Eu gosto de fazer sozinha, se eu errar foi eu sozinha e
ndo com todo mundo olhando”. Isto nos faz concluir que a aluna pode ter vivenciado
alguma situacdo que a deixou constrangida. Com relacdo a este fato Almouloud et al.
(2004) apontam alguns atributos que devem ser desenvolvidos para que ocorra
aprendizagem em atividades em grupo, como tolerancia para com a critica a nossa
producdo e humildade para reconhecer que erramos.

e Os alunos apresentam dificuldades na compreensdo de representacbes no registro
simbdlico e entendem que o fato de vivenciarem dificuldade em um conteudo indica que
outros alunos também a terdo. A seguinte fala reforca nossa interpretagdo: “Eu achei esse
aqui com uma linguagem muito simbolica. Ai o aluno fica doido com esses Ay, Ay, ..., An.
Esses A,.1 eu ndo entendia nada”; “eu também acho muito complicado, eu s6 comecei a
entender esse n — 1 depois de geometria plana”; “A gente ainda tem uma base, a gente ja é
quarto semestre ainda pode até entender, mas tem gente quando pega ai ndo entende essa
linguagem ndo”. Mais uma vez constatamos que os alunos ndo estdo habituados com a

coordenacdo entre os registros, tém dificuldade em compreender casos gerais e acreditam
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que alunos em nivel escolar menos elevado ndo tém condi¢cBes de compreender uma
representacdo no registro simbalico.

A seguinte fala do aluno (futuro professor) com relacédo ao livro didatico mostra o habito
destes em esperarem encontrar respostas prontas e apoiarem-se em algum livro para
ministrar suas aulas: “Mas s6 que a gente percebeu que Varios aqui estdo incompletos,
certo? Ai o que a gente poderia fazer pra um livro ficar completo pra o aluno aprender?
Observamos também que a discussao em torno da definicdo de quadrilatero despertou em
alguns alunos a atencdo na leitura e na observacgéo de possiveis falhas ou incoeréncias nas
definices apresentadas pelos autores. As seguintes falas confirmam nossa observagéo:
“Tem aqui o que ¢ contorno! Contorno de um poligono ¢ formado por trechos retos, que
sdo chamados de segmentos de reta, ligados um a um pelos extremos, até que o ultimo
segmento se una ao primeiro. Volta aquele problema que eu falei que a unido pode
ocorrer em um dos dois extremos do segmento”; “Mas ele disse que o retangulo é um
poligono e definiu poligono como um contorno. Nao se calcula &rea de contorno. Ele

deveria dizer 4rea da regido limitada pelo retdngulo”.

Institucionalizamos o que é poligono, e, discutimos a importancia de nos mantermos

coerentes com a definicdo escolhida, bem como da coordenacdo dos registros de

representacéo.

Dando continuidade a nossa atividade, pedimos aos alunos que apresentassem uma

definicdo para quadrilatero.

Perguntamos-lhes o que entendiam por quadrilatero convexo:

Féabio: Um poligono convexo é aquele que dois pontos dentro da regido, quando unidos, da
um segmento contido na figura.

Pesquisadora: Entdo esse poligono é convexo?

D

A C

Hugo: Quaisquer, tem que ser quaisquer!

Eva: E assim professora. Quaisquer dois pontos dentro da figura, o segmento que une esses
pontos esté totalmente contido na figura.
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Pesquisadora: Sim. E esta é a Unica forma de verificar se um poligono é convexo?

Leandro: Se eu tracar uma reta, sendo que o segmento pelo qual eu tracei a reta esta
totalmente contido nessa reta, por qualquer segmento da figura, essa figura tem que ficar
toda dentro do mesmo plano, toda do mesmo lado dessa reta que eu tracei. Por qualquer lado
da figura que eu tragar a reta, a figura toda tem que ficar do mesmo lado.

Gustavo: N&ao entendi.
A definicdo de Gustavo carrega um vocabulario que parece ser s6 compreendido por

ele, como se este estivesse observando uma figura imaginaria. E provavel que a forma
verbalizada pelo aluno néo possibilite que outra pessoa construa a mesma representagéo
figural imaginada por ele.

O aluno tentou reformular novamente a defini¢do de poligono:

Leandro: Se eu tracar uma reta por qualquer um dos segmentos da figura de modo que o
segmento esteja contido nessa reta; se toda figura ficar no mesmo semiplano fornecido pela
reta, ela é convexa; se em algum caso ocorrer que alguma parte da figura ficar no outro
semiplano, ela ndo é convexa. Essa definicdo deixa claro que tem que ser em todos 0s casos,
se em um desses casos ndo ocorrer... J& deixou...

Andreia: E se eu pegar essa reta que a senhora tragou e passar bem no meio?
Hugo: Mas a reta tem que conter um dos lados.
A pesquisadora tracou a seguinte figura e perguntou se ela é convexa:

Leandro: Tem que ser qualquer reta!
Andreia: Tem que ter as palavrinhas méagicas: qualquer que seja a reta.
Alguns alunos, apesar de ndo conseguirem expressar corretamente a definicdo de

poligono convexo, mostraram conhecer duas maneiras de verificar se um poligono é convexo
ou ndo. Notamos, mais uma vez, que os alunos reconhecem alguns objetos geometricos por
meio da representacdo figural, mas ndo sdo capazes de representar esses objetos em outro
registro. Apesar de apresentar definicbes em que o quantificador ‘quaisquer’ foi
negligenciado, ao representar um poligono ndo convexo no quadro 0s alunos que

apresentaram a definicdo o reconheceram.
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Institucionalizamos as duas maneiras de reconhecer um poligono convexo: um
poligono ser& convexo quando a reta que contém qualquer um de seus lados deixa os demais
lados em um mesmo semipleno dos dois que essa reta determina; ou: um poligono é convexo
quando, para todos os pares de pontos do interior do poligono, 0s segmentos com
extremidades nesses pontos estiverem contidos no poligono.

Os alunos mostraram estar mais familiarizados com a segunda maneira. Chamamos
atencdo mais uma vez para a importancia do conceito e o papel dos livros cientificos, uma vez
que estes podem esclarecer duvidas.

Neste momento uma das alunas que ainda observava os livros didaticos fez o
seguinte comentario:

Daniela: Esse autor mistura quadrilatero com poliedros. Ele colocou o titulo ‘Quadrilateros’
e inicia o capitulo falando de poliedros. Isso confunde a cabeca do aluno.

Aproveitamos entdo para falar-lhes sobre a concepcdo de alguns educadores
matematicos no que se refere a forma de introduzir os conteddos geométricos nas séries
iniciais, no ensino fundamental 1 e nos primeiros anos do ensino fundamental 2. Falamos
também sobre as recomendacGes dos PCN quanto a introdu¢do do meétodo dedutivo, do
Movimento da Matematica Moderna e alguns fatores que contribuiram para a auséncia da
geometria nas escolas.

Daniela: Eu ja estou com essa duvida. Imagine eles que sdo mais novos. I1sso aqui podia ta

em um capitulo anterior.

Pesquisadora: Sera que sua divida é a duvida do aluno? E se vocé tivesse visto dessa forma,
sera que estaria com as davidas que tem hoje?

Daniela: Eu discordo que seja dado no mesmo capitulo. Se o contetido é quadrilatero, ndo
vai colocar uma figura geométrica ndo plana logo embaixo. Eu ndo ia saber falar sobre isso.
Ta aqui com um capitulo de quadrilatero com uma figura ndo plana. Eu poderia dar antes,
para depois fazer a comparacao.

Hugo: Ai professora, fazendo sempre a relacdo da geometria plana com a espacial o aluno
mais tarde ndo vai ter dificuldade em calcular a area das superficies dos sélidos.

Falamos que, como futuros professores, eles devem estar conscientes de que o livro
ndo € absoluto e que cabe ao professor sua escolha e a conducdo conveniente do que esta
escrito no livro.

Daniela: Eu ndo me guiaria por esse livro!

Gustavo: Muitos professores hoje, principalmente professor de cursinho, quase nenhum usa
livro. O professor chega na sala de aula, com o piloto na méo e da aula. Tipo... O contetdo
que ele da pode ser capitulo de um livro, mas pode ser também que nédo esteja ou pode ser de
outro livro.

Pesquisadora: E vocé acha o que?

Gustavo: Eu acho assim gque, com o aprendizado que a gente leva aqui da pra gente ter essa
nogao, saber se o livro é realmente necessario mesmo. Quer dizer: necessario €, mas se 0
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livro é realmente utilizavel pra gente seguir, como Daniela falou ali. S6 pelo titulo do
capitulo ela ja disse que ndo d& pra seguir.

Hugo: Acho o ideal a gente usar varias fontes de pesquisa e ver alguns topicos mais
coerentes.

Pesquisadora: Mas como voceés introduziriam a geometria para seu aluno?
Hugo: Nocdes primitivas: ponto, reta e plano. D& a ideia dele.

Gustavo: Eu acho bom das duas formas, tanto iniciando pelas no¢des primitivas, como
comecando pela figura espacial. Acho que deve ter professores que preferem comecar pelas
noc¢Oes primitivas e outros que devem comecar pelas figuras espaciais. Eu ndo sei como faria,
ndo Eu gostei da ideia de comecar pelas figuras espaciais.

Hugo: Mas para favorecer o aluno a aprender o método dedutivo axiomatico, deve comecar
pelas nogdes primitivas: ponto, reta e plano.

Gustavo: Eu ndo concordo com isso, ndo.

Andreia: Mas ha outra questdo também, eu falo isso pela geometria que eu tive, por ela estar
tdo separada, 14 nos finais a gente ndo chega a ver. Se a gente prestar atengdo nesses livros
mais atuais ele tenta unir a matematica mesmo com a geometria, ndo uma coisa separada.

Daniela: Os livros novos estdo assim entdo, pois eu dou curso a uma menina que no livro
dela tem geometria no inicio, no meio e no fim. N&o é s6 no final. Ele coloca proporgéo ai vai
e coloca as figuras. Vai alternando.

Pesquisadora: Alguns desses livros que vocés tém na mao trazem os contetdos geométricos
apenas no final?

Pudemos observar nas falas dos alunos a auséncia de coordenacdo de registros ao
tentar expressar a definicdo de poligono convexo. O aluno evidencia saber reconhecer na
préatica o que vem a ser um poligono convexo, porém ndo consegue expressar a defini¢do: “Se
eu tracar uma reta, sendo que o segmento pelo qual eu tracei a reta esta totalmente contido
nessa reta, por qualquer segmento da figura, essa figura tem que ficar toda dentro do mesmo
plano, toda do mesmo lado dessa reta que eu tracei. Por qualquer lado da figura que eu
tragar a reta, a figura toda tem que ficar do mesmo lado”.

A dependéncia ao livro didatico, constatada em nossas analises preliminares, foi
explicitada. Ha indicios de que esses futuros professores reproduziriam em suas futuras aulas
0 que é apresentado nos livros didaticos, ndo privilegiando as dialéticas propostas pela teoria
das situacdes didaticas, de Brousseau (1997). A fala a seguir aponta para as davidas que seus
futuros alunos vivenciardo, tendo em vista as suas proprias: “Eu ja estou com essa davida.
Imagine eles que sdo mais novos. Isso aqui podia ta em um capitulo anterior”. A postura
desse sujeito de nossa pesquisa foi também observada entre professores pesquisados por
Maioli (2001).

Outra observacéo diz respeito a forma que os alunos acreditam ser a mais eficiente
para introduzir a geometria a seus futuros alunos a partir das no¢ées primitivas: “Mas para

favorecer o aluno a aprender o método dedutivo axiomatico, deve comecar pelas nocoes
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primitivas: ponto, reta e plano”. Esta fala evidencia que, em sua futura prética, este futuro
professor estd propenso a reproduzir as aulas vivenciadas na graduacao.

Dando continuidade a nossa atividade, concedemos 10 minutos para os alunos
identificarem os quadrilateros notaveis. Apresentaram 0s seguintes comentarios:

a) Observar os quadrilateros.

[/

(1) @) ®

(4) () (6)

Eva: Professora, precisa colocar trapézio regular? Eu vou colocar apenas trapézio, viu?
Com relacdo ao quadrilatero 6:

Fabio: Paralelogramo néo é, pois paralelogramo tem que ter quatro lados, sendo iguais dois
a dois, e aqui tem dois lados diferentes. Também trapézio ndo é, pois trapézio tem que ter
dois lados iguais e aqui € um poligono irregular.

Hugo: A figura 6 é um trapézio.
Fabio: Mas trapézio tem que ter dois lados iguais.
Hugo: N&o. Dois paralelos e dois concorrentes.
Leandro: Esse 6 é 0 qué?
Daniela: Professora, eu posso usar o termo quadrilatero obliquo?
Pesquisadora: O que é que vocé entende por quadrilatero obliquo?
Daniela: E tortinho.
Eva: Professora, o losango é que nem o quadrado com as medidas iguais?
Daniela: S6 que obliquo.
Pesquisadora: O que vocés acham?
Fabio: Onde tem uma diagonal maior e uma menor.
Apbs discussao, todos acabaram por identificar cada quadrilatero corretamente. No

entanto, os comentarios indicam que os alunos apresentam dificuldades conceituais com
relacdo aos quadrilateros notaveis. Ha indicios de que confundem os quadrilateros notaveis
com sua representacdo. A proxima atividade confirmard ou refutara essa hipotese.

Foi solicitado aos alunos definirem cada um dos quadrilateros notaveis, comegando
com o paralelogramo.

Andreia: Eu ndo sei definir, eu so sei ver.
Gustavo: Paralelogramo € o quadrilatero que possui os lados paralelos dois a dois.
Andreia: Ai vocé falou também do retangulo.
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Gustavo: E um paralelogramo. O retangulo é um paralelogramo. A diferenca é que no
retangulo os angulos internos tém noventa graus. Mas o retangulo também é um
paralelogramo.

Féabio: N&o. O paralelogramo é um retangulo? Nao.
Hugo: O retangulo que é um paralelogramo.

Fabio: Eu coloquei que o paralelogramo é o quadrilatero que possui os lados iguais e
paralelos dois a dois.

Eva: Eu coloquei que paralelogramo é uma figura plana paralela e ligada dois a dois.

Pesquisadora: Vamos imaginar, Eva, que a pessoa que ouve esta definicdo ndo enxerga e
precisa visualizar a representacdo do que esta ouvindo em forma de figura. Ele ouve que
paralelogramo é uma figura plana paralela, o que vocé acha que ele imaginaria?

Gustavo: Tem que dizer que é quadrildtero, mesmo que a pessoa ndo saiba 0 que é um
quadrilatero, e quem é paralelo a quem. Sendo, néo vai saber.

Jadson: Eu cologuei que é um quadrilatero com quatro segmentos paralelos dois a dois.
Daniela: Eu coloquei que é um quadrilatero obliquo com lados opostos iguais e paralelos.
Bruna: Eu também coloquei assim.

Ivo: Eu também coloquei obliquo.

Fabio: Ele seria obliquo a base, ndo é? Que forma angulo agudo com a base.

Ivo: Eu coloquei: poligono de quatro lados, tendo os lados opostos com mesma medida e 0s
lados obliquos em relacdo a base.

Fabio: E! Tem que ser obliquo em relac&o a base porque sen&o eu vou imaginar que vai ser
obliquo em relacéo a um plano.

Pesquisadora: E vocés imaginaram a necessidade de colocar esse termo obliquo por qué?
Daniela: Por causa do retangulo.

Fabio: Por causa dos lados paralelos do retangulo.

Gustavo: Mas o retangulo também é um paralelogramo.

Daniela: Sim, mas para a gente falar a diferenga... Como vamos falar a diferenca deles dois?

Gustavo: Mas ai é como a professora falou. Assim a gente t4 usando a figura para definir. A
gente pode definir depois que o retangulo é o paralelogramo que possui 0s quatro angulos
retos.

Daniela: Foi por isso que eu acrescentei 0 “obliquo”, porque por essa definicdo o retangulo
é um paralelogramo.

Hugo: Mas o retangulo é um paralelogramo.
Andreia: Ai terminou de confundir tudo.

Gustavo: A gente pode definir paralelogramo como o quadrilatero que possui os lados
paralelos dois a dois. Pode ser retangulo ou pode néo ser retangulo.

Pesquisadora: NoOs estamos tentando definir paralelogramo. Quando tentamos definir um
objeto, n6s devemos estabelecer o que, no minimo, caracteriza esse objeto. As demais
caracteristicas passam a ser propriedades desse objeto que derivam da definicdo. Nesse caso,
sera que existe um quadrilatero com lados opostos paralelos em que estes lados apresentem
medidas diferentes?

Hugo: E uma consequéncia. N&o existe paralelogramo com lados opostos diferentes.
Daniela: Existe sim. Eles podem ser paralelos e um maior e outro menor.

Ivo: Pode ser sim, paralelos, o de cima maior e o de baixo menor.
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Hugo: Entéo nédo seria dois a dois. Se for dois a dois, ndo tem como néo ser.

Pesquisadora: Vamos tentar tracar esse quadrilatero com lados opostos paralelos em que 0s
pares de lados paralelos tenham medidas distintas?

Daniela: Ndo, ndo é assim. Eu imaginei diferente. O trapézio...
Hugo: Sao dois a dois, Daniela. A igualdade € uma consequéncia do paralelismo dos lados.
O fato de ndo conseguir construir um quadrilatero com lados opostos paralelos e ndo

congruentes fez com que Daniela aceitasse que ndo existe o quadrilatero procurado.
Alertamos aos alunos que essa procura € o que chamamos de conjectura e que para termos
certeza da inexisténcia desse quadrilatero precisariamos demonstrar.

Na proxima etapa da atividade, serdo exploradas as propriedades do paralelogramo e
os alunos terdo a oportunidade de conjecturar sobre as propriedades dos quadrilateros notaveis
e demonstré-las.

Pesquisadora: Qual é a definicdo de retangulo?
Bruna: Eu coloquei: é um quadrilatero com dois lados paralelos e que possui angulos de 90°.
Andreia: Eu coloquei assim: paralelos entre si e que possui angulos retos no seu interior.

Gustavo: Eu ia colocar assim: o paralelogramo cujos angulos internos tém 90°. Ai eu
coloquei assim: quadrilatero que possui lados opostos paralelos dois a dois e seus angulos
internos medem 90°.

Daniela: Quadrilatero com lados opostos paralelos e com quatro angulos retos.
Hugo: Basta dizer que é o paralelogramo com quatro angulos retos.

Gustavo: Mas tem que especificar que sdo os quatro angulos internos.

Hugo: Os externos também sao!

Fabio: E. Porque se prolongar os segmentos, 0s externos também s&o retos.

Leandro: Eu acho melhor dizer que é o quadrilatero que possui 0s quatro angulos internos
medindo 90°.

Fabio: Eu também, porque pode ser que o aluno nem saiba o que é um angulo externo ainda.

Gustavo: Para mim é melhor dizer que é o paralelogramo cujos angulos internos medem 90°.

Pesquisadora: Entdo para vocés, quais sdo as condi¢bes para que um quadrilatero seja
retangulo?

Todos: Tem que ser quadrilatero, tem que ter os lados opostos paralelos, tem que ter os
angulos internos medindo 90°.

Leandro: Ai entra a questao das medidas dos lados, agora.

Gustavo: N&o. Ai ndo entra a questdo das medidas dos lados, ndo. Porque a gente esta
dizendo que sdo paralelos.

Leandro: Sim, mas para ser retangulo, dois dos lados paralelos tém que ser maiores que 0s
outros dois.

Gustavo: Nao! O quadrado é um paralelogramo!

Leandro: Mas o quadrado é um retangulo?

Fabio: E, o quadrado é um retangulo!

Gustavo: E sim!

Hugo: O quadrado é um retangulo com todos os lados iguais.
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Andreia: Entdo o quadrado é um paralelogramo, é um retangulo. Se ta dizendo que ele é um
retdngulo, entdo ele é um paralelogramo.

Hugo: Com certeza.

Andreia: Entdo termina de confundir o que o aluno ja sabia e vai atrapalhar tudo. Se ele vir
a figura ele vai dizer: “Professora eu ndo sei mais o que € isso .

Fabio: Mas isso confunde mesmo, porque a gente sempre aprendeu a diferenciar o quadrado
do retangulo. Ai sempre os alunos pensam que o quadrado ndo é um retédngulo. Sempre foi
assim.

Daniela: Desde pequenininho que eles ja sabem o que é triangulo, quadrado e retangulo.
Nesse momento houve uma grande discusséo entre os alunos, como se estivessem

surpresos em descobrir a relagdo entre os quadrilateros notaveis.

Andreia: Agora eu acabei de descobrir uma coisa professora, que eu néo sei.
Fabio: Ai, professora, ele ndo sabia que o quadrado é um retangulo.

Leandro: A definicdo que eu tinha é que... Por isso que eu falei da questdo das medidas. Pra
mim o quadrado ndo era um retangulo. Pra mim o retangulo sempre ia ser lados opostos
paralelos, com mesma medida, e lados adjacentes com medidas diferentes um do outro.

Hugo: A crianca ndo vai saber diferenciar por causa das fases, como dizia Piaget. As fases
cognitivas. A crianca, quando ela vir a figura, ela vai identificar pela forma. Ja& no
fundamental 2 ela tem que abstrair. A fase do principio do abstrato. Ele tem que ir pela
definicdo e ndo... Ele ndo vai pela forma da figura.

Andreia: Eu t6 na faculdade e ainda ndo abstrai.
Daniela: Eu ndo concordo com Hugo.

Pesquisadora: Mais uma vez estamos vendo o que acontece quando ficamos limitados a um
Unico registro de representacao.

Falamos da importancia de coordenar os diferentes registros de representacdo e
fizemos uma breve apresentacdo das ideias de Duval, que considera que a compreensdo em
matematica depende da coordenagdo de ao menos dois registros de representacao.

Eva: Entdo quadrado é o quadrilatero que tem os lados opostos paralelos com medidas
iguais, ndo é?

Pesquisadora: E o que mais?

Fabio: Angulos internos medindo 90°.

Gustavo: Basta dizer que os angulos internos séo iguais também, porque se a soma é 360°,
entdo cada um vai medir 90°.

Fabio: Ai vocé vai ter que demonstrar, meu amigo.

Gustavo: Ai eu vou ter que dizer que a soma dos angulos internos é 360°. Demonstrar para
depois usar, ndo é?

Hugo: Eu tenho outra definicdo para quadrado. E um losango que tem todos os angulos
internos iguais a 90°.

Pesquisadora: Vocés concordam com a defini¢do de Hugo?

Andreia: Nao, porque o losango pode ter os angulos agudos [faz com as maos um losango
ndo quadrado], e ai?

Fabio: Professora, eu acho que ndo deve envolver losango.
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Gustavo: Eu ndo sei. Porque eu néo defini losango. E eu ndo defini porque eu ndo sei o que é
um losango. Entéo pelo que Hugo t& dizendo, se o quadrado é um caso especial do losango,
os lados do losango séo iguais.

Hugo: E. Justamente.
Féabio: O quadrado é um losango... E € mesmo! O quadrado € um losango.

Gustavo: N&o... Nao, porque...Se ali diz que o quadrado tem que ter os angulos internos
iguais a 90, o losango ndo tem os angulos internos iguais a 90. Entdo o losango nédo é um
quadrado.

Fabio: Entdo se vocé falar que o losango néo tem o angulo de 90°, entdo vocé ta dizendo que
0 quadrado ndo é um losango.

Gustavo: O quadrado é um losango! Mas s6 que o losango ndo é um quadrado!

Leandro: Basta colocar que tem os quatro lados iguais e os angulos internos diferentes de
90°.

Jadson: E os angulos opostos sdo iguais.

Leandro: Os angulos opostos iguais e diferentes de 90°.

Fabio: Os angulos opostos ndo podem ser diferentes. Porque o quadrado é um losango. E o
quadrado tem os angulos opostos iguais.

Percebemos uma confusdo por parte de alguns alunos quanto as definicbes e
propriedades dos quadrilateros. Relacionamos as caracteristicas de cada um dos quadrilateros
notéveis e solicitamos dos alunos participantes que tentassem construir um quadrilatero com
0s quatro angulos retos e que possuissem os lados opostos ndo paralelos e ndo congruentes ou
quadrilateros com lados congruentes e com angulos opostos com medidas distintas.

Os alunos passaram a desenhar quadrilateros com todos os angulos retos e
perceberam que aparentemente ndo existe quadrilatero com angulos retos e lados opostos nao
paralelos ou ndo congruentes.

Os alunos chegaram a conclusdo por apreensdo perceptiva e afirmaram que se um
quadrilatero possui todos os angulos retos, entdo os lados opostos serdo paralelos e
congruentes. Esta propriedade ndo foi demonstrada nesse momento. N&o exigimos a
demonstracdo, pois sabiamos que esta surgiria na segunda parte da sequéncia, porém
esclarecemos aos alunos que apenas a demonstracdo pode validar nossas afirmacgoes.

Gustavo: Entéo se for retéangulo, ele é um paralelogramo, mas se for um paralelogramo nem
sempre € um retangulo.

Pesquisadora: Se vocés estivessem dando aula, fizessem essa pergunta: “Sera que existe um
poligono, quadrilatero, com todos os angulos retos e os lados opostos ndo serem paralelos? ”,
vocés ndo acham que eles terdo curiosidade de verificar a existéncia desse quadrilatero?
Hugo: Vao, sim.

Pesquisadora: Sera que eles ficardo satisfeitos com o “nédo” do professor?

Gustavo: Eles ndo vao conseguir desenhar e eles também, professora, vdo querer ver uma

figura que os angulos nédo séo retos, mas os lados opostos sejam paralelos. Porque eles vao
ficar na curiosidade. Eles vao pensar: “Se o professor falou isso, pode ser que exista”.
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Leandro: O aluno vai ficar sempre na ddvida se ele ndo conseguiu desenhar ou se ndo existe.

Pesquisadora: E a oportunidade de mostrar a seu aluno que a unica forma de ter certeza de
que ndo existe tal quadrilatero é por meio da demonstracéo.

Os alunos foram instigados a fazer a mesma investigacdo com relagdo ao losango e
seus angulos internos. Falamos para 0s alunos que apenas conjecturamos a respeito de
algumas propriedades dos quadrilateros, mas nas proximas atividades teriamos a oportunidade
de fazer estas demonstracgdes. Prosseguimos o debate com os alunos:

Gustavo: Entdo, professora, eu penso assim: que no quadrilatero a gente tem que definir do
maior para o0 menor. A gente tem que definir o paralelogramo, porque para definir o
retangulo precisa da definicdo de paralelogramo, e pra definir o quadrado precisa da
definicdo do retangulo.

Leandro: O quadrado esté incluido no conjunto dos retangulos?
Féabio: O quadrado é um retangulo.
Gustavo: O quadrado é um subconjunto do conjunto dos retangulos.
Fizemos a representacdo em forma de diagrama do conjunto dos retangulos contendo

0 conjunto dos quadrados.

Pesquisadora: E os losangos?

Fabio, Eva: Esta dentro do quadrado.

Fabio: Nao!

Andreia: Nao, porque o quadrado s6 tem angulo de 90°.

Gustavo: O losango esta fora do conjunto dos quadrados.

Pesquisadora: Existe alguma relacéo entre o losango e o retangulo?

Hugo: O quadrado ¢ a intersecdo entre o losango e o retéangulo.
Pesquisadora: Qual dos quadrilateros tem em sua definicdo mais exigéncias?
Leandro: O quadrado.

Pesquisadora: Isto implica que relacdo entre o conjunto dos quadrados e 0s outros
quadrilateros?

Fabio: Ele é menor. E igual aos funcionarios de uma empresa. Quanto mais qualificados s&o
os funcionarios, menos desses funcionarios tem na empresa.

Pesquisadora: Quanto mais exigéncias sdo impostas sobre os elementos de um conjunto,
menor é o conjunto.

Construimos o diagrama relacionando inicialmente as caracteristicas dos
quadrilateros, para posteriormente substituir pelos quadrilateros correspondentes,
estabelecendo assim a relagéo entre os quadrilateros notaveis (Figura 42).
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Figura 42. Diagrama que relaciona os quadrilateros notaveis

QUADRILATEROS

ANGULOS RETOR

QUADRILATERO
ANGULOSRETOS E
LADOS CONGRUENTES

QUADRILATEROS

LADOS CONGRUENTES

Fonte: Dados da pesquisa.

Andreia: E o paralelogramo pega tudo.

Pesquisadora: Andreia disse que o conjunto dos paralelogramos contém todos 0s outros.
Fabio: Ai tem outro superior: quadrilatero e poligono.

Hugo: Poligono é maior.

Hugo: Professora, uma coisa interessante € que o aluno ndo conhece o losango,

normalmente vé a questdo so6 da figura e quando vé o losango em determinada posicao ele diz
que ndo € um losango e sim apenas um paralelogramo.

Gustavo: E, professora. Quando desenhamos o quadrado com um vértice para baixo, ele é
losango. Quando desenhamos com o lado para baixo, ele é quadrado.

Leandro: Foi isso que o palestrante estava falando sobre o livro didatico, sobre as posicdes
que vinham as formas geométricas nos livros, que os alunos acabam cauterizando aquilo na
mente e sO seguem... SO € aquilo se tiver naquela posigéo.

Falamos que isso acontece quando ficamos presos a uma Unica representacdo: a
representacdo em forma de figura. Nesse caso estamos confundindo o objeto com uma
representacao.

Leandro: E o trapézio entra aonde ai no diagrama?
Hugo: O trapézio é um tipo qualquer de quadrilatero.
Pesquisadora: Que definigdo vocés deram para trapézio?



181

Gustavo: E o quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos e dois ndo paralelos.

Daniela: Eu coloquei que é o quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos e dois
concorrentes.

Fabio: E o quadrilatero que possui dois lados opostos paralelos, chamados base maior e
base menor e os outros lados concorrentes.

Hugo: E o quadrilatero que tem dois lados paralelos e os outros dois ndo paralelos, 0s
outros dois sdo obliquos.

Andreia: E aquele que fica assim, que também é trapézio? [Desenha um trapézio retangulo.]
Hugo: A reta-suporte dos lados ndo paralelos séo obliquas.
Andreia: Me tire essa duvida: o que sdo retas obliquas?
Gustavo: S&o retas que, quando prolongadas, elas se encontram.
Pesquisadora: Vocés sabiam que existem duas defini¢des para trapézio?
Andreia: Eu ndo sabia uma, que dir4 duas.
Passamos a definir trapézio de duas maneiras diferentes, sendo a primeira:

“Quadrilatero que possui apenas um par de lados paralelos”.

Eva: Essa definicdo também vale para trapézio regular?
Pesquisadora: O que vocé entende por trapézio regular?

Gustavo: Nao tem como ter um trapézio regular, porque se os quatro lados forem paralelos
entre si, consequentemente eles sdo paralelos dois a dois. Como no trapézio ele ndo tem os
lados paralelos entre si, consequentemente eles também ndo séo iguais dois a dois.

Pesquisadora: O que € um poligono regular?
Gustavo: Possui os angulos e lados iguais.
Esclarecemos que um poligono é regular quando possui todos os lados e todos os

angulos congruentes, e observamos que, pela primeira definicdo de trapézio, ndo ha
possibilidade de que este seja um poligono regular.

Apresentamos a segunda definicdo de trapézio: “Quadrilatero que possui um par de
lados paralelos™.

Andreia: E a mesma coisa.
Hugo: E. S6 com outros dados.
Os alunos ndo perceberam a diferenca entre as duas definicdes de trapézio.
Solicitamos que observassem a diferenca do que estava escrito em cada caso.
Gustavo: Ai tem uma diferenca, professora. Pode ser que alguém leia e pense assim: trapézio
é um quadrilatero que possui pelo menos um par de lados paralelos.
Fabio: Mas ai ndo tem pelo menos.
Gustavo: Mas pode ser que alguém pense dessa forma.
Pesquisadora: Mas ndo é isso que tem escrito aqui, nao?
Fabio: Nao!
Gustavo: Mais ou menos.
Eva: Esta, sim. SO que esta implicito.
Leandro: Isso pode abrir margem para uma interpretacdo incorreta.
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Féabio: Eu acho que da no mesmo.
Gustavo: A primeira definicdo foi mais direta.

Leandro: A segunda definicdo esta dizendo que tem que ter um par, mas ndo esta dizendo
que é apenas um.

Mostramos a representacdo figural de dois quadrilateros — um trapézio nao
paralelogramo e um paralelogramo — e perguntamos se 0 primeiro era um trapézio pela
primeira definicdo. Todos responderam que sim. Pela segunda defini¢do, também todos
responderam que sim.

Mostramos a representacdo figural de um paralelogramo e perguntamos se era um
trapézio pela primeira definicdo. Todos responderam que nado. E pela segunda defini¢do?

Gustavo: Mas pela segunda é.
Pesquisadora: Entédo o paralelogramo é um trapézio?
Hugo: O pior que é!

Os alunos ficaram surpresos com a possibilidade de o paralelogramo ser um trapézio.
Pesquisadora: Tomem os livros do nivel superior e do ensino fundamental e observem qual a
definicéo escolhida pelos respectivos autores.

Apenas um livro da educacdo basica adotou a segunda definicdo para trapézio,

enquanto todos os livros de ensino superior adotaram a segunda definicao.
Do livro de Dolce, a segunda definicdo foi lida por Daniela: “Um quadrilatero plano
é um trapézio se, e somente se, possui dois lados paralelos™.

Leandro: E esse “se, e somente se”’?
Hugo: Toda definicéo é “se, e s6 se”.
Pedimos aos alunos que fizessem a representacdo simbolica da definicdo lida por

Daniela para que pudessem esclarecer o significado de “se, e somente se”. Explicamos que as
duas defini¢des estdo corretas e que teriamos que adotar uma definicao.

Gustavo: Entdo o paralelogramo também é um trapézio!?

Pesquisadora: Pela segunda definicao, sim.

Gustavo: N&o sei. Estou confuso aqui.

Fabio: Essa definicdo 2 é veridica?

Pesquisadora: Tanto é, que a maioria dos livros cientificos a adota.

Hugo: Néo, professora. Tem algum problema ai de interpretacéo. Vamos reler.
Gustavo: Entdo, por Barbosa [2006], o paralelogramo também é um trapézio.

Hugo: Vamos reler... Vamos reler... Nao estou aceitando isso, ndo. Esse portugués, esta
linguistica ta errada!

Pesquisadora: Tanto a primeira definicdo quanto a segunda estdo corretas. SO que teremos
de adotar uma delas e ser coerentes com a definicdo que escolheremos.

Hugo: A mais geral: a segunda.
Pesquisadora: Agora vamos definir o trapézio isdsceles.
Gustavo: O trapézio é isosceles quando seus angulos sao iguais dois a dois.
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Daniela: Os angulos da base.
Fabio: Os lados sdo iguais, ndo paralelos.

Jadson: Aqui tem dizendo assim: Um trapezio é isosceles quando suas laterais séo
congruentes [segundo Barbosa (2006)].

Pesquisadora: Entdo o paralelogramo é um trapézio isdsceles?

Gustavo: Professora, a gente deveria ter uma disciplina assim no nosso curso. Porque sO
assim para a gente saber como ensinar. Porque a gente aprende na teoria; quando chega na
hora de ensinar, ninguém sabe. Ninguém sabe ensinar nada.

Hugo: Quando eu estudei, a professora s se preocupava com os calculos. Era tudo
decoreba. Quando eu fui estudar para uma selecdo, eram provas abertas que tinha de
raciocinar a questdo, ndo era apenas reproducdo de algoritmos. Quando eu cheguei na
faculdade que comecei a ver demonstracéo. Eu nunca tinha visto na escola.

Gustavo: E a forma que a gente vé na faculdade. Tinha que ter disciplina assim para ensinar
a gente ensinar.

Pela segunda vez o aluno expressa que as atividades que estdo sendo desenvolvidas
servem de inspiracao para que saibam como ensinar futuramente.

Voltamos a discusséo sobre as definigdes de trapézio...
Gustavo: Professora, se o livro que eu usar para ensinar tiver usando a primeira definicdo de

trapézio, eu devo usar qual das duas?

Pesquisadora: Vocé usa a que achar melhor, mas deve ter o cuidado em ser coerente com a
definicdo que vocé escolher. N6s aqui adotamos a segunda definicdo; entdo vamos definir
agora o que vem a ser o trapézio isdsceles de modo que seja coerente com nossa definicéo de
trapézio.

Fabio: E o trapézio que possui dois lados com medidas iguais e ndo paralelos.

Bruna: Aqui nesse livro diz que trapézio isosceles é o trapézio que possui 0s lados néo
paralelos com medidas iguais.

Pesquisadora: E como o autor define trapézio nesse livro?

Gustavo: Vendo essa definicdo de trapézio isdsceles, professora, eu acredito que ele
considera a primeira defini¢do de trapézio.

Bruna: Quadrilatero com apenas um par de lados paralelos chamados bases.
Gustavo: Ta vendo, professora?

Fabio: Nesse livro [Dolce] ele definiu assim: ABCD é um trapézio se, e somente se, ele
possui dois lados paralelos. Entéo ele usou a definic¢éo 1.

Partimos para a representacao simbolica da definicdo lida por Fabio:
ABCD trapézio < AB // CD ou BC //DA

Pesquisadora: Basta que tenha um dos pares de lados paralelos para que ABCD seja
trapézio. Que corresponde a defini¢ao 2.
Marina: Professora, e esse ““se, e somente se”, ndo ta afirmando que é apenas, nao?
Fabio: Foi assim que eu interpretei.
Esclarecemos aos alunos o significado da expresséo “se, e somente se”, e que em

todas as definicbes ela esta implicitamente sendo utilizada (fizemos a leitura nos dois
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sentidos) — ou seja, usaremos esta expressao sempre que pretendermos fazer uma
caracterizagdo de um objeto.

Fabio: Aqui ndo tem a definicdo de trapézio isosceles.
Camila: Barbosa [2006] utilizou a definicéo 2.
Pesquisadora: E qual a defini¢ao de trapézio isésceles?
Camila: Um trapézio é dito isosceles se suas laterais sdo congruentes.
Tracamos varios trapézios no quadro, como representado na Figura 43 e pedimos aos

alunos que identificassem os trapezios isosceles utilizando a definicdo lida por Camila.

Figura 43. Trapézios.

Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos afirmaram serem isosceles os trapézios 1 e 3.

Gustavo: Mas 3 € um paralelogramo e ndo tem os angulos da base congruentes.
Falamos sobre as incoeréncias que existem em alguns livros e chamamos a atencao

dos alunos para a importancia de atentar as defini¢cGes escolhidas e de manter coeréncia com
estas.

Bruna: A gente pode acrescentar “ndo paralelos” na definicdo de trapézio isosceles.
Admitimos que o trapézio serd isosceles sempre que tiver apenas um par de lados

congruentes, o que corresponde a Figura 43.

Gustavo: Se alguém lhe disser que o retangulo é um trapézio, vocé vai acreditar?

Pesquisadora: Figuemos atentos em manter a coeréncia com a definicdo escolhida para
trapézio.
Institucionalizamos em um quadro a definicdo de cada quadrilatero notavel

representando-a nos registros de lingua natural, figural e simbélica. (Quadro 19).

Quadro 19. Institucionalizacédo de definicdes relacionadas a quadrilateros.

REGISTRO EM LINGUA REGISTRO FIGURAL REGISTRO SIMBOLICO

NATURAL

Sejam A, B, C e D quatro D Dados A, B, C e D quatro pontos de um
pontos de um mesmo mesmo plano em que trés pontos
plano, todos distintos, de consecutivos ndo sdo colineares. O

(9]

modo que trés pontos quadrilatero ABCD é dado por:
consecutivos ndo sejam
colineares. Se os
segmentos AB, BC, CD e
DA interceptam-se apenas

nas extremidades, a

ABCD = ABUBC UCD U DA4,
ABNCD=0eADNBC =0
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segmento que une dois
vértices ndo consecutivos.

reunidao desses quatro
segmentos é um | B
quadrilatero.

c

A
Diagonal de um D AC e BD s3o diagonais do quadrilatero
quadrilatero é um ABCD.

[

.
(=]

Um quadrildtero plano
convexo é paralelogramo
se, e somente se, possui
os lados opostos paralelos.

=]
O *%

ABCD é paralelogramo < AB// CD e AD//
BC.

Um  paralelogramo é
retangulo se, e somente
se, possui um angulo reto.

o}
.
OYe!
[vs]

O paralelogramo ABCD é um retangulo &
med(ABC) = 90° oumed(BCD) = 90°
oumed(CDA) = 90° oumed(DAB) =
90°

Um  paralelogramo é
losango se, e somente se,
possui dois lados
consecutivos congruentes.

o
O
(=)
B

5
[%5]

O paralelogramo ABCD é um losango &
AB=BC ouBC =CD ouCD = DA ou
DA = AB.
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Um losango é quadrado c O losango ABCD é um quadrado &
se, e somente possui um {7 med(ABC) = 90° oumed(BCD) = 90°
angulo reto. oumed(CDA) = 90° oumed(DAB) =

Q B 900
Ou equivalentemente , um ol
retangulo é um quadrado O retangulo ABCD é um quadrado <& AB =
se, e somente se, possui & BCouBC=CDouCD =DAouDA=
dois lados consecutivos A 4B.
congruentes
Um quadrildtero plano, | D ABCD é um trapézio & AB// CD ou AD//
convexo é trapézio se, e BC.
somente se, possui dois
lados paralelos.

c

Um trapézio é isésceles se,
e somente se, possui
apenas dois lados
congruentes.

ABCD é trapézio isésceles & AB=(CD e
AD # BC

Fonte: Dados da pesquisa.

O objetivo desta tarefa foi garantir que os alunos conhecessem os quadrilateros que

serdo abordados nas tarefas seguintes, corrigir alguns equivocos conceituais detectados nas

analises preliminares e esclarecer as caracteristicas de um quadrilatero diferenciando

definicdo e propriedades.

Os relatos apresentados acima nos permitiram algumas observacoes:

e Os alunos identificam os quadrilateros pela apreensdo perceptiva, mas apresentam

dificuldades em representa-los em lingua natural ou em registro simbolico, evidenciando

confuséo entre o objeto e sua representacdo. Pudemos observar isso nas defini¢des

apresentadas e em relatos como: “eu ndo sei definir, eu so sei ver”, ou 0 do aluno que

identificou o losango em sua representacdo figural e declarou: “Eu ndo sei. Porque eu

nao defini losango. E eu ndo defini porque eu ndo sei 0 que é um losango ”.
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e Tiveram dificuldade em relacionar os quadrilateros notdveis, o que também ¢
consequéncia da confuséo entre objeto e representacdo. Chegamos a essa concluséo pelas
falas: “Foi por isso que eu acrescentei o ‘obliquo’, porque por essa definicdo o retangulo
é um paralelogramo” e “Sim, mas para ser retangulo, dois dos lados paralelos tém que
ser maiores que os outros dois”.

e Os alunos confundem definicdo com propriedade, incluindo nas definicbes dos
quadrilateros notaveis atributos que devem ser demonstrados para serem considerados
validos.

e Alguns alunos apresentam inseguranga em seus conhecimentos. Isso fica evidenciado na
fala da aluna: “Ndo coloque de caneta ndo, meninos. Coloque de lapis”.

e Concepcdo de que o esclarecimento das relacGes entre os quadrilateros pode causar
confusdo no aprendizado dos alunos. Isso pode ser constatado nas seguintes falas: “Entdo
termina de confundir o que o aluno ja sabia e vai atrapalhar tudo. Se ele vir a figura ele
vai dizer: ‘Professora, eu ndo sei mais 0 que é isso’.” e “Mas isso confunde mesmo,
porque a gente sempre aprendeu a diferenciar o quadrado do retangulo. Ai sempre 0s
alunos pensam que o quadrado ndo é um retangulo. Sempre foi assim”.

e Problemas na interpretagdo de enunciados e dificuldade na compreensdo do registro
simbodlico. Chegamos a essa conclusdo ao observar que os alunos ndo perceberam a
diferenca entre as defini¢cGes de trapézio e ao vé-los confundir a locugdo “se, e somente

se” com um unico termo.

As dificuldades apresentadas pelos alunos os tornam dependentes dos livros
didaticos e os levam a fazer escolhas que sejam mais préximas daquilo em que acreditam e
que dominam. As seguintes falas reforcam nossa afirmacdo: “Esse autor mistura quadrildtero
com poliedros. Ele colocou o titulo ‘Quadrilateros’ e inicia o capitulo falando de poliedros.
Isso confunde a cabeca do aluno”; “Eu ja estou com essa duvida. Imagine eles, que sdo mais
novos. 1sso aqui podia ta em um capitulo anterior ”; “Eu ndo ia saber falar sobre isso. T4
aqui com um capitulo de quadrilatero com uma figura ndo plana. Eu poderia dar antes, para
depois fazer a comparacéo. [...] Eu ndo me guiaria por esse livro!”.

As produgdes dos alunos evidenciam que eles apresentam dificuldades conceituais
no que tange aos quadrilateros, mais especificamente, na caracterizagdo dos quadrilateros
notaveis, que é mais influenciada pela apreensédo perceptiva de figura. Isso ja foi constatado
por Duval (2012), que afirma que a limitagdo da representacdo de um objeto matematico a um

unico registro pode provocar confusdo entre o objeto e sua representacao.



188

Constatamos que a experiéncia que os alunos vivenciaram até 0 momento com a
geometria se restringe a geometria intuitiva apoiada em experiéncias empiricas. Observamos
nas falas dos alunos a caracteristica de uma geometria cientifica (evidenciada no momento em
que um deles afirma que a melhor maneira de dar inicio a geometria € pelas nocbes
primitivas). 1sso evidencia que esses alunos ndo vivenciam em sua formagdo 0os momentos
propostos pela teoria das situa¢Ges didaticas, tornando-os dependentes do livro didatico.

Observamos nessa primeira etapa uma aceitacdo da tarefa, e as discussoes
apresentadas podem evidenciar que os alunos vivenciaram momentos de acdo. Observamos
também sinais de mudangas de concepgdes e também conscientizacdo da necessidade de
coordenagdo entre registros e de participacdo do aluno na construcdo do conhecimento para
uma real aprendizagem e autonomia em sua pratica futura. Essas afirmacdes séo reforcadas
pelas sequintes falas: “Mas ai é como a professora falou. Assim a gente t& usando a figura
para definir. ”, “Professora, a gente deveria ter uma disciplina assim no nosso curso. Porque
sO assim para a gente saber como ensinar. Porque a gente aprende na teoria; quando chega
na hora de ensinar ninguém sabe. Ninguém sabe ensinar nada”; “Agora eu acabei de
descobrir uma coisa, professora: gue eu nao sei”.

Houve avango no ganho de conhecimento. Pudemos observar esse ganho quando os
alunos comecaram a perceber algumas das caracteristicas essenciais de quadrilateros notaveis,
como expressam as seguintes falas: “Entdo o quadrado é um paralelogramo, € um retangulo.
Se ta dizendo que ele € um reténgulo, entdo ele é um paralelogramo”; “O quadrado esta
incluido no conjunto dos retdngulos?”; “E igual aos funcionarios de uma empresa: quanto
mais qualificados sdo os funcionarios, menos desses funcionarios tem na empresa” .

Os resultados colhidos na primeira etapa da sequéncia se assemelham aos obtidos na
pesquisa de Maioli (2011), especialmente quanto a autoridade atribuida aos livros didaticos
pelos futuros professores pesquisados, a énfase atribuida ao registro figural e a dificuldade
relacionada a geometria. Ha indicios que permitem afirmar que as dificuldades e concepc¢des
observadas na graduacdo podem se perpetuar ao longo da carreira docente.

Em seguida apresentaremos a segunda etapa da sequéncia, envolvendo atividades em
que os alunos sdo solicitados a realizar constru¢fes geométricas e apresentar a justificativa

matematica de cada uma delas.

2.2 etapa
Neste topico, apresentamos, as tarefas que compdem a segunda etapa da organizacao

didatica, a analise a priori e a respectiva analise a posteriori.
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As tarefas propostas e a aplicagdo da sequéncia se fundamentaram nas variaveis
globais descritas e na teoria das situacdes didaticas, de Brousseau (2009).

As 10 tarefas envolvem construcGes geométricas no ambiente papel-lapis e exigem
provas e demonstraces. Solicitou-se que os alunos construissem quadrilateros notaveis e
apresentassem a justificativa matemética de cada construcdo. Durante a execucdo de cada
tarefa, os alunos tiveram oportunidade de vivenciar momentos de acdo, formulacdo e
validacdo e, ao final, institucionalizamos as propriedades dos quadrilateros que foram
contempladas nas tarefas.

Visando controlar a evolucdo das estratégias que desejdvamos que fossem
desenvolvidas pelos alunos e, consequentemente, a evolucdo dos conhecimentos sobre o
topico ‘quadrilateros’, em cada uma das tarefas propostas levaram-se em consideracdo
variaveis locais. Os valores atribuidos a essas varidveis visaram mobilizar diferentes
conhecimentos pelos alunos, uma vez que cada escolha visou permitir a resolucdo das
situacBes de diferentes estratégias de construcdo e a apresentacdo de justificativas para as
construcdes realizadas. A escolha dessas varidveis, de seus respectivos valores e as
consequéncias dessas escolhas serdo apresentadas nas analises a priori.

Para a experimentacdo, distribuimos as tarefas para cada grupo e apds concedermos
um intervalo de tempo para que os alunos pudessem discutir internamente, 0s grupos
apresentaram seus resultados, os quais foram colocados em discusséo.

Observamos que inicialmente, em alguns grupos, os alunos trabalhavam
individualmente ou um trabalhava enquanto outros apenas observavam, ao passo que em
outros havia discussdo. Solicitamos que todos participassem da execucdo da tarefa e que
expusessem suas ideias. As discussdes foram se intensificando no decorrer das atividades,
mas mesmo assim percebemos a dificuldade de alguns em trabalhar e discutir em grupo.
Quanto a esse fato, Sadovsky (2005) destaca a importancia da socializacdo das atividades,
uma vez que pode ocorrer bloqueio de um dos membros do grupo por diferentes motivos, tais
como o conhecimento mais profundo de um dos membros, que pode desmotivar a
contribuicdo dos demais participantes. A autora explica que a interacdo entre 0s pares € a
confrontacdo entre as diferentes produgdes, apos a interacdo do aluno com o problema, podem
permitir ao professor propor novos problemas.

Nossas analises a posteriori se baseiam nos registros coletados nas discussdes
ocorridas internamente aos grupos, nas discussdes ocorridas ao socializarmos os resultados
apresentados pelos grupos e nos registros feitos pelos alunos. Desses registros, escolheremos

aqueles que fornecam dados relevantes para nossa pesquisa.
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Para cada tarefa, apresentaremos a analise a priori e, em seguida, relataremos a

experimentacao e exporemos a andlise a posteriori.
Tarefasle?2

Objetivos: As tarefas 1 e 2 tém por objetivo construir um paralelogramo utilizando
instrumentos de desenho geométrico; descrever as etapas da construcdo do paralelogramo; e
enunciar e demonstrar as principais propriedades do paralelogramo.

Visamos também abordar as principais propriedades do paralelogramo a partir das
estratégias utilizadas pelos alunos para a construcao desse quadrilatero. Desse modo, a forma
de construcdo do paralelogramo € uma variavel local que devera ser controlada de modo a
induzir os alunos a utilizacdo de estratégias convenientes.

Para a tarefa 1, optou-se por construir o paralelogramo a partir de trés pontos néo
colineares e, para a tarefa 2, construir o paralelogramo a partir de dois lados consecutivos e
uma diagonal. Cada valor atribuido a variavel local determinara um anico paralelogramo, mas
esse valor induzird a utilizacdo de diferentes estratégias de construcdo e, consequentemente, a
mobilizacdo de diferentes conhecimentos para justificar matematicamente a técnica utilizada.

A construcdo do paralelogramo partindo de trés pontos ndo colineares permitird aos
alunos a mobilizacdo de conhecimentos relacionados aos lados do paralelogramo, enquanto a
construgéo partindo de dois lados consecutivos e uma diagonal deve mobilizar conhecimentos
sobre simetria ou sobre as diagonais do paralelogramo. Os alunos poderdo recorrer as
propriedades das diagonais ou da simetria na tarefa 1 e mobilizar conhecimentos sobre lados
ao realizar a tarefa 2, porém as técnicas utilizadas nestas tarefas ndo necessariamente serdo as
mesmas, 0 que podera favorecer a mobilizacdo de diferentes conhecimentos.

A seguir apresentaremos, na andlise a priori, as consequéncias advindas de nossas

escolhas.

Tarefa 1. Construir um paralelogramo, dados trés vértices.
Enunciado: Dados trés pontos do plano, A, B e C, ndo alinhados, construa o ponto D tal que
ABCD seja um paralelogramo. Justifique sua construcéo.
Analise a priori da tarefa 1

Ao representar os trés pontos nédo colineares, os alunos deverdo obter os segmentos
consecutivos AB e BC que corresponderdo a dois lados consecutivos do paralelogramo
procurado. Em seguida deverdo buscar uma estratégia para construir o ponto D, quarto vértice

do paralelogramo.
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A busca pelo vértice D permitird a mobilizacdo de conhecimentos referentes aos
lados e/ou diagonais do paralelogramo, ao teorema das paralelas e & congruéncia de
triangulos.

Previmos trés técnicas para a realizacdo dessa tarefa:

Técnica 1. Usando a translacdo de vetores; do vetor BA, por exemplo:

Figura 44. Figura-suporte da técnica 1, tarefa 1.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Partindo dos dois lados consecutivos obtidos, ao ligar os pontos fornecidos no
problema os alunos poderdo obter o quarto vértice construindo os demais lados do
paralelogramo.

Ao usar a translacdo de vetor BA para construir o paralelogramo, o aluno deve
observar que as propriedades de uma figura-imagem obtida pela translacdo supracitada sdo as

mesmas propriedades da figura-objeto, isto é, o vetor BA tem mesma direcdo, sentido e

médulo que o vetor CD obtido.
Espera-se a seguinte demonstracao:
Hipotese: ABCD é quadrilatero, BD é diagonal e AD é paralelo e congruente a BC.

Tese: ABCD ¢ paralelogramo

Figura 45. Figura-suporte para validacdo da propriedade: se um quadrilatero possui
dois lados opostos paralelos e congruentes, entédo esse quadrilatero € um paralelogramo.
D C

Fonte: Dados da pesquisa.



192

Demonstracao

A diagonal BD divide o quadrilatero ABCD em dois tridngulos: ABD e BCD (Figura 45).
Considerando esses tridngulos, tem-se: AD = BC (hipdtese), ADB = DBC (hipotese e
teorema das paralelas) e BD lado comum. Pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado, os
triangulos ABD, BCD s&o congruentes. Logo, ABD = BDC, e portanto, pelo teorema das

paralelas, AB//DC. Podemos concluir entdo que ABCD é um paralelogramo.

Faremos a institucionalizagdo enunciando a seguinte propriedade do paralelogramo:
Se um quadrilatero apresenta um par de lados opostos paralelos e congruentes, entdo esse
quadrilatero € um paralelogramo.

Técnica 2. Usando o paralelismo dos lados opostos.

Figura 46. Figura-suporte da técnica 2 referente a tarefa 1.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Ao obter os segmentos consecutivos AB e BC, os alunos poderdo mobilizar uma das
caracterizacdes de paralelogramo (quadrilatero que possui lados opostos paralelos) e construir
retas paralelas aos segmentos obtidos.

Para alcancar validacdo desta técnica, garantindo sua generalidade, o aluno devera
justificar a existéncia das paralelas utilizando o axioma das paralelas: considerando os pontos

A, B e C dados, o axioma das paralelas garante a existéncia de uma reta r paralela a reta AB,

passando por C, e de uma reta s paralela a reta BC, passando por B. Além disso, o aluno
deverd garantir que as retas r e t interceptam-se em um ponto (no ponto D que é 0 quarto

veértice do paralelogramo).
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Técnica 3. Usando a propriedade das diagonais de um paralelogramo (Figura 47).

Pela terceira técnica, ao obter os segmentos consecutivos AB e BC, por meio da
ligagdo dos pontos dados A, B e C, construimos o segmento AC e seu ponto médio O. O ponto
D procurado € o simétrico de B em relagdo ao ponto O.

Figura 47. Figura-suporte da técnica 3 referente a tarefa 1.
C B

D A

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

A validacdo do caso geral podera ser alcancada por meio desta demonstracao:
Demonstragdo: Os tridngulos CDO e AOB sdo congruentes pelo caso LAL; entdo DCO =
OAB e, portanto, CB || AD. Os tridngulos COB e AOD sdo congruentes pelo caso LAL; entdo
BDA = DBO e, portanto, BC = AD. Como ABCD é um quadrilatero convexo de lados
opostos paralelos, entdo ele é um paralelogramo.

Faremos a institucionalizacdo enunciando a seguinte propriedade do paralelogramo:
Se as diagonais de um quadrilatero se bisseccionam, entdo o quadrilatero é um paralelogramo.

Esta tarefa tem potencial para propiciar ao aluno condicbes para a elaboracdo de
conjecturas, e a escolha feita (construir o paralelogramo a partir de trés pontos nédo colineares)
poderd mobilizar conhecimentos sobre translacdo, axioma das paralelas e congruéncia de
triangulos, além de construir e demonstrar condi¢bes necessarias e suficientes para que um
quadrilatero seja um paralelogramo.

Identificamos trés técnicas diferentes para construir um paralelogramo a partir de trés
pontos ndo colineares e cada uma dessas técnicas devera ser justificada.

A validacdo dessa propriedade poderé ocorrer utilizando congruéncia de triangulos.
Para isso, 0 aluno terd que recorrer a apreensdao operatdria e realizar uma configuracdo do
quadrilatero ABCD, dividindo-o por meio de uma de suas diagonais.

Com a segunda técnica, cuja validade se evidencia por meio da construcdo, € maior a
probabilidade de que o aluno se convenca apenas por apreensdo perceptiva. Portanto, esta é

uma oportunidade para que possamos mostrar ao aluno a fungdo de explicacdo da
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demonstracdo, além do convencimento. Como afirma De Villiers (2001), realizar a
demonstracdo com a Unica funcéo de validacdo pode desmotivar o aluno a essa prética, uma
vez que na maioria das vezes este fica mais convencido da validade de uma afirmacéo por
argumentos empiricos.

Pela terceira técnica, o aluno tera que recorrer a uma configuragdo do quadrilatero
ABCD tracando duas diagonais. Pretendemos questionar por que o quadrilatero €
paralelogramo e motivar o aluno a formular e validar a propriedade relativa as diagonais do
paralelogramo.

Caso todos os grupos facam op¢do por uma das técnicas, pretendemos abrir uma
discussdo sobre outras possibilidades de construcdo, instigando-os a utilizar outras técnicas
que permitam abordar, além da definicdo, propriedades do paralelogramo. Os alunos serdo
estimulados a experimentar as técnicas, vivenciando momentos de acdo e formulacéo.
Esperamos que validem, por meio de provas conceituais, as conclusdes oriundas da apreenséo
perceptiva e provadas experimentalmente, isto €, por meio de provas pragmaticas.

Ao final desta tarefa, esperamos que os alunos tenham evoluido em seus
conhecimentos geométricos e reconhecam que argumentos empiricos nao validam o caso
geral.

As propriedades contempladas seréo institucionalizadas e expressas nos trés registros
de representacdo: lingua natural, figural e simbolico.

Pretendemos institucionalizar as seguintes propriedades dos paralelogramos:

e Ao utilizar a técnica 1: Se um quadrilatero apresenta um par de lados opostos paralelos e
congruentes, entdo esse quadrilatero é um paralelogramo.
e Ao utilizar a técnica 3: Se as diagonais de um quadrilatero se bisseccionam, entdo o

quadrilatero é um paralelogramo.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Concepcao de pontos ndo colineares e de paralelogramo
— para dar inicio a resolucdo da tarefa 1 o aluno precisa ter dominio do que vém a ser
pontos colineares e paralelogramo. A definicdo de paralelogramo sera discutida na

primeira etapa.

Experimentacédo e analise a posteriori da tarefa 1

Previmos para esta tarefa trés técnicas distintas. Ao observar os resultados
apresentados pelos alunos, identificamos duas das técnicas previstas (a 1 e a 2), mas também
outra que nédo fora contemplada em nossa analise a priori: a construcdo de um quadrilatero de

lados opostos congruentes (paralelogramo) utilizando réegua e compasso.
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Dois grupos (I, 1) utilizaram a técnica 2, sendo que apenas um deles chegou a
validacdo. Apresentaremos as discussdes dos grupos I, 1l e 1ll, uma vez que estes, em suas
discuss@es e producdes escritas, trouxeram elementos para nossa analise.

Seguem-se trechos da discussdo ocorrida no grupo |, do qual participaram Leandro,
Olivia e Hugo:

Leandro: Eu construi uma reta r paralela a AB passando por C.
Pesquisadora: E vocé garante que existe essa reta?
Leandro: Eu acho que existe um axioma ai que garante.

Olivia: Vou procurar no meu caderno [de ‘Geometria plana’]. Eu tenho aqui: “Dada uma
reta, existe apenas uma reta paralela a reta dada, passando por um ponto dado ”.

Leandro: Do mesmo modo existe uma outra reta s, paralela a BC, passando por A. E a
intersecdo de r e s € 0 ponto D procurado. Ta construido o paralelogramo e justificado pelo
axioma das paralelas.

Figura 48. Justificativa da construcao referente a tarefa 1 pelo grupo I.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O grupo | realizou a tarefa utilizando a técnica 2 e validou sua técnica utilizando o
axioma das paralelas. A validacdo ocorreu apds o questionamento da pesquisadora sobre a
garantia de existéncia de retas paralelas. Aparentemente a realizacdo da tarefa pela técnica
utilizada pelo grupo gerou pouca discussdo e mobilizou poucos conhecimentos. Talvez a
interferéncia feita pela pesquisadora tenha conduzido os alunos a justificativa da existéncia
das paralelas. Os alunos ndo sentiram necessidade de justificar a existéncia do ponto D, uma
vez que este fica evidente na construcdo. De Villiers (2001) aponta que muitas vezes 0S

alunos deixam de demonstrar por ndo verem necessidade em situagdes visualmente Obvias.



196

Neste caso, a existéncia do ponto D ndo deixa duvida diante da construgdo efetuada. No
entanto, para explicar sua existéncia, explicacdo essa que garantiria a generalidade de sua
técnica, os alunos deveriam assegurar que as retas s e u sempre se interceptam, isto €, que o
ponto D de fato existe, em qualquer caso. Para isso poderiam supor que S € U ndo se
interceptam, nesse caso elas seriam paralelas. Mas haver u e t, ambas paralelas a s e passando
pelo ponto C, contrariaria a unicidade da paralela a uma reta dada passando por um ponto
dado. Desse modo, por meio de uma prova conceitual ou uma demonstracao, a técnica seria
validada.

O grupo |1, composto por Marina, Bruna e Andreia, também utilizou a técnica 2,
porém ndo justificou a existéncia das paralelas:

Bruna: Pra ser paralelo, meu ponto D tinha que esta aqui, 6. Ai a gente ia ter que ligar ai:
esse é paralelo com esse e esse ia ta paralelo com esse. Ai agora ja vai. Agora assim eu td em
davida, porque a gente s6 sabe que os lados sao paralelos. Os lados terem a mesma medida é
uma consequéncia, ou seja, a gente poderia colocar os trés pontos, colocar a reta maior, do
mesmo jeito aqui maior também, com os esquadros pegar aqui paralelo a esse, descer, depois
aqui paralelo a esse e ver que a intersecao das duas, depois a gente encontra que da a mesma
medida.

Bruna: A gente ja t& induzindo que os lados realmente vao ser iguais.

Marina: E, e a definicdo n&o é que os lados sdo iguais.

Andreia: E apenas que os lados s&o paralelos.

Bruna: Deixe eu colocar de novo aqui trés pontos.

Andreia: Aqui ja é um paralelogramo.

Bruna: A gente vai anotando passo a passo como uma receita.

Marina: Ja que a gente t4 tomando sobrando, entdo € semirreta ndo é?

Bruna: Nao, a gente ta tomando essa reta aqui. Eu coloquei ai ligando no segmento.
Marina: Ah. Vocé tomou passando?

Bruna: Isso porque... Eu deixei a mais porque aqui eu ndo tenho certeza que esse outro lado
também vai ser igual. Ai quando eu pegar aqui a paralela desse daqui de baixo ai...

Marina: Sabe por que eu estou em ddvida? Por que vocé ta tomando uma reta? Porque vocé
ta tomando paralela, vocé ta tomando um segmento.

Andreia: Eu fiz assim, 6. Coloquei os pontos A, B e C ndo alinhados. A partir deles tracei o
segmento AB e BC. Com o auxilio do par de esquadros encontrei as paralelas.

Marina: E isso que eu quero dizer. Se vocé disser que é uma reta aqui, so que entdo como é
que eu posso dizer que partiu de um segmento? Entendeu?

Bruna: N&o, mas é que eu botei — ligamos os segmentos AB e BC. Sé foi na hora que eu
estava explicando que eu falei reta, mas aqui eu coloquei segmento.

Marina: Vocé pode dizer que o encontro desses dois segmentos € um ponto?
Andreia: Vocé colocou D no encontro das paralelas, é?

Marina: Entdo seja o ponto D a intersecéo das retas paralelas AD e BC.
Andreia: Eu ndo entendi essa parte de escrever.

Bruna: Desse mesmo modo que vocé falou.
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Andreia: E. Mas as vezes eu sei falar, mas nao sei escrever.
Diante dessa discussdo, podemos observar alguns pontos que merecem ser

destacados:

1. Observamos que nesta tarefa os participantes mostram compreender a distingdo entre uma
definicdo e uma propriedade no momento em que afirmam: “A gente ja ta induzindo que
os lados realmente vio ser iguais”; “E, e a defini¢do ndo é que os lados sdo iguais” € “E
apenas que os lados sdo paralelos .

2. Conjecturaram sobre a propriedade da congruéncia dos lados opostos do paralelogramo.

3. Discutiram sobre a importancia de utilizar na construgdo dos lados opostos retas paralelas
ou segmentos paralelos, uma vez que essa distin¢do vai influenciar a obtencéo do ponto D

procurado.

Observando o texto mostrado na Figura 49, notamos que foi registrada uma
sequéncia de acGes em que as alunas tentam descrever os passos da construcdo. Néo foi
apresentada a justificativa da existéncia das paralelas e confundiram justificativa matematica
com sequéncia de passos. Duval (2012) aponta que, do ponto de vista cognitivo, hd uma
diferenca importante entre a redacdo de uma lista de instrucGes para a construcdo de uma
figura e a redacdo de uma demonstracdo, uma vez que a primeira reflete apenas a sequéncia
de passos sucessivos, enquanto a demonstracdo precisa ser organizada a partir de uma rede de
relagbes conceituais. A fala da aluna confirma nossa interpretacdo: “A gente vai anotando

passo a passo como uma receita”.

Figura 49. Primeiro registro escrito do grupo Il referente a tarefa 1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Apbs a discussdo, seguindo as sugestdes de Marina, elas reescrevem o texto

conforme apresentado na Figura 50.
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Figura 50. Segundo registro escrito do grupo 1%,

Fonte: Dados da pesquisa.

Como mostra o texto da Figura 50, as alunas justificaram o fato de o quadrilatero ser
um paralelogramo por meio da construcdo de retas paralelas aos lados fornecidos no
problema. No entanto, ndo apresentaram justificativa da existéncia dessas retas e nem do
ponto D. Acreditamos que a existéncia desses elementos nao lhes demandou justificativa, uma
vez que essa existéncia ficou evidente na construcdo, em comportamento similar ao que
ocorreu com o grupo 1.

Comparando os dois textos apresentado pelo grupo Il e o didlogo das alunas,
notamos que estas perceberam que, ao construir segmentos paralelos aos segmentos dados,
estes poderiam ndo se interceptar em um ponto, e assim substituiram a construcdo de
segmentos paralelos pela de retas paralelas.

As provas ndo explicaram por que o quadrilatero € um paralelogramo. Observamos a
funcéo de verificacdo, uma vez que as alunas buscaram ficar convencidas de o quadrilatero
ser um paralelogramo por meio de verificacbes empiricas, como podemos constatar nesta fala:

" Transcrigao:
Sejam A, B, C pontos ndo alinhados.

— Tomemos uma reta passando pelos pontos A e B, seja AB o segmento encontrado. Analogamente tomemos
uma reta passando por B e C, seja BC o segmento encontrado.

— Paralelo ao segmento AB, tomemos uma reta que contenha o ponto C, analogamente paralelo ao segmento
BC tomemos uma reta que contenha o ponto A

Dai consideremos o ponto D como a intersecg&o entre as retas construidas.
Obtemos entdo um poligono com quatro lados paralelos dois a dois, portanto temos um paralelogramo.
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“Com os esquadros pegar aqui paralelo a esse, descer, depois aqui paralelo a esse e ver que
a intersecdo das duas, depois a gente encontra que da a mesma medida .

Em nossos estudos preliminares, identificamos que um dos fatores que contribuem
para a dificuldade em realizar demonstracdes € sua redacdo (ALMOULOUD, 2007). Tal
dificuldade é exposta quando a aluna afirma: “E. Mas ds vezes eu sei falar, mas ndo sei
escrever”. Esperamos que até o final de nossa sequéncia essa dificuldade tenha se
minimizado.

O grupo 11 foi composto por Fabio, Gustavo e Camila. Camila ndo participou da
discussdo. A discussdo dos dois participantes nos permite concluir que estes esbocaram
utilizar as técnicas 1 e 2 previstas em nossa analise a priori:

Gustavo: Eu fiz assim: usando o par de esquadros, foram feitas duas retas, uma paralela a
AB e outra paralela a BC.

Fabio: Sim...

Gustavo: Sim, mas eu fiz a construcdo aqui. E pela construcéo sdo paralelos.

Fabio: Sim, vocé usou o par de esquadros, sim. Vocé ta dizendo que sdo paralelos, e como
vocé vai dizer que sdo iguais? Se ndo forem iguais, ndo vai ser um paralelogramo.

Gustavo: Mas é paralelo porque t4 arrastando aqui o esquadro. Ai fica paralelo.

Fabio: Eu construi da mesma forma, mas escrevi de outro modo. Agora eu preciso definir a
propriedade de paralelismo. Se € igual, se fica igual ou néo.

Pesquisadora: Para justificar se o quadrilatero construido é um paralelogramo voceés
precisam da igualdade?

Gustavo: SO preciso saber se é paralelo. Se for paralelo, ai prova que sdo iguais. Ai aquele
negocio de angulos alternos internos e externos, aquele negdcio, acho que sé vai por isso.
N&o tem outro jeito, ndo.

Pesquisadora: A tarefa solicita que vocés construam um paralelogramo e justifiquem por que
a construcdo é de fato um paralelogramo.

Esses alunos ndo perceberam ainda que o paralelismo dos lados é condicao suficiente
para que um quadrilatero seja um paralelogramo e tentaram demonstrar a congruéncia dos
lados opostos.

A énfase atribuida ao registro figural revelada na primeira etapa da sequéncia
continua evidente. Os alunos parecem acreditar que, para provar que o quadrilatero construido
é um paralelogramo, devem justificar todas as caracteristicas que sdo vistas na figura. Ainda
ndo conseguiram utilizar a definicdo de paralelogramo estudada na primeira etapa para decidir
0 que € suficiente para garantir que o quadrilatero seja um paralelogramo.

Na discussdo gue se segue, os alunos tentam explicar a técnica utilizada:

Gustavo: Para a gente provar o alterno interno, no caso, eu tenho que considerar s6 isso
aqui, ndo e? [Perguntou comparando os angulos alternos internos formados por dois lados do
quadrilatero e uma de suas diagonais (Figura 51).] Se eu for comparar a igualdade desse
angulo, eu tenho que comparar com esse...
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Figura 51. Construcéo do grupo Il referente a tarefa 1.

A - »
S e\
," - -
P o4 (=
¢

Fonte: Dados da pesquisa.

Pesquisadora: Qual o seu objetivo ao mostrar essa congruéncia?
Gustavo: Para provar que eles sdo paralelos. Para provar que esses dois sao paralelos, esses
dois angulos tém que ser iguais, ndo €?

Gustavo mostrou compreender o reciproco do teorema das paralelas, porém estava

tentando fazer uma demonstracdo aparentemente sem tomar conhecimento de quais hipdteses
estava utilizando, uma vez que, a principio, tinha construido um quadrilatero com lados
opostos paralelos.

Gustavo: Porque, professora, eu construi com o par de esquadros e usei também o compasso.
Pesquisadora: E como foi sua construgéo?

Gustavo: Arrastando o esquadro eu construi as paralelas...

Fabio: E com o compasso as medidas iguais.

Gustavo: Primeiro usei o esquadro. Nao, primeiro eu liguei os pontos A, B e C. AB e BC. Ai
eu vim ligando as paralelas.

Féabio: Pegou uma paralela AB e projetou até o ponto D. Na verdade, com o0 compasso a
gente fez uma translacéo de medida.

Gustavo: E isso mesmo: nds fizemos uma translagio de medidas.
Pesquisadora: E se translada medidas?
Fabio: Uma translacéo de segmentos.

Gustavo: Mas assim... Mesmo que eu transladasse essa reta toda pra cé e essa reta toda pra
cd, elas vao se encontrar nesse ponto.

A discussdo evidencia que os alunos transladaram os dois segmentos AB e BC
utilizando uma técnica que ndo estava prevista, porém ndo se convenceram de que essa
técnica seria eficiente para a realizacdo da tarefa, uma vez que tal técnica ndo garantiria a
obtencdo do ponto D. Continuaram a discussdo na tentativa de justificar a técnica utilizada:

Fabio: E isso. Eu acho que a gente tem que ver pela propriedade de paralelismo. Porque se a
gente transladou essa daqui pra ca e transladou essa daqui pra cd, a intersecéo delas vai dar
0 ponto D. Ent&o ai a gente teria que provar que...

Gustavo: Que esse angulo tem que ser igual a esse aqui.
Féabio: Nada disso.
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Gustavo: E, sim!

Fabio: Basta vocé saber que usando esse angulo vocé também ta usando a propriedade de
paralelismo.

Gustavo: Se vocé tem essa reta aqui e se vocé provar que elas duas sdo paralelas, essa e
essa, 0s angulos formados...

Fabio: Justamente a propriedade de paralelismo.

Gustavo: ...que eles sdo iguais. Se eu conseguir provar que eles sdo paralelos eu iria
conseguir provar que a soma deles é 360°. Porque esse somado com esse da 180° e esse é
igual a esse, ai eu iria conseguir provar que a soma e 360°,

Depois de um tempo em siléncio...
Fabio: Eu botei assim: com o par de esquadros, transladei o segmento AB conservando o
sentido e a medida até o ponto C. Entdo a gente conservou a medida, ou seja, sdo iguais e

mesmo sentido; entdo sdo paralelos. Eu coloquei assim: transladou o segmento AB
conservando o sentido e a medida até o ponto C. Isso ai prova que ela é paralela?

A Figura 52 corresponde a solucdo apresentada pelo grupo IlI.

Figura 52. Solucdo apresentada pelo grupo Il1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

No registro da solucéo da tarefa 1 apresentado pelo grupo I11
Figura (Figura 52), os alunos tentam ao mesmo tempo listar os passos da construgéo

e validar sua técnica. Ha indicios, neste texto, de que o aluno tentou realizar uma prova
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conceitual. Diante da discussdo e dos registros escritos, podemos observar que esses alunos
tém ideia de que o teorema das paralelas devera ser utilizado para validar sua técnica e de qual
configuracdo devera ser utilizada para a demonstracdo. No entanto, observamos sua
dificuldade em coordenar a apreensao perceptiva e a discursiva no momento da construgédo do
quadrilatero ABCD a partir da translagdo do segmento BC, e tentam provar que BC//AD.
Observamos também dificuldade na manipulacdo dos argumentos, sem uma sequéncia ldgica
no texto apresentado, e dificuldades conceituais quando expressam frases sem sentido, como
“translacdo de medida”.

Ao socializar as atividades, 0s grupos apresentaram suas solugdes e passamos a
discutir as técnicas utilizadas, para posteriormente fazer a institucionalizacdo das propriedades
necessarias para justificar as construcdes.

Os grupos apresentaram suas producgdes e um dos alunos do grupo Il pediu para ir
ao quadro, pois queria justificar sua técnica. Seguem alguns trechos da discussdo em torno da
validacéo da tecnica utilizada por esse grupo:

Pesquisadora: Por meio da construcdo dos meninos, o que nés podemos afirmar?
Fabio: Que BC é paralelo e igual a AD.

Pesquisadora: Qual o objetivo do problema?

Fabio: Mostrar que forma um paralelogramo.

Pesquisadora: Tentem escrever em termos de hipdtese e tese estes dados.

Todos: Hipdtese: BC // AD e BC = AD. Tese: ABCD ¢ paralelogramo.

Féabio: Entdo, professora, basta mostrar que AB € paralelo a CD, porque BC ja é paralelo a
AD.

Gustavo: Na verdade a gente ja sabe que BC é paralelo a AD. Ai a gente tem que provar
agora que AB é paralelo a CD. Essa é nossa tese.

Gustavo: [Prolonga as retas-suporte dos lados do quadrilatero ABCD.] Se eu conseguir
mostrar que esses angulos correspondentes sdo congruentes, ai eu provo que as retas sao
paralelas.

Fabio: Podemos usar o esquadro, professora.

Pesquisadora: Se usarmos o esquadro, nos estaremos verificando a validade da afirmacéo
para todos os paralelogramos, ou apenas este que esta no quadro?

Gustavo: E o Gnico jeito.
Fabio: Eu acho melhor transladar os dois lados.
Os alunos ficaram restritos a hipdtese de que os lados BC e AD eram paralelos e ndo

utilizaram a congruéncia desses lados.

Pesquisadora: Vocés ndo tém outra hipotese?
Marina: E, tem que usar a outra hip6tese. Usa a congruéncia dos lados.
A apreensdo operatéria que conduz & solucdo do problema pode ndo ser

imediatamente visualizada pelo aluno. Duval (2012) afirma que um dos fatores que pode
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ocultar ou diminuir a visibilidade da apreensdo operatéria que conduzira ao tratamento
matematico pertinente a solucdo do problema é a necessidade de recorrer a partes
intermediarias auxiliares. Nesse caso, 0 aluno devera recorrer a uma reconfiguracdo
intermedidria (tracar uma das diagonais do quadrilatero ABCD), para obter dois triangulos, o0s
quais os alunos deverdo provar que sdo congruentes.

Chamamos a atencdo dos alunos para a necessidade de construgdes auxiliares que
algumas vezes sdo necessarias, quando a figura por si s6 ndo € suficiente. Isso gerou o
seguinte dialogo:

Ivo: A diagonal!

Gustavo: Ah! A gente vai por triangulo, ndo €?
Féabio: Passando a diagonal, forma dois triangulos e pela propriedade lado-angulo-lado...
Chega que séo iguais.
Gustavo: Agora eu acho que entendi. Por hipotese, BC é paralelo a AD e BC ¢ congruente a
AD, ou seja... Nés temos dois lados que séo iguais no triangulo...
Fabio: Pelo caso lado-angulo-lado...

Embora os alunos tenham novamente chegado a reconfiguracdo conveniente para

realizar a demonstracdo e tenham consciéncia de que deveriam utilizar a congruéncia de
triangulos e o teorema das paralelas, tiveram dificuldade em identificar quais paralelas e quais
angulos deveriam escolher para o processo de prova. Duval (2012, p. 132-133) afirma que “o
fato de perceber ou ndo a reconfiguracdo intermediaria pertinente em uma figura ndo significa
nada quanto a possibilidade de aplicar esta reconfiguracdo quando ela é percebida”. Neste
caso, temos um problema de produtividade heuristica e ndo de visualizacdo. Os alunos
perceberam a configuracdo que deveria ser utilizada (construgdo da diagonal), mas néo
conseguiram usé-la para demonstrar a congruéncia dos triangulos obtidos na divisdo do
quadrilatero. Esse fato levou ao seguinte dialogo:

Pesquisadora: Quais lados e quais angulos sdo congruentes?

Fabio: A gente transladou BC; entdo BC é igual a AD. Passando a diagonal do ponto A a C,
formamos dois triangulos.

Pesquisadora: Quais séo esses triangulos?
Fabio: ABC e ADC.

Fabio: Queremos mostrar que os triangulos sao iguais. Como eles dividem o mesmo lado que
¢ a diagonal, ou seja, um lado comum e como a diagonal de um paralelogramo... um
quadrilatero, divide o angulo, é... Ela também serve como uma bissetriz...

Marina: Divide?!
Gustavo: Nao divide, nao!
Leandro: Depende. Vai depender. Eu acho que depende dos lados.
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Fabio: Entdo a gente ndo sabe, ndo pode usar. Ah! Mas esses angulos sao iguais. [Aponta
para os angulos alternos internos formados pelos lados BC e AD e pela diagonal AC (Figura
53).]

Figura 53. Figura-suporte da discussdo da técnica utilizada pelo grupo I11.

Fonte: Dados da pesquisa.

Fabio: Agora, pelo caso lado-angulo-lado, esses triangulos séo iguais.

Pesquisadora: Vocés mostraram a congruéncia dos triangulos ABC e ACD. Estéa resolvido
nosso problema?

Fabio: Agora conclui que forma um paralelogramo.
Pesquisadora: Por qué?

Gustavo: A gente ja mostrou que os dois triangulos so iguais. Entdo o lado AB é igual ao
lado CD.

Fabio: E o angulo externo a A também é congruente ao angulo D.
Gustavo: Por qué?

Fabio: Por paralelismo. A gente provou que os lados sdo paralelos.
Gustavo: Ndo. A gente provou que sdo iguais.

Féabio: Entdo a gente tem que mostrar que esses angulos sdo iguais e consequentemente 0s
lados seréo paralelos.

Gustavo: E agora?

Fabio: Mas os angulos sdo iguais se os triangulos sdo congruentes!

Gustavo: E mesmo!

Pesquisadora: Quais angulos que sdo congruentes?

Fabio: Por consequéncia dos triangulos serem congruentes, o angulo B é igual ao angulo D.
Gustavo: Ah! Eu ja sei, o angulo med(BAC) é igual ao angulo med(ACD).

Os alunos sabiam 0 que queriam provar e também j& estavam certos de que as
congruéncias dos angulos conduziriam ao paralelismo dos lados, pois ja citaram o reciproco
do teorema das paralelas. No entanto, os angulos que os alunos verificaram serem congruentes
mostram que eles ndo estdo seguros de qual transversal devem utilizar. Mais uma vez
questionamos a respeito de quais lados pretendiam mostrar o paralelismo e, ja que pretendiam

utilizar o reciproco do teorema das paralelas, deveriam fixar as duas retas que querem mostrar
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serem paralelas e a transversal a essas retas. Desta vez, observamos uma dificuldade em
perceberem a reconfiguracdo intermediaria pertinente.

Fabio: Dé nome aos bois. Dé valores aos angulos.

Gustavo: Temos que alfa mais beta mais gama d& 180° [angulos internos ao triangulo]. Eu
posso dizer também que o angulo externo ao triangulo ADC € beta mais gama ou vai
misturar tudo?

Andreia: Para mim ai j& esta provado. Se ele colocar alfa ai no angulo A4, alterno interno a
B..

Gustavo Ah! J& sei. Se em D ¢ alfa mais beta mais gama e em A ¢ alfa, mais beta, mais gama,
entdo falta alfa para completar.

Figura 54. Figura-suporte da discussédo da técnica utilizada pelo grupo I11.

Fonte: Dados da pesquisa.

Andreia: S6 com esse alfa ai resolve. Nem precisava colocar esse tanto de coisa.
Gustavo: Precisava, sim, que era para apoiar.

Gustavo: Como esses angulos correspondentes [D = a e A = o] sdo congruentes, entdo os
lados AB e CD sdo paralelos. Entdo ABCD é um paralelogramo. A gente pode perceber
também que os angulos opostos sdo iguais. Pelo menos nesse; ndo sei se é em todos.

Observamos que para Gustavo o registro simbolico foi necessario para conseguir
demonstrar a igualdade dos angulos. Ja Andreia utilizou a hipdtese de que os lados BC e AD
sdo paralelos e, portanto, os dngulos ABC e seu alterno interno sdo congruentes, o qual por
sua vez é congruente ao angulo CDA. Vale ressaltar que Andreia sempre mostrou mais
dificuldade com a disciplina ‘Geometria plana’.

Comentamos sobre a forma de validag&o sugerida por Gustavo para provar, usando o
par de esquadros, que a figura obtida representa um paralelogramo e comparamos essa forma
de validagdo com a que acabamos de discutir. No primeiro caso, estariamos provando apenas
para o desenho representado no quadro (Figura 54), ao passo que o que o aluno acabou de
fazer torna vélido o caso geral. Aproveitamos 0 momento para explicar a diferenga entre



206

conjecturar e demonstrar: as figuras construidas e as observages feitas serviram para que eles
levantassem hipéteses a respeito das propriedades, que sO receberiam o status de teorema
depois de demonstradas.

Institucionalizamos a seguinte propriedade do paralelogramo observada pelos alunos:
“Se um quadrilatero possui dois lados opostos paralelos e congruentes, entdo esse quadrilatero
é um paralelogramo”.

Solicitamos que enunciassem o reciproco do teorema e avaliassem se este era
verdadeiro, ou seja: se um quadrilatero é paralelogramo, entdo possui dois lados opostos
paralelos e congruentes.

Os alunos ndo tiveram dificuldade em enunciar a reciproca verbalmente e
evidenciaram ter avancado na manipulacdo dos argumentos e na identificacdo das hipdteses e
tese de um teorema. Fundamentamos essa afirmacéo nestas falas dos alunos:

Féabio: Sabemos que se ABCD é um paralelogramo, entéo seus lados opostos sdo paralelos.
Mas congruentes ndo sabemos. Queremos mostrar que BC é congruente a AB.

Marina: Agora traca a diagonal. Eu sei que se é um paralelogramo, entdo os angulos
alternos séo iguais.

Fabio: De A até C. Ou de B a D, tanto faz.

Marina: Os angulos séo iguais, porque as retas sdo paralelas.
Fabio: O angulo A é igual a C.

Marina: Ainda ndo. N&o provamos isso.

Gustavo: NOs temos que provar agora que os dois triangulos sdo congruentes, para a gente
poder provar que os lados opostos sédo congruentes.

Eles ainda apresentam dificuldade em saber utilizar a reconfiguracdo percebida: nédo
conseguem identificar, no conjunto de retas apresentadas, qual par de paralelas devera ser
analisado para provarem a congruéncia dos angulos em questdo. Fizemos o fracionamento do
paralelogramo de modo a permitir a visualizacdo necessaria e 0s alunos conseguiram percebé-
la. Esperamos que nas proximas tarefas utilizem o fracionamento da figura para permitir a
visualizacao e exploracao da reconfiguracdo em situacfes semelhantes.

Os alunos apresentam dificuldade em expressar com palavras seu raciocinio, pois
utilizam frases como “usa uma vez uma paralela e depois usa a outra”. Neste caso,
acreditamos que o aluno se refira a par de retas paralelas. Acreditamos também que esse fato
pode interferir na redagdo da demonstracéo.

Apdbs demonstrar o teorema, perguntamos como este poderia ser enunciado na forma
‘se, e somente se’. Expressaram sem dificuldades: “ABCD é um paralelogramo se, e somente
se, dois lados opostos sdo paralelos e congruentes” ou “Um quadrilatero é um

paralelogramo se, e somente se, possui dois lados opostos paralelos e congruentes”.
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Identificamos tal definicdo como outra caracterizagdo do paralelogramo e
esclarecemos o significado de condi¢do necesséria e suficiente.

O encontro chegou ao final e ndo houve tempo para discutir mais uma técnica
apresentada que ndo foi contemplada em nossas analises preliminares: a construcdo de um
quadrilatero com lados opostos congruentes utilizando régua e compasso.

Antes de finalizarmos o encontro, perguntamos a todos o0s alunos o que teriamos que
demonstrar para justificar a construcdo desse grupo. Responderam corretamente que teriam
que mostrar que “se um quadrildatero tem os lados 0postos congruentes, entdo esse
quadrilatero é um paralelogramo”. Entdo solicitamos que para o0 proOximo encontro que
tentassem fazer a demonstracdo da propriedade que haviam enunciado, escrevessem 0
reciproco e verificassem se este é verdadeiro.

Ao iniciar o encontro subsequente, recolhnemos a atividade extra que fora solicitada
(seis dos 11 participantes presentes a entregaram). Apresentaremos e analisaremos dois dos
textos produzidos pelos alunos nessa atividade.

No texto apresentado na Figura 55, Gustavo demonstra que, se um quadrilatero é
paralelogramo, entdo seus lados opostos sdo congruentes.

Figura 55. Demonstracao realizada pelo aluno Gustavo na atividade extra.

Fonte: Dados da pesquisa.
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O texto corresponde a uma prova conceitual, segundo a classificagdo proposta por
Balacheff (1988). Nele, Gustavo consegue destacar corretamente a hipOtese e a tese do
teorema enunciado, recorre a apreensdo operatdria e realiza uma configuracdo conveniente ao
tracar a diagonal BD do quadrilatero ABCD. Utiliza corretamente o paralelismo dos lados BC
e AD e o teorema das paralelas para concluir que os angulos DBC e BDA s&o congruentes,
porém afirma que os angulos ABD e BDC s&o congruentes sem explicitar o paralelismo dos
lados AB e CD.

O aluno utiliza corretamente o caso de congruéncia de triangulos e conclui que os
lados opostos do quadrilatero ABCD sao congruentes.

Quanto as funcGes da demonstracdo propostas por De Villiers (2001), foram
contempladas, além da funcéo de verificacdo, também a de explicacdo, uma vez que o aluno
apresenta uma justificativa matematica da construcdo; a de comunicacgéo, pois apresentou um
texto comunicando a justificativa; e a de sistematizacdo, ao organizar logicamente suas ideias
para produzir o texto.

A Figura 56 mostra o reciproco do teorema apresentado na Figura 55 e sua respectiva
demonstracdo, também realizada por Gustavo.

O aluno enuncia corretamente o reciproco do teorema referente a congruéncia dos
lados opostos do paralelogramo e destaca corretamente a hipotese e tese do teorema. No
entanto, no registro figural, admite a congruéncia dos angulos opostos, a congruéncia dos
angulos ABD e BDC e dos angulos ADB e DBC, e abandona a hipGtese de que os lados
opostos do quadrilatero sdo congruentes. Ha indicios de que o aluno recorreu a apreensao
perceptiva e ndo considerou as hipoteses do problema ao converté-lo em registro figural.

Na demonstracdo apresentada, Gustavo admite a congruéncia dos angulos ABD e
BDC e dos angulos ADB e DBC sem apresentar justificativa adequada (pois n&o utilizou a
hipdtese da congruéncia dos lados opostos), utiliza o reciproco do teorema das paralelas e
conclui que o quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

Nesse caso, houve auséncia de “interpretagdo discursiva da figura”, segundo Duval
(2012, p. 124). Isso ocorre quando o aluno, apds ler o enunciado e construir a figura,

abandona esses artefatos e as hipoteses formuladas no problema.
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Figura 56. Demonstracao realizada pelo aluno Gustavo referente ao reciproco do
teorema da congruéncia dos lados opostos do paralelogramo.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar dos equivocos observados nas producoes dos alunos, percebemos avangos em
todos os textos em termos de visualiza¢do da figura, manipulacdo dos argumentos e cuidado
em expressar ideias. Os alunos j& apresentam indicios de que, além de validar suas
construcdes, tentam explica-las, sistematizar e comunicar suas ideias, contemplando assim as
funcbGes de explicacdo, sistematizacdo e comunicacdo propostas por De Villiers (2001).
Pudemos observar esses avancos no seguinte dialogo:

Gustavo: A tese é provar que AB é paralelo a CD e a hipdtese é que os lados sdo
congruentes. Provar que BC//AD e ABIIDC. Ai, professora, vai ser da mesma forma que a
gente demonstrou o primeiro. A gente vai pegar... Alids, ndo, porque nenhum é paralelo a
outro. Ai ndo da para usar aquele negécio do angulo correspondente, porque a gente nao
sabe se os lados séo paralelos.

Leandro: Ai a gente vai pelo caso lado-lado-lado porque os lados séo iguais.
Gustavo: Logo os angulos também séo congruentes.

Pesquisadora: Quais angulos?

Fabio: Eles estdo entre os lados correspondentes.
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Figura 57. Figura-suporte da demonstracéo da propriedade dos lados opostos do
paralelogramo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Gustavo: Agora da para a gente provar. Se a gente prolongar a reta BC e a reta AB, ai a
diagonal vai ser uma transversal com os angulos alternos internos iguais. Entdo as retas sdo
paralelas.

Hugo: Néao! Iguais, ndo: congruentes. Usamos “iguais” para medidas, ndo é, professora?
Pesquisadora: Entdo acabamos de provar o paralelismo entre quais retas?
Todos: BC e AD.
Marina: Ai agora a gente faz da mesma forma para a outra.
Leandro: Vai prolongar agora AB e CD, que vai ser cortada pela diagonal BD.
Gustavo: Ai, como BDC = DBA, 4B I/ CD.
Fabio: Demais! Nao esqueco mais esse teorema das paralelas.
Chamamos atengdo para o fato de que na escola o teorema das paralelas é

amplamente utilizado para identificar angulos congruentes, mas seu reciproco € pouco
utilizado para demonstrar o paralelismo de retas.

Demonstramos o reciproco do teorema das paralelas e os alunos observaram outras
propriedades do paralelogramo, como a congruéncia dos angulos opostos. Utilizamos o termo
‘caixa de ferramentas’ introduzido por Mello (1999), e informamos aos alunos que todos 0s
teoremas demonstrados seriam guardados nessa caixa de ferramentas e poderiam ser
utilizados nas préximas atividades.

Uma fala de um dos participantes nos permitiu explorar mais uma vez a diferenca
entre definicdo e propriedade e a importancia das condi¢Ges necessarias e suficientes nas
caracterizacbes do paralelogramo, bem como o que seriam definicdo e propriedade,
dependendo de nossas escolhas. A fala desse aluno foi: “Pode também ser assim: ‘Um
paralelogramo é um quadrilatero que possui os lados opostos congruentes’. A gente tem

outra definigdo de paralelogramo”.
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Outro fato observado foi a motivagdo dos alunos para efetuarem as demonstragoes,
como mostram as seguintes falas: “Interessante!”; “Agora vamos ver a volta. Estou
aprendendo muito com isso!”’; “QOutro teorema para a caixa de ferramenta!”; “Coloca mais

ai, pré, para a gente provar!”.

Considerac0es sobre a atividade 1

Foi investido na atividade 1 mais tempo do que previamos, pois ela suscitou diversos
comentarios e as escolhas feitas geraram técnicas que motivaram a abordagem de diferentes
propriedades do paralelogramo.

Previamos para esta tarefa a utilizacdo de trés técnicas diferentes: t;: translacéo; t,:
utilizacdo do paralelismo dos lados opostos; e t3: uso da propriedade das diagonais do
paralelogramo. Na realizacdo das tarefas, os alunos empregaram as técnicas t; e t;, bem como
uma quarta técnica que nao fora prevista: a construcdo de um quadrilatero com lados opostos
congruentes.

Notamos preferéncia dos alunos por técnicas que lidavam com a congruéncia dos
lados opostos do paralelogramo. Talvez ao visualizarem a figura, a congruéncia dos lados
opostos se destaque mais que o paralelismo.

Em seus registros escritos, observamos tentativas de validagdo com justificativas
baseadas na apreensdo perceptiva, que classificamos como provas pragmaticas no nivel do
experimento crucial. Algumas provas conceituais também foram apresentadas, mas os alunos
ainda recorrem a apreensdo perceptiva para validar alguns argumentos.

Solicitamos a construcdo de um paralelogramo a partir de trés pontos ndo colineares.
Dependendo da disposi¢do dos pontos considerada pelos alunos, estes poderiam recorrer a
casos particulares, mas isso ndo ocorreu. Todos 0s grupos construiram um paralelogramo
qualquer.

Os alunos mostraram conhecer o teorema das paralelas e a congruéncia de triangulos,
mas apresentaram dificuldade em utilizar estes recursos para validarem suas técnicas.
Observamos que, para demonstrar as propriedades do paralelogramo utilizando a congruéncia
de triangulos, realizaram a operacdo de configuracdo conveniente ao dividirem o
paralelogramo por meio de sua diagonal, porém tiveram dificuldade em identificar quais lados
paralelos estavam relacionados aos angulos que, por hipotese, eram congruentes. Esse fato
pode estar relacionado a falta de coordenacdo entre as apreensdes figural e discursiva e
também a pouca énfase dada nas escolas e universidades a aspectos ligados a visualizacéo e a
heuristica (FLORES; MORETTI, 2006).
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Quanto a importancia dada a demonstracdo, os alunos tentaram utilizar casos
particulares para validar suas técnicas, como a utilizacdo de instrumentos de construcdo
geométrica, mas no decorrer da atividade ja apresentavam sinais de reconhecer que evidéncias
empiricas ndo validam conjecturas e que, para uma afirmacdo adquirir o status de teorema e
poder ser utilizada, ela precisa ser demonstrada.

Além da funcdo de verificacdo, ja foram evidenciados em alguns registros outras
funcbes da demonstracdo (como explicacao, sistematizacdo e comunicacao) propostas por De
Villiers (2001).

Os alunos mostraram-se motivados e comprometidos com a busca da solugédo da
atividade e aceitaram a responsabilidade do problema. Além disso, o problema proposto foi
passivel de ser resolvido com os conhecimentos de que os alunos ja dispunham. Tudo isso nos
permite afirmar que houve devolucdo, conforme Brousseau (2008).

Os alunos vivenciaram momentos de acdo e formulagdo no momento em que
buscaram formas de resolugéo e elegeram procedimentos para realizar a tarefa, bem como ao
discutirem e comunicarem seus procedimentos. Houve também tentativas de validacdo
baseadas em provas pragmaticas e, apds a discussdo, algumas ja evoluiram para provas
conceituais, embora em alguns casos os alunos ainda validassem afirmagdes com base em
argumentos empiricos. Notamos também que as tentativas de provas conceituais ocorreram ao
buscarem demonstrar teoremas em que 0s argumentos apresentavam semelhangas com os que
foram discutidos.

A énfase atribuida ao registro figural observada na primeira etapa ainda persiste
nesta tarefa. Alguns alunos ndo conseguem utilizar as defini¢fes estudadas na primeira etapa
para decidir sobre as hipdteses que deverdo ser consideradas e a tese que deverd ser
demonstrada. Apesar de ainda identificarmos dificuldades relacionadas aos conhecimentos
geométricos e a escrita, algumas producbes de provas apresentam indicios de avanco na
apropriacédo dos processos de construgdo de provas conceituais.

Fatos observados nesta tarefa, como justificar conjecturas com base na apreenséo
perceptiva ou ndo sentir necessidade de demonstrar resultados visivelmente validos, também
foram diagnosticados em algumas pesquisas revisitadas em nossa revisdo de literatura, como
ad de Jahnke (2008), Ordem (2015), Maioli (2001) e Dias (2009).

As escolhas feitas nessa tarefa induziram os alunos a buscar estratégias que lhes
permitiram mobilizar conhecimentos sobre o teorema das paralelas e seu reciproco e sobre
congruéncia de triangulos, além de institucionalizarem caracteriza¢fes do paralelogramo que

foram expressas em registro em lingua natural, figural e simbolico (Quadro 20).
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A préxima tarefa também solicita a construcdo de um paralelogramo, porém a
variavel local assume outro valor: a construcdo do paralelogramo devera ser feita a partir de

dois lados consecutivos e uma de suas diagonais.

Quadro 20. Caracterizacgdes do paralelogramo institucionalizadas na tarefa 1.

REGISTRO EM LINGUA NATURAL | REGISTRO FIGURAL REGISTRO MATEMATICO

Um quadrilatero é
paralelogramo se, e somente se, D ABCD ¢ paralelogramo <
possui dois lados opostos AB/ICD e 4B =CD
paralelos e congruentes.

T

=
m
—_

Um quadrilatero é

paralelogramo se, e somente se, D C ABCD ¢ paralelogramo <
seus lados opostos sdo AB=CD e BC =AD

congruentes. X

L=
ml

Um quadrilatero é

paralelogramo se, e somente se, o C ABCD ¢ paralelogramo <
seus angulos opostos sdo Lo 'g A=CeB=D
congruentes.

1=
m

Fonte: Dados da pesquisa.

Segue a tarefa 2, com suas analises a priori e a posteriori, em que apresentaremos as

consequéncias de nossas escolhas.

Tarefa 2. Construir um paralelogramo, dados dois lados consecutivos e uma diagonal.
Enunciado: Construir um paralelogramo ABCD, dados dois lados consecutivos AB e AD e a
diagonal BD.

Analise a priori da tarefa 2

Ao representar os dois lados consecutivos e a diagonal, os alunos irdo obter um
triangulo ABD. Em seguida deverdo buscar uma estratégia para obter o quarto vértice C do
quadrilatero ABCD de modo que este seja um paralelogramo.

Previmos duas técnicas para a realizacdo desta tarefa:
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Técnica 1. Utilizando compasso e régua para construir um quadrildtero com lados

opostos congruentes.

Por esta técnica, o aluno podera utilizar compasso e régua para construir um
quadrilatero com lados opostos congruentes, por meio dos seguintes passos:

Sejam m; e m, as medidas respectivas dos lados AB e AD. Constroem-se as
circunferéncias de centro D e raio m; e de centro B e raio m,. C é o ponto de interseccdo

dessas duas circunferéncias. ABCD ¢ o paralelogramo procurado (Figura 58).

Figura 58. Figura-suporte da técnica 1, correspondente a tarefa 2.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

O aluno podera recorrer a apreensdo perceptiva e afirmar que o quadrilatero construido
é um paralelogramo, ndo validando sua construcéo.

Para validar sua técnica, ele podera utilizar o par de esquadros, verificar que os lados
opostos do quadrilatero construido sdo paralelos e afirmar que ABCD é um paralelogramo.
Nesse caso, 0 aluno realizara uma prova pragmatica em nivel de experimento crucial, visto
que poderéa generalizar sua técnica a partir de um caso, acreditando que, se funciona para este,
entdo funcionara sempre. Caso tente validar sua técnica utilizando uma prova pragmatica,
pretendemos esclarecer que esta prova convence, mas ndo valida o caso geral e ndo explica
por que o quadrilatero construido é um paralelogramo.

Para validar o caso geral, o aluno poderéa fazer a seguinte demonstracéo:

Por construgdo, DC = AB e BC = AD. Tracando a diagonal BD e sabendo que ela é
comum aos triangulos ABD e BCD, pelo caso lado-lado-lado, esses triangulos sdo
congruentes. Logo, temos: ADB = DBC = AD// BC (teorema das paralelas) e ABD = BDC

= AB// DC (teorema das paralelas). Portanto, ABCD ¢ paralelogramo.
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Técnica 2. Construcao usando a simetria central.

Por meio desta técnica, o aluno podera construir o ponto médio O da diagonal BD e 0
ponto C, simétrico de A em relagcdo ao ponto O.

Para validar a técnica, o aluno podera utilizar a simetria dos lados AD e BC (ou AB e
CD) em relagdo ao ponto O (Figura 59) ou utilizar a demonstragdo referente a técnica 3 da

tarefa 1.

Figura 59. Figura-suporte da técnica 2, correspondente a tarefa 2.

D C

A B

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Esta tarefa tem potencial para propiciar ao aluno condicdes para a elaboracdo de
conjecturas, e também € uma tarefa que poderd conduzi-lo a aplicar simetria central,
congruéncia de tridngulos e teorema das paralelas, além de formular e demonstrar condicoes
necessarias e suficientes para que um quadrilatero seja um paralelogramo.

O aluno pode utilizar técnicas semelhantes a proposta na situacdo 1 e pode ainda optar
por duas novas técnicas: na primeira, podera utilizar régua e compasso para construir um
quadrilatero com lados opostos congruentes ou, com a segunda, utilizar simetria central.

Ao fazer a opcédo pela técnica 1, o aluno construird um quadrilatero em que os lados
opostos sdo congruentes. Neste caso, pode afirmar que o quadrilatero construido € um
paralelogramo, recorrendo a apreensdo perceptiva para justificar sua construcdo,
fundamentado no fato de ter construido um quadrilatero com lados opostos congruentes. Caso
ISSO ocorra, teremos uma oportunidade para rever a definicdo de paralelogramo considerada e
questionar se o fato de um quadrilatero ter lados opostos congruentes implica necessariamente
que ele tem os lados opostos paralelos. Leva-se assim o aluno a formular mais uma condigéo
suficiente para que um quadrilatero seja um paralelogramo.

Faremos a institucionalizacao apresentando a seguinte propriedade do paralelogramo:

Um quadrilatero é paralelogramo se, e somente se, possui 0s lados opostos congruentes.
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Bloco tecnoldgico-tedrico: Definicdo de diagonal de um quadrilatero, definicdo de lados
consecutivos de um quadrilatero e definicdo e propriedade do paralelogramo, para que o aluno

possa dar inicio a resolucdo da tarefa 2.
Experimentacdo e analise a posteriori da tarefa 2

Entregamos a atividade 2 impressa e disponibilizamos tempo para que fosse realizada.

Trés técnicas foram contempladas para esta atividade: duas previstas — utilizando a
congruéncia dos lados e a simetria central — e uma técnica ja contemplada na atividade 1, na
qual o grupo construiu um quadrilatero com lados opostos paralelos e congruentes.

Observamos que as duplas se sentiram envolvidas com o problema, tendo mais
cuidado com suas justificativas. Uma dupla manifestou desejo de encontrar uma nova técnica
que permitisse a descoberta de uma nova propriedade. Observamos isso nesta fala:

Fabio: Se eu transladar os lados, eu vou ter um quadrilatero com lados opostos de mesma
medida. Ai ja é paralelogramo. Eu ndo quero fazer por translacdo, ndo. Eu quero fazer por
outro agora.

Apresentamos a anélise das producdes dos grupos que tentaram utilizar a técnica que

faz apelo a simetria central. Os grupos Il e IV tentaram utilizar esta técnica.

A Figura 60 mostra o registro da realizacdo da tarefa 2 pelo grupo IV. O texto
apresentado corresponde a uma prova conceitual, segundo a classificacdo de Balacheff
(2000). Os alunos utilizaram como hipétese o fato de que as diagonais do quadrilatero se
interceptam no ponto médio de ambas, embora isso ndo fique garantido pela técnica utilizada
na construcao.

Apesar de ndo haverem chegado a concluséo utilizando argumentos corretos, podemos
considerar um avanco o fato de os alunos ndo terem confundido a hip6tese com o que era para
ser demonstrado, como podemos constatar no texto apresentado na Figura 60.

Analisando a construcdo, observamos que o ponto C foi obtido antes de construirem a
diagonal AC. Para que a simetria central justificasse a obtencdo do ponto C, os alunos
deveriam ter obtido antes o ponto médio M da diagonal BD. Isso pode ser constatado no texto
apresentado (Figura 60) e neste didlogo:

Ivo: Com o compasso transferimos essa medida AD pra ca e essa medida AB pra ca
[translacdo dos segmentos AD e AB]. Encontramos o ponto C. Como ja temos a diagonal
BD, tragcamos a outra diagonal AC e encontramos o ponto médio [...].

Jadson: Mas e o ponto médio? Por que ponto médio? N&o provou ainda.
Ivo: As diagonais do paralelogramo se cruzam no ponto médio.
Jadson: Mas ndo provou ainda. Eu quero saber do ponto médio.
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Figura 60. Registro da realizacéo da tarefa 2 pelo grupo IV.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos que a técnica utilizada pelo grupo é a construcao de um quadrilatero com
lados opostos congruentes, que poderia ser justificada pela propriedade dos lados opostos
congruentes de um paralelogramo que ja foi institucionalizada. Conjecturamos que, pela
apreensdo perceptiva ou por ja conhecer a propriedade, o aluno afirmou que as diagonais do
paralelogramo se interceptam em seus pontos médios.

Podemos constatar também que o aluno Jadson contestou o uso da propriedade
(diagonais que se interceptam nos pontos medios), uma vez que esta ndo foi provada, o que
pode ser considerado um avango em relacdo a énfase dada a apreensdo perceptiva.

Outra observacédo na prova apresentada pelo grupo foi a conclusdo sobre o paralelismo
dos lados AB e DC. Apesar de havermos utilizado em mais de uma demonstragdo o teorema
das paralelas para concluir o paralelismo dos lados do paralelogramo, os alunos deste grupo
ndo perceberam que este teorema deveria ser utilizado para concluir sobre o paralelismo dos
lados AD e BD do quadrilatero ABCD. Acreditamos que essa dificuldade se relaciona com o
fracionamento do quadrilatero. Na atividade 1, os paralelogramos estavam divididos apenas
por uma diagonal, enquanto na atividade 2 s&o tragadas duas diagonais.

Com esta representacdo estdo em destaque a congruéncia dos angulos opostos pelo
vertice (angulos formados pela intersecdo das diagonais) e a congruéncia dos segmentos
BM e MD e dos segmentos AM e MC. Diante destas hipdteses, os alunos justificaram

corretamente a congruéncia dos triangulos BMC e AMD, mas néo utilizaram esta congruéncia
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para justificar o paralelismo e a congruéncia dos lados AD e BC. Acreditamos que os angulos
opostos pelo vertice se destacaram na figura e provavelmente impediram de perceber a
reconfiguracao que indicaria o tratamento matematico pertinente.

Apresentamos na Figura 61 uma reconfiguracdo que sugere o tratamento matematico

que poderia solucionar o problema.

Figura 61. Reconfiguracao que possibilita visualizar o tratamento matemaético possivel a
demonstracao do paralelismo de AD e BC.

&
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O que a figura mostra O que & situagdc exigs ver

Fonte: Dados da pesquisa.

Segundo Duval (2012, p. 124), “uma figura guarda uma estrutura perceptiva
autdbnoma: os objetos que aparecem podem, deste modo, serem diferentes dos tipos de objetos
que a situagdo exige ver”.

O grupo 11l também tentou utilizar a simetria central para justificar sua construcdo,
porém, semelhantemente ao grupo 1V, construiu o paralelogramo utilizando a congruéncia dos
lados opostos.

A Figura 62 mostra o registro escrito da realizacdo da tarefa 2 pelo grupo Ill. O texto
apresentado corresponde a uma prova conceitual, segundo a classificacdo de Balacheff
(2000).

Este grupo construiu o paralelogramo a partir da congruéncia de um dos lados, o que
fica evidenciado quando escrevem “transferindo a medida AD ”. N4o fica no entanto claro
como os alunos controlaram a medida do 4ngulo DBC, uma vez que o ponto médio sé foi
citado apos a construcdo do quadriladtero. Comparando com a discussdo ocorrida no grupo,
constatamos que os alunos pretendiam realizar a tarefa utilizando uma técnica ainda néo

contemplada, para que se gerasse uma nova propriedade.
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Figura 62. Registro da realizacédo da tarefa 2 pelo grupo I1I.

Fonte: Dados da pesquisa.

Trecho da discussao:

Gustavo: A gente poderia fazer diferente agora.

Fabio: Como?

Gustavo: Poderia ser a partir de triangulos.

Fabio: A gente tem que transladar esse lado.

Gustavo: Eu vou fazer com o compasso. E melhor.

Fabio: Eu ndo quero transladar também, ndo. N&o vamos fazer por outro?
Gustavo: Eu ndo fago nem ideia por onde comecar.

Fabio: Ja comecou. Se fosse transladar, ai iriam ficar duas medidas, ai...

Gustavo: Mas ai iria ficar sem graca. Ai ja tem uma propriedade que prova. Eu queria ir por
outra propriedade. Aqui é meu ponto D. Aqui é meu ponto C. Bom, 0 que é gque eu tenho
aqui? Eu tenho um triangulo ABC...

Fabio: A gente pode pegar um triangulo congruente.

Gustavo: E, Fabio, eu tenho um triangulo ABC. Ai, com a medida do compasso, eu encontrei
um ponto C. Ai agora a gente ja tem outro triangulo BCD que tem um lado em comum com o
outro triangulo, que é o triangulo que tem a diagonal BD, ta vendo?

Fabio: Eu ndo queria ir por ai também, néo.
A técnica sugerida pelo aluno seria construir outro triangulo congruente ao triangulo
dado, e a justificativa decorreria de uma das propriedades institucionalizadas. Pretendendo

descobrir outra propriedade do paralelogramo os alunos continuaram a discussao:
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Gustavo: Ja sei. A gente parte de um triangulo que é esse aqui [o triangulo ABD]. Se a gente
construir um ponto C aleatorio e tracar outra diagonal aqui (AC), ai a gente vai ter quatro
triangulos. A gente vai ter que provar a congruéncia, entendeu?

Fabio: Mas eu n&o sei mais se esse lado vai ser igual a esse [AD e AC]...
Analisando a demonstracdo da congruéncia dos triangulos AMD e BMC, podemos

observar na Figura 62, que, embora os alunos ndo representassem quais angulos sdo alternos
internos e quais sio paralelos, representaram a congruéncia dos angulos ADB e DBC. Esse
fato nos faz concluir que a figura desempenhou sua fungéo heuristica, uma vez que os alunos
realizaram mentalmente a reconfiguracdo pertinente e utilizaram essa reconfiguracdo para
resolver o problema (aplicaram corretamente o teorema das paralelas para provar o
paralelismo dos lados opostos do quadrilatero).

Outro fato diz respeito a redacdo dos alunos. Mesmo utilizando argumentos validos,
estes ndo sdo apresentados em uma sequéncia logica. “Coordenar todo o processo de prova e
organizar o discurso em uma sequéncia aceitavel” é um dos requisitos necessarios citados por
Heinze, Cheng e Ufer (2008, p. 3) para uma demonstracdo. No entanto, constitui uma
dificuldade identificada neste trabalho e em pesquisas envolvendo demonstracGes
geométricas, como as de Mello (1999), Maioli (2001) e Ordem (2015). Nesse caso, €
necessario desenvolver a fungdo de sistematizacdo da demonstracdo, segundo De Villiers
(2001).

Socializamos as respostas dos grupos e mais uma vez abrimos uma discussao sobre as
respostas apresentadas, para que pudéssemos corrigir 0s equivocos e institucionalizar a
propriedade das diagonais do paralelogramo.

Solicitamos que os alunos enunciassem o reciproco desse teorema e avaliassem sua
veracidade. Os alunos ndo apresentaram dificuldade em enunciar o teorema reciproco e todos
afirmaram a validade deste.

Durante a discusséo, os alunos declararam ter dificuldade em expressar suas ideias no
registro em lingua natural, como revela este trecho:

Gustavo: Do jeito que Ivo fez, ele provou do quadrilatero para o paralelogramo. Ele ainda
nado sabia que era um paralelogramo.
Leandro: A hip6tese é que as diagonais se cortam no ponto médio.

Gustavo: Entdo é do quadrilatero com diagonais se cortando no ponto médio para o
paralelogramo, Agora a gente vai mostrar do paralelogramo para as diagonais que se
cortam no ponto médio.

Hugo: A dificuldade é escrever.
Gustavo: A dificuldade é convencer, ndo é, professora? Tem que convencer...

Hugo: Poderia ter outras formas de avaliacdo. Oral, por exemplo. As vezes a gente ndo
consegue escrever, mas no quadro, explicando... E melhor assim...
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Nesse momento falamos mais uma vez da importancia da coordenagdo entre os
registros e da importancia do registro escrito para fins de comunicagdo e aproveitamos a fala
do aluno para apresentar outras funcdes da demonstracdo, além da funcdo de validagéo,
ressaltando as funcdes de comunicacdo e explicacdo focalizadas por De Villiers (2001).
Salientamos que, segundo esse autor, limitar a demonstracdo a exclusiva funcdo de
verificagdo/convencimento pode tornd-la desnecessaria, uma vez que muitas vezes nos

convencemos de um resultado por meio de argumentos empiricos.
Considerac0es sobre a atividade 2

Para realizacdo da tarefa 2, os alunos evidenciaram ter conhecimento do que vém a ser
lados consecutivos e diagonal do paralelogramo, elementos fornecidos para a construgéo
deste.

As escolhas feitas nesta tarefa (valor da variavel local: dois lados consecutivos e uma
diagonal) implicaram uma nova técnica, conforme previsto em nossa analise a priori. A
congruéncia dos lados opostos, técnica utilizada na tarefa 1, foi utilizada por alguns grupos
para realizacdo da tarefa 2, 0 que também fora previsto em nossa analise a priori.

Os grupos que tentaram justificar suas construcées utilizando a propriedade do ponto
médio evidenciaram ter subordinado a apreensdo discursiva a apreensdo perceptiva, uma vez
que a simetria central ndo foi, de fato, utilizada para a construgéo do paralelogramo.

Conjecturamos que o fracionamento da figura (quadrilatero e suas diagonais)
dificultou a visualizacdo da reconfiguracdo pertinente ao tratamento matematico que deveria
ser utilizado por um dos grupos para validar sua técnica. No entanto, apenas identificamos
esse fato em um grupo. Passaremos a observar a recorréncia desse caso para confirmarmos ou
refutarmos nossas conjecturas.

Em nossos estudos preliminares, identificamos que a Unica funcdo da demonstracéo
concebida pelos alunos investigados era a de validacdo. Durante a resolucdo desta tarefa,
percebemos que a funcdo de verificagdo/convencimento ainda € ressaltada, por exemplo nesta
fala: “A dificuldade é convencer, ndo €, professora? Tem que convencer... ”.

Finalizamos institucionalizando, nos trés registros de representacdo, a caracterizacao

do paralelogramo (Quadro 21).
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Quadro 21. Caracterizacdes do paralelogramo institucionalizadas na tarefa 2.

REGISTRO EM LINGUA REGISTRO FIGURAL REGISTRO SIMBOLICO
NATURAL

Um quadrilatero é
paralelogramo se, e
somente se, suas diagonais
se intersectam em seus
respectivos pontos medios.

ABCD ¢ paralelogramo <
AC N BD = {M} e
AM = MC e DM = MB

e

X

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao finalizar as tarefas 1 e 2, podemos perceber que os objetivos propostos para essas
tarefas foram cumpridos. As escolhas feitas para sua execugdo induziram os alunos a utilizar
estratégias que possibilitaram institucionalizar as principais propriedades do paralelogramo.
Além disso, essas escolhas influenciaram a mobilizacdo de conhecimentos sobre teorema das
paralelas, congruéncia de tridngulos e diagonais do paralelogramo e permitiram conscientizar
os alunos de que argumentos empiricos nao validam conjecturas.

Observamos uma evolucdo dos alunos no processo de constru¢do de demonstracgéo.
Isso se revela na diminuic¢do do uso de argumentos empiricos na validacdo das conjecturas e
pelo fato de nenhum aluno ter confundido hipdtese com tese na atividade 2. As dificuldades
relacionadas aos conhecimentos geomeétricos e a énfase atribuida & apreensdo perceptiva,
evidenciadas na primeira etapa, ainda contribuem para que alguns alunos utilizem argumentos
que ndo sdo matematicamente validos em suas provas.

Nas préximas tarefas observaremos se as conclus@es preliminares a partir das tarefas 1

e 2 serdo confirmadas ou refutadas.
Tarefas 3,4e5

Objetivos: Com as tarefas 3, 4 e 5, objetivamos construir um losango utilizando instrumentos
de construcdo de figuras geométricas; recorrer a apreensao sequencial e descrever as etapas da
construcdo do losango, levando em consideragédo os dados de cada situagdo proposta ou seguir
0s passos fornecidos de uma construgéo; conjecturar as principais propriedades do losango; e
esclarecer que a validacdo de uma propriedade ndo se da por meio de provas empiricas.

Um de nossos objetivos € também estudar as principais propriedades desse
quadrilatero a partir das estratégias utilizadas pelos alunos em sua construcdo. Desse modo, a

forma de construcdo do losango € uma varidvel local que devera ser controlada de modo a
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induzir os alunos a utilizagdo de estratégias convenientes que possibilitem a
institucionalizacgdo das principais propriedades do losango.

Para a tarefa 3, o losango deve ser construido a partir de um de seus lados. Na tarefa 4
sdo fornecidos os passos da construcado, tendo por ponto de partida uma de suas diagonais. Na
tarefa 5, o losango deve ser construido a partir de um lado e da semirreta-suporte de uma das
diagonais.

As escolhas feitas devem induzir a utilizacao de diferentes estratégias de construcéo e,
consequentemente, a mobilizacdo de diferentes conhecimentos para justificar
matematicamente a técnica utilizada.

A construgdo do losango partindo de um lado permitira aos alunos a mobilizagéo de
conhecimentos sobre mediatriz de um segmento, simetria ortogonal (ou axial), congruéncia de
triangulos e utilizacdo de propriedades do paralelogramo que foram institucionalizadas nas
etapas anteriores. A construcdo a partir de uma lista de instru¢fes em que o ponto de partida
sdo as extremidades de uma diagonal, solicitada na tarefa 4, permitird aos participantes
mobilizar conhecimentos sobre simetria, congruéncia de tridngulos e propriedades das
diagonais do losango. Na tarefa 5, ao construir o losango a partir de um lado e da semirreta-
suporte de uma das diagonais, os alunos mobilizardo conhecimentos sobre mediatriz, simetria
e propriedades das diagonais referentes aos angulos do losango.

A seguir apresentaremos, na analise a priori, as consequéncias de nossas escolhas.

Tarefa 3: Construir um losango, dado um lado.

Enunciado da atividade: Descreva um procedimento que permita construir um losango, dado

um lado AB. Faga a construcao e justifique seu procedimento.
Analise a priori da Tarefa 3

Ao representar o lado do losango, os alunos deverdo construir os demais lados desse
quadrilatero.

A busca pelos trés lados permitird a mobilizacdo de conhecimentos referentes a
mediatriz, simetria ortogonal (ou axial), teorema das paralelas e congruéncia de triangulos e
podera provocar as primeiras conjecturas a respeito das diagonais do losango.

Previmos duas técnicas para a realizacéo dessa tarefa:

Técnica 1. Desenhamos 0 segmento AB. Construimos a circunferéncia de centro B e raio AB

e uma circunferéncia de centro A e raio AB. Qualquer um dos pontos de intersecdo dessas
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circunferéncias é o ponto D procurado. Para construir o ponto C, construimos o simétrico de A

em relacdo a reta BD.

Figura 63. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 3.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

A validacdo desta construcdo pode ser feita da seguinte forma (Figura 63):
Por construcdo, AD = AB (raios das circunferéncias).
Como C é simétrico de A em relacdo a reta BD, entdo BD esta contido na mediatriz de AC.
Logo, B e D sédo equidistantes de A e C. Assim, temos que DC = AD = AB = BC. Portanto,
ABCD é um losango.

Optando pela técnica 1, o aluno mobiliza conhecimentos sobre definicdo de losango,
mediatriz e simetria. A obtencdo do ponto C se da por meio de simetria axial (C é simétrico de
A em relacdo a reta ﬁ)’). Desse modo, podem surgir as primeiras conjecturas sobre as

diagonais do losango.

Técnica 2. Criamos 0 segmento AB e depois construimos a circunferéncia de centro B e raio
AB. Escolhemos um ponto C qualquer nessa circunferéncia (de modo que A, B e C néo sejam
colineares) e tracamos os segmentos AC e BC. Construimos as circunferéncias de centros A e
C, passando por B. O ponto D é o segundo ponto de interseccdo dessas circunferéncias. Por

ultimo, tracamos os segmentos CD e AD.
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Figura 64. Figura-suporte da técnica 2 referente a tarefa 3.

=]

A

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Para validar a construcdo realizada, os alunos deverdo explicar que todas as
circunferéncias foram construidas com raios cujas medidas sdo iguais a do segmento AB.
Logo, AB = BC = CD = DA e, portanto, ABCD é um losango.

Esperamos que as escolhas feitas induzam os alunos a experimentar estratégias que
recaiam sobre as técnicas previstas ou outras técnicas. Prevemos fazer a seguinte
institucionalizagdo: discutir a necessidade de demonstrar o caso geral para validacdo de uma
propriedade de um objeto matematico, ressaltando a necessidade de explicar que a técnica
utilizada é verdadeira para todos 0s casos e ndo para um caso particular.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Defini¢bes de losango, mediatriz, circunferéncia, raio e tridngulo
equiléatero; propriedade da mediatriz de um segmento. Para que o aluno possa dar inicio a
resolucdo da tarefa 2, é preciso que domine a definicdo de losango. Essa definicdo foi
abordada na primeira etapa da sequéncia. Para validar a técnica 1, o aluno terd que dominar a
definicdo de mediatriz de um segmento e a propriedade da mediatriz. Para validar a técnica 2,
necessitara identificar o raio de uma circunferéncia. Caso o aluno ndo domine esses objetos,

ndo conseguird validar estas técnicas e, caso as utilize, faremos o devido esclarecimento.
Experimentacdo e analise a posteriori da tarefa 3

Previmos para a realizacdo desta atividade duas técnicas distintas. A primeira permite
construir o losango a partir de dois triangulos equilateros; a segunda, a partir de trés
circunferéncias de mesmo raio. A técnica 1 néo foi utilizada por nenhuma dupla.

As discussOes das duplas e seus registros escritos mostram que os alunos tomaram
como ponto de partida a definicdo de losango relacionada a congruéncia dos lados, isto &,

buscaram construir um quadrilatero que apresentasse 0s quatro lados congruentes.
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A dupla Il iniciou seguindo uma técnica utilizada na construcdo do paralelogramo,
afirmando que o losango é um paralelogramo, como mostra este trecho:

Gustavo: Um losango tem todos os lados iguais.
Fabio: A gente vai construir um lado e outro consecutivo de modo que néo fique colinear.

Gustavo: A gente fala que essa medida é igual a essa. Dois lados consecutivos e nédo
colineares. Aqui a gente ja usa o paralelismo. [O aluno translada um dos lados para obter o
paralelismo dos lados opostos.] Utilizando que o losango é um paralelogramo, a gente fala
que essa medida € igual a essa. SO que faz com o compasso.

Fabio: A gente pode pegar qualquer angulo aqui entre AB e BC.
Gustavo: A gente vai dizer para a professora que agora ficou facil. Tudo é paralelogramo.

Figura 65. Primeira figura que orienta a realizacdo da tarefa 3 pela dupla I11.
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B

Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos partem para justificar a técnica utilizada e compreendem que devem utilizar

a definicdo e os teoremas da caixa de ferramentas.

Fabio: Temos que justificar agora.

Gustavo: A gente pode partir da defini¢ao, ndo é?

Fabio: Claro. E a caixa de ferramentas. Ela esta ali para isso.

Os alunos construiram os lados AB e BC congruentes e transladaram o lado AB até o
ponto C, obtendo um paralelogramo com dois lados consecutivos congruentes. O dialogo
desses alunos evidencia que utilizaram verbalmente argumentos validos e mostram estar
cientes da possibilidade de utilizar propriedades ja demonstradas. No entanto, ndo dao
seguimento a justificativa e partem para uma nova técnica, que é a segunda das técnicas
previstas em nossa analise a priori.

Em uma segunda tentativa, Fabio e Gustavo construiram o losango utilizando apenas
os arcos de circunferéncia (Figura 66), e apresentaram dificuldade em justificar a técnica

utilizada.
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Figura 66. Segunda figura que orienta a construcéo da tarefa 3 pela dupla I11.

=T

Fonte: Dados da pesquisa.

Aconselhamos os alunos a completarem o0s arcos tracados para obterem as
circunferéncias e a observarem as relacdes entre os lados dos quadrilateros.

Gustavo: Ah! Sdo os raios! Ai, Fabio, os lados do losango séo os raios. Ta vendo aqui: o C é
centro dessa circunferéncia, ndo é? CA é raio e CD é raio; entdo AC = CD. A é centro dessa
outra circunferéncia aqui, ndo é? AC € raio e AB é raio também. Entdo AC = AB; entdo AB
= CD. Muito bom, ndo é?

Na Figura 67 esta representado o registro figural apresentado pelos alunos na segunda

tentativa de construcdo.

Figura 67. Construcéo apresentada pela dupla 111 na tarefa 3.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Os alunos poderiam justificar a técnica utilizada inicialmente recorrendo a duas das
propriedades institucionalizadas: “Se um quadrilatero possui dois lados opostos paralelos e
congruentes, entdo esse quadrilatero é um paralelogramo ”, para concluir que ABCD é um
paralelogramo, e “Se ABCD é um paralelogramo, entdo seus lados opostos sdo congruentes”,
para concluir que AB = CD. Como os lados AB e BC foram construidos congruentes,
podemos concluir que CD = AB = BC = AD. Logo, ABCD € um losango. Ou utilizar a
propriedade de que o quadrilatero construido é um paralelogramo com dois lados
consecutivos congruentes, sendo, portanto, um losango.

Embora na primeira técnica utilizada pelo grupo haja uma congruéncia semantica entre
0 que se quer provar e seu registro figural, a coordenacdo entre as apreensdes perceptiva e
discursiva necessaria para utilizacdo das propriedades institucionalizadas nao foi mobilizada
pelos alunos neste caso. Concordamos com Almouloud e Mello (2000) quando afirmam que o
desenvolvimento da capacidade de raciocinar logicamente requer um trabalho de longo prazo.

Em uma segunda tentativa, os alunos recorrem a outra técnica e, a principio, a
representacdo utilizada pelos mesmos ndo permite visualizar a reconfiguracdo que
possibilitaria notar que os lados do quadrilatero construido sdo todos raios de mesma medida.
A construcdo das circunferéncias foi necesséria para que estes pudessem visualizar que 0s
lados do quadrilatero eram congruentes.

Pudemos observar que, ap0s representar no registro figural todas as circunferéncias
que auxiliaram na construcdo do losango, os alunos que recorreram a esta técnica ndo tiveram
dificuldade em perceber a reconfiguracdo intermediaria pertinente. A possibilidade de ocorrer
dificuldade nesse caso, citada por Duval (2012), se da pelo fato de uma parte elementar entrar
simultaneamente em dois reagrupamentos que deverdo ser comparados — o lado AB, por
exemplo, entra simultaneamente em dois reagrupamentos, pois AB € raio da circunferéncia de
centro A e é também raio da circunferéncia de centro B. Continuaremos a observar se este
fator, que Duval (2012, p. 132) chama de “obstaculo da duplicidade de objetos”, influenciara
a visualizacdo da reconfiguracdo pelos alunos nas préximas tarefas.

Além da técnica apresentada, foram utilizadas duas outras ndo previstas em nossa
andlise a priori. Vamos examiné-las simultaneamente por haver semelhancas entre elas e pela
discussédo gerada ao socializa-las.

Os dois grupos iniciaram a realizacdo da tarefa com a construcdo de um segmento BC
consecutivo ao segmento AB dado, sendo AB = BC, e ligaram os pontos A e C obtendo um
triangulo ABC. Ambos obtiveram o ponto médio M do lado AC do triangulo ABC. A partir
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desse ponto, os grupos diferenciaram a técnica. Apresentaremos abaixo a producdo de cada

um dos grupos e suas respectivas analises.

Figura 68. Construcao e justificativa apresentada pela dupla I1.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na construgdo apresentada pelo grupo Il (Figura 68), os alunos tragaram uma
semirreta de origem B passando por M, obtiveram um ponto D € BM tal que CD =CB e
ligaram os pontos D e A, afirmando que AB = BC = CD = DA e, portanto, que ABCD seria
losango. No entanto, ndo ofereceram justificativa matematica ou por meio de instrumentos de
desenho geométrico para a congruéncia do lado DA com os demais lados. Neste caso, nio
houve demonstragdo nem nenhum tipo de prova. O que foi apresentado no texto dos alunos
foram os passos da construcdo, sendo mobilizada a apreensdo sequencial guiada pela
apreensdo perceptiva.

Na atividade de demonstracdo, segundo Duval (2012), a apreensdo discursiva da
figura é exigida e a verdadeira representacdo correspondente a essa atividade ndo é a figura,
mas uma rede semantica de propriedades e objetos. O que é sucessivamente obtido com o
tracado por instrumentos se transforma em hipoteses. Na producdo do grupo II, temos como
hipoteses obtidas da construgdo que M é ponto médio de AC e que AB = BC = AD. Para
validar a técnica, os alunos deveriam demonstrar que o lado AD do quadrilatero ABCD ¢é

congruente aos demais lados a partir dessas hipoteses.
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Diante da construcéo apresentada, temos como hipoteses que AB = BC = CD e AM =
MC. Como BM é mediana relativa a base AC do triangulo isdsceles ABC, entdo BM também é
bissetriz relativa ao angulo ABC, ou seja, ABM = MBC. Podemos afirmar também que
DBC = CDB, pois DBC é isosceles de base BD. Diante dessas afirmagBes, podemos
concluir que ABD = ABM = MBC = DBC = CDB = ABD = BDC =AB //DC.

Se AB //DC e AB = DC, entdo ABCD é um paralelogramo e seus lados opostos s&o
congruentes. Logo, AD é congruente aos demais lados do quadrilatero ABCD e, portanto, este
é um losango.

Observamos que a técnica apresentada pelo grupo € valida e sua justificativa
matematica necessitou de conhecimentos que ndo foram contemplados em nossos encontros,
0 que demandou revisar tais propriedades.

A dupla I construiu o segmento BD passando por M, tal que BM = MD, e justificou
por meio de congruéncia de triangulos (caso LAL) que o quadrilatero ABCD obtido era um
losango
Figura 69. Construcdao e justificativa apresentada pela dupla I.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Apesar da falta de rigor, o texto apresentado pelos alunos (Figura 69), corresponde a
uma prova conceitual, visto que foram utilizados argumentos matematicamente validos
baseados em deducbes l6gicas. N&o recorreram as propriedades institucionalizadas, mas
validaram corretamente a construgéo utilizando a congruéncia de triangulos. Uma vez que no
quadrilatero apresentado pelo grupo as diagonais se interceptam em seus pontos medios,

podemos afirmar que o quadrilatero é um paralelogramo. Podemos concluir que o quadrilatero
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construido € um losango, ja que ele é um paralelogramo que tem dois lados consecutivos
congruentes. Percebemos certa dificuldade dos alunos em utilizar as propriedades de
paralelogramo institucionalizadas. Discutimos que o uso das propriedades possibilita
economia de tratamento e, consequentemente, economia de tempo.

A socializagdo das atividades gerou a seguinte discussao:

Marina: Agora, assim... Eu tentei tracar o losango aleatoriamente, assim... S6 construi um
quadrilatero com os lados congruentes e ndo deu certo. Eu pensei: tem um problema ai. Eu
me perguntei: e a questdo do angulo?

Gustavo: Nao da certo, ndo, porque tem gue ver o angulo.

Marina: Ai para a gente amadurecer tem que ter um meio de saida, alguma via para resolver
0 problema.

Gustavo: A gente consegue construir, livre, dois lados, mas ndo d& para construir os quatro,
ndo. Nem sempre fecha.

Marina: [Dirigindo-se a dupla I.] Para ele fazer isso, primeiro ele ja sabia...
Jadson: Nao! Eu construi com base no ponto médio, mas nao disse que era losango.

Marina: N&o, mas eu estou dizendo vocé nao usou esse argumento pra dizer... Mas vocé ja
sabia que elas se interceptam no ponto médio, entendeu? Agora vocé usou a congruéncia de
triangulo pra mostrar. E isso.

Bruna: Nao. Mas no caso... Ele pode ter criado ali BM e MD iguais para depois ja usar a
congruéncia, mas nao sabendo que em todo losango as diagonais se interceptam no ponto
médio.

Marina: Mas assim, quando vocé tomou... Vocé construiu o primeiro triangulo, certo? Vocé
poderia ter construido o primeiro triangulo e ter prolongado a semirreta...

Jadson: Eu primeiro construi um triangulo ABC. Ai oposto eu tenho que construir outro
triangulo igual a esse. Depois juntar os triangulos de modo a construir um losango. Entéo eu
fiz isso. Entdo BM eu prolonguei, entendeu? Pra tornar iguais os tridngulos. Mas no foi
com sentido do ponto médio no inicio, entendeu?

Marina: T4, entendi, entendi. Eu ja conhecia essa propriedade do ponto médio. Ai eu achei
que ele tinha usado isso para poder induzir para chegar no losango.

Podemos observar nessa discussdo as conjecturas que levaram os dois grupos a
chegarem a técnica utilizada, bem como um avanco no registro escrito. Os alunos, porém,
ainda validam resultados por meio da apreenséao perceptiva.

Cabe destacar também que os alunos passam a ter cuidado em ndo utilizar a tese para
demonstra-la. No dialogo dos alunos, percebemos que um deles deixa claro que ndo poderia
utilizar como hipotese que o quadrilatero construido seria um losango: “Para ele fazer isso,
primeiro ele ja sabia...”; “Ndo! Eu construi com base no ponto médio, mas ndo disse que era
losango ™.

Finalizamos esta atividade discutindo e validando as técnicas que ndo foram
justificadas matematicamente pelos grupos e institucionalizando as propriedades derivadas

destas técnicas.
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Considerac0es sobre a atividade 3

Das técnicas previstas, apenas uma foi contemplada. No entanto, duas técnicas ndo
previstas em nossas analises a priori foram empregadas pelos alunos, as quais permitiram a
institucionalizacdo de duas propriedades do losango:

e Se um quadrilatero apresenta dois lados consecutivos congruentes e diagonais
que se interceptam no ponto médio de ambas, entdo esse quadrilatero € um
losango. Esta propriedade é equivalente a: Todo paralelogramo com dois lados
consecutivos congruentes ¢ um losango.

e Se um quadrilatero possui trés lados congruentes e uma das diagonais contém o
ponto médio da outra, entdo esse quadrilatero € um losango.

Notamos indicios de que alguns alunos confundem demonstracdo e construgcdo. Um
dos grupos justificou sua construcdo apresentando uma lista de instru¢bes. Duval (2012, p.
135) aponta que “do ponto de vista cognitivo existe uma diferenga importante entre a redacao
de uma lista de instrugdes para a construg¢ao de uma figura e a redagao de uma demonstragao”.

Com relacdo a forma de validar seus resultados, observamos ainda uma subordinagdo
da apreensdo discursiva a apreensdo perceptiva e uma aparente independéncia dos processos
de visualizagdo, construcdo de configuraces e raciocinio. Isso se revela no fato de os alunos
ndo recorrerem as propriedades institucionalizadas para validar suas técnicas. Duval apud
ALMOULOUD, 2004) afirma que estes processos estdo entrelacados e sua sinergia €

cognitivamente necessaria para a proficiéncia em geometria.

Tarefa 4: Construir um losango sendo dada uma diagonal.

Construir um losango a partir de uma diagonal AC adotando os seguintes passos:

a) Crie dois pontos, A e C.

b) Construa uma circunferéncia c de centro A e de raio a maior que AC/2.

c) Construa uma circunferéncia c' de mesmo raio que c e de centro C. As circunferéncias c e
¢' interceptam-se nos pontos B e D. A reta BD é mediatriz do segmento AC.

d) Construa o quadrilatero ABCD e demonstre que ABCD é um losango.
Analise a priori da Tarefa 4

Nesta tarefa os alunos deverdo recorrer a apreensdo sequencial, interpretar 0s passos

fornecidos para a construgédo e converter esses passos em registro figural. Em seguida deverédo
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justificar matematicamente que o quadrilatero construido € um losango. A Figura 70
corresponde a representacdo figural referente a tarefa 4.

Técnica 1: Utilizar régua e compasso para a construcao e a propriedade da mediatriz para a
demonstragéo.

Figura 70. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 4.

[

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Esta construcdo pode ser validada considerando-se o fato de que B é o simétrico de D
em relacéo ao segmento AC, a definicdo de mediatriz (reta que passa pelo ponto médio de um
segmento e é perpendicular a ele) e o caso lado-angulo-lado de congruéncia de triangulos para
demonstrar que ABCD ¢ um losango. Outra possibilidade é utilizar o fato de a reta BD ser
mediatriz do segmento AC e B ser o simétrico de D em relagéo ao segmento AC. Assim, B e D
sdo equidistantes de A e de C, enquanto A e C s&o equidistantes de B e de D. Logo, AB = BC
= CD = DA e, portanto, ABCD € um losango. Com qualquer um destes argumentos a
validacao sera alcancada.

Essa situacdo tem potencial para possibilitar aos alunos formularem condicdes
necessarias e suficientes sobre as diagonais de um quadrilatero para que este seja um losango.

Com a escolha feita nesta tarefa — construir o losango partindo de sua diagonal —
pretendemos criar condigdes para o aluno formular e validar para o caso geral as propriedades
relativas as diagonais do losango. Para isso devera mobilizar conhecimentos sobre mediatriz

de um segmento e congruéncia de triangulos.
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Apos vivenciarem momentos de acdo e formulagdo, esperamos que o0s alunos
percebam a necessidade da demonstracdo e que as conclusdes institucionalizadas na tarefa
anterior tenham lhes proporcionado experiéncias que possam leva-los a validar sua
construcao.

Institucionalizaremos com a seguinte condicdo necessaria e suficiente para que um
quadrilatero seja um losango, explicitando a quais condi¢des adicionais o paralelogramo deve
satisfazer para que seja um losango: Um paralelogramo é um losango se, e somente se, suas
diagonais sdo perpendiculares.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Defini¢des de losango, diagonal e mediatriz; propriedade da
mediatriz; congruéncia de tridngulos; condicdo necessaria e suficiente para que um
quadrilatero seja um losango. Para dar inicio a resolucdo da tarefa 4, o aluno precisa ter
dominio do que vém a ser losango e diagonal de um quadrilatero. Acreditamos que a tarefa 3
tenha esclarecido os conceitos dos objetos geométricos descritos. A justificativa da construgéo

envolvera congruéncia de triangulos.
Experimentacdo e analise a posteriori da tarefa 4

Esta tarefa se distingue das demais por fornecer os passos da construcao, engquanto as
anteriores solicitavam que os alunos construissem a figura, fornecessem o0s passos da
construgdo e justificassem cada construcdo matematicamente. Observamos que todos 0S
grupos conseguiram interpretar os passos e construir a figura.

Apbs todos construirem a figura, percebemos que partiram para a realizacdo da
demonstracdo. Nesse momento percebemos que o0s alunos nao estavam certos da definicdo de
mediatriz, como mostra este didlogo:

Marina: Mediatriz é aquela que é perpendicular, ndo é? E um segmento perpendicular, ndo
é? Mediana e mediatriz eu ndo consigo gravar. Eu sempre me atrapalho.

Fabio: Mediatriz? O que é isso?

Marina: Eu acho que é a perpendicular.

Fabio: Que parte sempre no meio.

Bruna: E é perpendicular.

Fabio: Sei, mediatriz, parte sempre, divide a reta no meio. Mediatriz... Mede sempre 90° e
parte a reta no meio.

Bruna: Mediana é ponto médio e mediatriz é perpendicular.
Gustavo: Mediatriz divide o segmento ao meio.

Fabio: E... Divide o segmento ao meio. Entdo AM = MC.
Marina: E mediana faz o que?

Gustavo: Mediana é o angulo eu acho.
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Marina: E quem faz 90° é mediana ou mediatriz?

Fabio: Quem é perpendicular?

Marina: Tem um dos dois que faz 90°.

Gustavo: Professora, aqui tem como dizer que o cruzamento dos angulos é 90°?
Marina: Que um angulo com o outro forma um angulo de 90°?

Fabio: Eu acho que divide o segmento ao meio.

Marina: Eu acho que forma com a outra... E perpendicular.

Observamos no dialogo que os alunos tém dificuldade em empregar termos préoprios
da geometria, expressando equivocos como “divide a reta ao meio”’; “tem um dos dois que
faz 90°”; “cruzamento dos angulos é 90°”; “um angulo com o outro, forma um angulo de
90°”. Maioli (2001), que identificou expressdes semelhantes nos textos redigidos pelos
professores que participaram de sua pesquisa, acredita que essa dificuldade pode estar mais
relacionada com pouco contato com o registro em lingua natural que com falhas conceituais.
Observaremos ao longo desta tarefa se as dificuldades apresentadas pelos alunos na expressao
verbal também ocorrem no registro escrito e tentaremos avaliar se a origem do problema é
consequéncia de falhas conceituais.

A forma como os alunos se referem aos objetos ‘mediana’ e ‘mediatriz’ da sinais de
que esses objetos ndo foram bem apropriados: “Mediana e mediatriz eu ndo consigo gravar.
Eu sempre me atrapalho”; “mediana é ponto médio e mediatriz é perpendicular”.
Percebemos que essa dificuldade impediu os alunos de avancarem na realizacdo da tarefa.
Almouloud e Mello (2000, p. 15) observaram que a falta de conhecimento dos termos
geométricos “prejudica a elaboragdo da figura, bem como o entendimento das hipoteses e
conclusdo”. Nesse caso, para que a continuidade da tarefa nao fosse comprometida, abrimos
um espaco para definir mediatriz e discutir sua propriedade: todo ponto da mediatriz de um
segmento é equidistante das extremidades desse segmento. Em seguida os alunos passaram a
discutir entre grupos a demonstracdo, como mostra este trecho:

Gustavo: Entdo ja ta provado aqui.

Fabio: AC é mediatriz de BD. Entdo ja ta provado. Caso lado-angulo-lado. Que facil.
Gustavo: Ja provei. Nem vai precisar discutir esse.

Fabio: Pela definicdo de mediatriz.

Marina: Como BD é mediatriz, ela corta no ponto médio e é perpendicular. Como AD e AB
sdo raios da circunferéncia c, temos que AB = AD. Do mesmo modo que BC e CD s&o raios...
Ai a gente tem esse segmento igual a esse [AM = MC], esse angulo... [angulo formado entre
a mediatriz e o segmento AC].

Fabio: Esquentou!
Marina: E...
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Fabio: A gente s6 tem que AB = AD e BC = CD. Agora a gente tem que igualar um lado de
cé ao lado de 14 [refere-se a um raio da circunferéncia c e a um raio da circunferéncia c’:
AB e BC].

Gustavo: Eu j& provei tudo, ja.

Fabio: A gente t& buscando a congruéncia de triangulo.

Gustavo: E congruéncia de triangulos.

Marina: Eu ndo sei por que eu comecei escrevendo raio. Nao tem nenhum sentido...

Fabio: Ah, ndo! Serve: o raio AB ¢ igual ao raio AD; o raio CB ¢ igual ao raio CD.

Marina: Eu comecei escrevendo isso.

Gustavo: O como eu coloquei: BD é mediatriz, ndo é? Do segmento AC. Logo, AM = MC.
OK. BD ¢ perpendicular a AC, pela definicdo de mediatriz. A partir dai teremos que AB =
AD, pois sdo raios da mesma circunferéncia. Logo, podemos afirmar que os triangulos AMD
e AMB séo congruentes pelo caso lado-angulo-lado, pois AB = AD, AM é lado comum aos
dois triangulos e os dois possuem um angulo de 90° porque BD é perpendicular a AC. Agora,

pronto. Se a gente provou que os dois triangulos séo congruentes [ABM e ADM], a gente
provou também que BM = MD.

Marina: BM = MD?

Gustavo: Se os triangulos sdo congruentes!

Fabio: Sim.

Marina: Ah... Tem gue achar, ndo é assim tdo de cara, néo.

Gustavo: BM = MD, agora a gente prova o outro, porque...

Fabio: Porque ja tem AM = MC [referem-se aos triangulos AMD e BMC].
Gustavo: E também a gente tem os angulos opostos pelo vértice.

Fabio, Marina: E.

Gustavo: A gente tem que provar que primeiro que BMC é congruente a AMD.
Fabio: E depois concluir que...

Gustavo observou que inicialmente deveria demonstrar a congruéncia dos segmentos
BM e MD, a congruéncia que faltava para completar a demonstracéo iniciada por Fabio e
Marina. Em seguida todos evidenciaram ter conhecimento da necessidade de demonstrar a
congruéncia de BC e AD para concluirem sobre a congruéncia dos lados do losango.

Apresentaremos as provas realizadas pelas duplas com os respectivos comentarios. A

Figura 71 corresponde a construcao e a demonstracao realizada pela dupla Bruna e Camila.
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Figura 71. Producéo da dupla Bruna e Camila.
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Fonte: Dados da pesquisa.

As alunas justificaram a congruéncia dos lados AB e AD e dos lados BC e CD
utilizando o fato de AB e AD serem raios da circunferéncia ¢ e BC e CD serem raios da
circunferéncia ¢’. Na justificativa da congruéncia dos lados AB e BC, essas alunas provaram
corretamente a congruéncia dos triangulos BCM e AMB.

Notamos também, no texto apresentado, indicios de dificuldade em organizar as
hipbteses para utilizar a propriedade transitiva na conclusao da congruéncia dos lados, pois as
alunas indicaram no texto a necessidade de utilizar mais uma vez congruéncia de triangulos
para justificar que AD = CD. Observamos ainda que as alunas néo utilizaram a propriedade da
mediatriz para provar que AB = BC.

Apesar de ndo ter utilizado na prova apresentada a propriedade da mediatriz de um

segmento, afirmaram que BM = MD, atribuindo a esta congruéncia o fato de BD ser
mediatriz do segmento AC. Esta conclusdo pode ter sido apoiada em apreensdo perceptiva.

Pudemos observar também no texto e na construgdo que as alunas consideraram o raio
das circunferéncias ¢ e ¢’ com medidas iguais a do segmento AC, incidindo em um caso
particular em que uma das diagonais do losango € congruente aos lados deste, isto é, o
losango é formado por dois triangulos equilateros, embora isso ndo afetasse a generalidade do
método, uma vez que nio foi utilizado como hipotese o fato de AC ser congruente aos lados
do quadrilatero construido.

Apesar dos problemas destacados, observamos avangos no texto redigido pelas alunas,

0 que tem caracteristicas de demonstracdo, uma vez que utilizaram atributos da mediatriz
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como argumentos matematicos para justificar a congruéncia dos triangulos e
consequentemente a congruéncia dos lados do losango. Apesar do excesso de argumentos, ja
se baseiam em regras de inferéncias l6gicas para justificar suas afirmacgdes e distinguem
hipdtese e tese.

A Figura 72 corresponde a construcéo e demonstracdo da dupla Fabio e Marina.

Figura 72. Producéao da dupla Fabio e Marina.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A dupla Fabio e Marina utilizou o0 mesmo argumento da dupla Bruna e Camila para
justificar a congruéncia dos lados AB, AD e BC, CD. Para justificar a congruéncia entre AB e
BC, os alunos afirmaram ter utilizado a propriedade da mediatriz, mas n&o deixaram claro sua
utilizacao.

A discussdo da dupla revela que os alunos perceberam a necessidade de justificar que

AB = BC, e para isso pretendiam utilizar congruéncia de triangulos:

Marina: Como BD é mediatriz, ela corta no ponto médio e é perpendicular. Como 4D e AB
sao raios da circunferéncia c, temos que AB = AD. Do mesmo modo que BC e CD s&o raios...
Ai a gente tem esse segmento igual a esse [AM = MC], esse angulo... [Angulo formado pela
mediatriz e o segmento AC.]

No entanto, na redagdo, justificaram a congruéncia de AB e BC utilizando a
propriedade da mediatriz. Apesar de utilizar argumentos corretos, a dupla concluiu sua prova
recorrendo a forma como a figura foi construida: “Pelo procedimento que foi construida a
figura temos que AB = BC = CD = AD”, ndo indicando no texto haverem recorrido a
transitividade da relagdo de congruéncia. Neste caso, o texto apresentado pela dupla tem
indicios de uma prova conceitual e finaliza com aspectos de uma prova pragmatica, pois nao

utilizou as conclusdes anteriores para justificar a tese.
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A dupla Gustavo e Hugo (Figura 73), por sua vez, utilizou argumentos corretos e
alcancou a validacdo da construcdo. Embora durante a discussdo esses alunos tenham
indicado que utilizariam a congruéncia de triangulos, recorreram a propriedade da mediatriz
para validar a construcéo.

O texto que redigiram pode ser considerado o de uma demonstracdo, segundo
Balacheff (2000), visto que as afirmacgdes foram justificadas por meio de argumentos
matematicamente validos, ou seja, utilizaram propriedades da mediatriz para justificar a
congruéncia de AB e BC, consideraram o fato de AB e AD serem raios da mesma
circunferéncia para justificar a congruéncias destes segmentos e organizaram corretamente
esses argumentos na construcdo da demonstracao.

Figura 73. Producéo de Gustavo e Hugo.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Apos a redagdo da demonstracdo, utilizando a congruéncia dos raios e a propriedade
da mediatriz, Hugo voltou a discutir sobre outra forma de validar a construgéo:

Hugo: BMC j& é congruente a AMD, néo € nao?
Gustavo: E, sim!

Hugo: Se usasse que esses lados tém mesma medida [BC e CD], eles sdo raios da mesma
circunferéncia, ttm mesma medida... Entdo... se cada lado sdo os raios, entdo... Pode usar...
Se esses lados sdo 0s raios...

Marina: Vocé tem duas circunferéncias...
Gustavo: ...de mesmo raio...
Hugo: Ent&o! Se eu falar que tem mesmo raio, e os raios sdo lados do losango, ent&o...

Ao socializar as producdes das duplas, observamos que o argumento utilizado por
Hugo é valido, visto que a congruéncia dos raios das circunferéncias ¢ e ¢’ foi afirmada no
enunciado.

Colocamos em discussdo a demonstracdo debatida entre os grupos e também
confirmamos que alcangcaram a validagdo da construcdo, embora a dupla Bruna e Camila e a
dupla Fabio e Marina incorresse em equivocos na redacao da demonstracao.

Passamos a fazer a institucionalizacao das propriedades demonstradas e questionamos
sobre as caracteristicas das diagonais do losango construido. Todos concordaram que as
diagonais se interceptavam em seus pontos médios, e desse modo o quadrilatero construido
era um paralelogramo. Além disso, elas eram perpendiculares. Institucionalizamos que se um
paralelogramo possui diagonais perpendiculares, entdo ele é um losango. Questionamos se
essa propriedade era comum a todos os losangos, isto é, se a reciproca da propriedade
institucionalizada era verdadeira. Os alunos responderam positivamente, apoiando-se na
apreensdo perceptiva, realizando uma prova pragmatica.

Seguem trechos da discussdo que antecedeu a demonstracdo da propriedade que
afirma que se um paralelogramo é losango, entdo suas diagonais sdo perpendiculares.

Pesquisadora: Em todo losango as diagonais sdo perpendiculares e se interceptam no ponto
médio de ambas?
Gustavo: Sim, porque ele tem os lados todos iguais.

Pesquisadora: E se ele possui os lados todos congruentes, entdo as diagonais serdo
perpendiculares e se interceptardo nos pontos méedios?

Fabio: Sim, porque os angulos opostos a esses lados séo iguais.
Pesquisadora: Por qué?
Fabio: Porque tém a mesma abertura.

Gustavo: Porque quando vocé tracar a diagonal, a outra diagonal vai ser perpendicular a
ela.

Marina: Porque os angulos entre as diagonais sao suplementares.
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Hugo: O triangulo é isosceles e tem um teorema que diz que se um segmento é mediana,
entdo ele também é altura e bissetriz.

Bruna: Se é bissetriz os angulos também s&o iguais ndo é? [Refere-se aos angulos divididos
pelas diagonais.]

Passamos a explicar a afirmacdo de Hugo, a qual deriva da congruéncia de triangulos,
e enunciamos a condicdo necessaria e suficiente sobre as diagonais de um quadrilatero para
que este seja um losango. Esta discusséo evidencia que os alunos ainda recorrem a apreensao
perceptiva para validar suas afirmagdes. Estimulamos uma discussao com o objetivo de
observar como eles interpretam as condi¢Ges necessarias e suficientes sobre as diagonais do
losango e introduzir a nocdo de contraexemplo, 0 que provocou o seguinte debate:

Pesquisadora: Provamos que em todo losango as diagonais sdo perpendiculares. E a
reciproca é verdadeira?

Marina: Nesse caso ai foi. [Refere-se a construcdo que acabaram de fazer.]

Hugo: Para ser losango tem duas condicdes e ndo considerou a outra condicao.

Fabio: Entdo ndo é suficiente.

Marina: Entdo se as diagonais séo perpendiculares, ndo necessariamente esse quadrilatero é
um losango.

O aluno Hugo desenhou no quadro um quadrilatero com diagonais perpendiculares e

que ndo era losango (Figura 74).

Figura 74. Quadrilatero com diagonais perpendiculares e que ndo é losango.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Fabio: Mas no quadrilatero que ele desenhou as diagonais ndo se cortam no ponto médio,
néo.

Esclarecemos existir quadrilatero com diagonais perpendiculares que ¢ um losango,
mas ndo podemos afirmar que qualquer quadrilatero que possui diagonais perpendiculares é
um losango — isto &, ter diagonais perpendiculares € uma condicdo necessaria, mas nao

suficiente, para que um quadrilatero seja losango.
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Este exemplo, além de permitir discutir o significado de uma condi¢do necessaria e
suficiente, possibilitou introduzir a nogdo de contraexemplo. A afirmagdo de que nem todo
quadrilatero que possui diagonais perpendiculares é um losango pode ser validada por meio
de um contraexemplo. Esclarecemos para os alunos que o contraexemplo é a unica forma de
validacdo empirica que permite rejeitar uma conjectura. Balachef (2000) afirma que a
legitimidade dessa forma de validacdo deve ser esclarecida, uma vez que até os alunos de
niveis mais elevados tém problemas em compreendé-la e utilizad-la. O autor justifica a
importancia desse esclarecimento, dada a possibilidade de o aluno acreditar que sua
conjectura est4 baseada em um empirismo ingénuo, ou ter davidas de quando se pode utilizar

um exemplo para validar uma conjectura.
Consideracoes sobre a tarefa 4

Previmos para validacdo desta tarefa o uso da definicdo da mediatriz ou o fato de que
os pontos B e D da mediatriz do segmento AC s&o equidistantes dos extremos do segmento
AC.

Todos os alunos visualizaram e aplicaram corretamente a reconfiguracdo que permite
provar a congruéncia dos lados do losango, por serem raios da mesma circunferéncia. O fato
de se haver utilizado esta reconfiguracéo na tarefa 3 pode ter influenciado seu uso em outras
tarefas. Conjecturamos que, além da funcdo de explicacdo, a prova teve como funcdo
consolidar os conhecimentos dos alunos, o que confirma a ideia de Hanna e Barbeau (2008),
quando afirma que as provas sdo portadoras de conhecimentos matematicos em sala de aula e
que a importancia da prova nao € atestar uma verdade matematica, mas sim fornecer novos
métodos, estratégias e conceitos que permitam resolver problemas.

As discuss@es evidenciam que os alunos ja comecam a perceber que ndo podem provar
conjecturas apoiados unicamente na apreensdo perceptiva:

Marina: BM = MD?
Gustavo: Se os triangulos sdo congruentes!
Marina: Ah... Tem gue achar, ndo é assim tdo de cara, néo.

Os alunos ja tentam provar suas conjecturas por meio de argumentos matematicamente
validos, articulando melhor suas ideias. Percebemos esse avanco nos textos produzidos nesta
tarefa, em que os alunos conseguiram utilizar algumas das caracteristicas de mediatriz de um
segmento em argumentos matematicos que lhes permitiram provar suas conjecturas. Isso
evidencia que coordenaram as apreensdes perceptiva e discursiva, e alguns (dupla Bruna e

Camila; dupla Gustavo e Hugo) j& produziram provas com caracteristicas de demonstracao,
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segundo a concepcdo de Balacheff (2000), uma vez que os textos apresentados estéo
organizados de acordo com um conjunto bem definido de regras, utilizando argumentos
matematicamente validos.

Observamos no dialogo que os alunos tém dificuldade em empregar termos préoprios
da geometria. Como ja apontamos em nossos comentarios sobre as producdes desses alunos,
Maioli (2001) identificou o0 mesmo problema em textos produzidos por professores e
conjecturou que essa dificuldade pode estar mais relacionada ao pouco contato com o registro
em lingua natural que com falhas conceituais. Analisamos os textos apresentados pelos alunos
e observamos que os problemas ocorridos na expressdo verbal ndo ocorrem no registro
escrito, 0 que nos permite concluir que estes ndo decorrem necessariamente de falhas
conceituais, mas sim da falta de cuidado ao se expressarem verbalmente.

Nesta tarefa as duplas se envolveram e abriram a discussdo expondo suas ideias, sem
que para isso a pesquisadora precisasse intervir. Mais uma vez identificamos momentos de
acdo, formulacdo e validacdo e a escolha feita nesta tarefa (construir um losango a partir de
uma de suas diagonais) permitiu a mobilizacdo de conhecimentos sobre definicdo e
propriedade da mediatriz de um segmento e congruéncia de triangulos, propiciando condi¢6es
para institucionalizar a seguinte caracterizagdo de losango:

(1) Um quadrilatero € losango se, e somente se, possui diagonais perpendiculares que se
interceptam no ponto médio de ambas. Ou equivalentemente: Um paralelogramo é
losango se, e somente se, suas diagonais sdo perpendiculares.

Apesar de ndo estar previsto para esse momento, 0s alunos observaram uma
propriedade (“Se é bissetriz os angulos também sao iguais, ndo é?”) e por isso a
institucionalizamos também:

(2) Se um quadrilatero é losango, entdo as diagonais estdo contidas nas bissetrizes de
seus angulos.

Pretendemos institucionalizar a reciproca dessa propriedade na tarefa 5.
Andlise a priori da tarefa 5

Tarefa 5: Construir um losango, dados um lado e a dire¢do de uma diagonal.
Construir um losango a partir de um lado e a direcdo de uma diagonal.
a) Crie um segmento AB e a semirreta Am, suporte da diagonal AC.

b) Construa o losango ABCD. Justifique sua construcao.
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O problema fornece um dos lados do losango e a diregdo de uma das diagonais. A
busca pelos trés lados possibilitara a mobilizacdo de conhecimentos referentes a simetria axial
e congruéncia de triangulos, e esperamos institucionalizar as propriedades referentes aos
angulos formados pelas semirretas-suporte das diagonais e dos lados do losango.

Previmos uma técnica para a realizacéo desta tarefa:

Técnica 1. Obter um ponto D, simétrico de B em relacdo a semirreta Am, e um ponto C da
semirreta Am, simétrico de A em relagéo ao segmento BD.

Figura 75. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 5.
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Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

A validacdo desta construcédo serd alcancada com a seguinte demonstracdo: Como D é
simétrico de B em relagdo a semirreta Am, entdo AC é mediatriz do segmento BD e A e C sdo
equidistantes de B e de D, isto é, AB = AD e CB = CD. Como C é simétrico de A em relacdo
a0 segmento BD, entdo B e D pertencem a mediatriz de AC e, portanto, sdo equidistantes de A
e C, isto é, BA=BC e DA =DC. Logo, AB=BC = CD = DA e ABCD é um losango.

Esperamos que os alunos utilizem a condigdo necesséria e suficiente enunciada e
validada na tarefa anterior relativa as diagonais do losango para justificar a construcdo
solicitada nesta tarefa.

Com as tarefas 3 e 4, os alunos ja terdo utilizado a definicdo e algumas das
propriedades de mediatriz de um segmento, a congruéncia de triangulos, e ja tera sido
institucionalizada a condicdo necessaria e suficiente, referente as diagonais, para que um
paralelogramo seja losango, isto é, um paralelogramo é losango se, e somente se, suas
diagonais sdo perpendiculares ou, equivalentemente, um quadrilatero é losango se, e
somente se, as diagonais sdo perpendiculares e se interceptam em seus pontos meédios.

Esperamos que estes conhecimentos ja tenham sido consolidados e que os alunos consigam
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deles fazer uso de modo a alcancarem a construgdo mental da demonstracdo. Pretendemos
neste momento investigar se ja conseguem escreveé-la.

Institucionalizaremos a seguinte propriedade referente aos angulos do losango: As
retas-suporte das diagonais de um losango séo bissetrizes de seus angulos.
Bloco tecnoldgico-tedrico: Para iniciar a construcdo, o aluno devera conhecer as definigdes
de losango, diagonal, segmento de reta e semirreta. Para justificar a construgdo, sera
necessario conhecer: propriedade da mediatriz, congruéncia de tridngulos e condicdo
necessaria e suficiente para que um quadrilatero seja um losango. Acreditamos que as tarefas

3 e 4 esclareceram 0s conceitos dos objetos geométricos descritos.
Experimentacao e andlise a posteriori da tarefa 5

O bloco tedrico-tecnoldgico que previmos para a realizacdo da tarefa 5 ndo foi
suficiente. N&o previmos que a definicdo de semirreta-suporte constituiria um empecilho para
que os alunos iniciassem a constru¢dao, como mostram 0s seguintes comentarios:

Gustavo: Nao entendi muito bem, néo.
Marina: Suporte da diagonal AC?
Bruna: Vocé entendeu?

Marina: Eu ndo entendi, ndo.

Féabio: Eu também néo.

Gustavo: Tem alguma coisa errada.
Bruna: O que é semirreta-suporte?

Marina: Como é que a gente vai construir diagonal assim? Suporte € o0 que sustenta? De
suportar?

Uma vez esclarecido o significado de semirreta, os alunos partiram para a construcéo
do losango solicitado.

Os trés grupos iniciaram a tarefa construindo o tridngulo is6sceles ABC

Figura (Figura 76). Todos os grupos construiram outro tridngulo ADC simétrico a ABC em
relacdo a semirreta Am. Nenhum dos grupos utilizou a simetria axial para construir o losango.
Apenas um grupo utilizou explicitamente a propriedade das diagonais institucionalizada na

tarefa anterior para justificar a construcao.
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Figura 76. Inicio da construcéo do losango solicitado na tarefa 5.

A

Fonte: Dados da pesquisa.

As técnicas utilizadas para construir o triangulo ADC que completaria o losango
ABCD foram distintas nos trés grupos. Todos buscaram intuitivamente construir um triangulo
simétrico de ABC em relagdo a semirreta Am. Apresentaremos as trés construcfes, com suas
respectivas justificativas, bem como trechos das discussdes ocorridas durante a construgao e
as hipoteses que podemos estabelecer diante dessas discussoes.

Marina: O segmento AC, a gente vai construir em cima dele. [Refere-se a semirreta-suporte

Am.]

Fabio: Exato. E a reta-suporte. O que a gente pode fazer agora? Eu estava pensando em ir
pelo lado da transferéncia de segmentos. Mas a gente vai transladar até aonde?

Marina: E se a gente fizesse assim: pegasse essa mesma medida e tracasse aqui para essa
suporte? [Refere-se a tracar um segmento BC congruente a AB.]

Fabio: Mas € isso que eu t6 falando. Se a gente for fazer a transferéncia de segmentos, a
gente ndo tem como explicar porque colocar esse segmento aqui. Seria aleatorio. Ai ndo tem
como a gente ligar. Tem que fazer uma coisa que sirva para todos. Ai eu pensei em construir
assim: prolongar primeiro Am criando o ponto C de modo que AM seja igual a MC. Ai a
gente liga, entendeu? Divide e vai por congruéncia de triangulos. Porque a gente vai ter, 0,
esse lado igual a esse. Esses lados sdo congruentes.

Marina: A gente ndo pode vir com mesma medida da diagonal, porque quem sdo iguais sdo
os lados e néo a diagonal. A gente vai ter que construir entdo um AM menor ou igual a AB.

Fabio: Na verdade vai ser menor, porque uma diagonal ndo pode ser menor que um lado.
[Refere-se a metade da diagonal.]

Por meio da apreensdo perceptiva, o aluno acredita que o seu procedimento permite
construir um triangulo isosceles. Porém, dependendo do ponto M tomado, o tridngulo
construido pode ndo ser isésceles. A Figura 77 corresponde as possibilidades de construcfes
associadas a técnica sugerida por Fabio.

Figura 77. Conjecturas da dupla Fabio e Marina referentes a tarefa 5.

A M C
A M

Fonte: Dados da pesquisa.
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Conjecturamos que as tentativas de obtencdo do ponto M possibilitaram aos alunos
observar que, por esse caminho, a mediana BM n&o seria necessariamente perpendicular a AC,

isto €, o triangulo ndo seria necessariamente isosceles. As proximas falas evidenciam que os

alunos percebem que devem obter um ponto M em AC tal que BM seja mediatriz de AC.

Marina: N&do. O segmento que a gente vai tomar aqui esta preso nessa semirreta, entendeu?
Agora 0 que a gente vai construir, AC, tem que ser perpendicular, ndo €? Tem que ser
perpendicular.

Marina: E se a gente pegar com essa medida aqui, 6? [Refere-se a medida de AB.]

Fabio: Ah! Entdo a gente vai pegar a medida de AB, fixando em B, e transferir essa medida
de modo que se interseccione com...

Marina: Com a semirreta Am. Ai, pronto, agora...

Fabio: E isso mesmo. Mas isso aqui eu coloquei aleatorio. A gente fez um triangulo isdsceles.
Os angulos da base séo iguais.

Os alunos continuam tentando construir o losango levando em consideracdo a
congruéncia dos lados. No decorrer da discussdo, percebemos que, intuitivamente, eles
percebem a necessidade de construir um segmento BM que € perpendicular a reta AC, mas

ndo fazem referéncia as caracterizac6es do losango que foram institucionalizadas.

Marina: Ai vocé divide esse segmento [0 segmento AC].

Fabio: A sua altura é perpendicular & base, que é considerada também... Espere ai... E isso
mesmo. Preste atencdo. Aqui é um triangulo isosceles. Ele tem os angulos da base iguais, a
altura é perpendicular a base e é também bissetriz, ndo € isso? E, entdo, esse angulo vai ser
igual a esse, esse é igual a esse e esse é igual a esse [refere-se aos angulos da base A e € do
triangulo isdsceles ABC, aos angulos retos formados pela pelo segmento BM com o lado AC
do losango e com os angulos que BM forma com os lados do losango]. E ja pode provar que
esses triangulos sdo iguais. Agora a gente constrdi um triangulo em cima desse.

A situacdo a que os alunos se referem esta representada na Figura 78.

Figura 78. Conjecturas da dupla Fabio e Marina referentes a tarefa 5.

A . M__

Fonte: Dados da pesquisa.

O dialogo dos alunos nos permite afirmar que pretendiam concluir sobre a congruéncia
entre os triangulos ABM e BMC utilizando equivocadamente a congruéncia dos angulos. No
entanto, abandonam esse raciocinio. Como o lado BC foi construido congruente a AB, a

demonstracdo dessa congruéncia é desnecessaria.
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Os alunos partem para a construcdo do tridngulo ADC, simétrico de ABC em relacéo a
semirreta AC. Durante a discussao, evidenciam que utilizariam a propriedade da mediatriz de
um segmento para justificar sua construgéo:

Marina: Tomando essa reta aqui [mediatriz de AC] ja é uma mediatriz, ndo é?

Fabio: E. A gente vai falar aqui do ponto médio. Ent&o ligando o ponto médio [de AC], ja é
perpendicular.

Marina: Tem vérias formas de provar.

No entanto, ao redigirem, os alunos ndo utilizam as propriedades da mediatriz como
argumentos para construir uma demonstragdo, como constatamos na justificativa representada

na Figura 79.

Figura 79. Producéo da dupla Fabio e Marina referente a tarefa 5.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Os alunos afirmam, recorrendo a apreensdo perceptiva, que o ponto D obtido da

intersecdo dos arcos construidos com centros em A e C, respectivamente, e raio de medida

igual & medida de AB esta sobre a mediatriz BM. Eles ndo recorrem a propriedade da
mediatriz para fazer a justificativa. Como foi utilizado um argumento baseado na apreensao
perceptiva, ndo podemos considerar a prova dos alunos como uma demonstracdo, e sim como
uma prova pragmatica.

O relato dos alunos com relacdo a construcao do triangulo ADC durante a socializagao
confirma nossa analise:

Féabio: A gente tracou uma semirreta de origem em B passando pelo ponto médio de AC.
Pegamos o compasso fixando em A, de medida AB e fizemos um semiarco de modo a
interceptar a semirreta-suporte Bm. Do mesmo jeito tomamos o compasso com centro em C e
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fizemos um semiarco. A intersecdo deu o ponto D. A gente justificou pela definicdo de
losango que todos os lados sdo congruentes. Logo, € um losango.

No texto e na socializacdo da tarefa, os alunos mostram ter validado sua construcéo
por meio de argumentos empiricos, ao passo que na discussdo utilizam a propriedade da
mediatriz para justificar sua construcdo. Comparando as falas desses alunos com o texto e a
socializacdo que realizamos, observamos que, embora a técnica de construcao utilizada seja
valida, os alunos ndo acham necessério justificar 0 que estd aparentemente evidente na
representacdo figural e nos passos da construgdo. Esta constatacdo reforca os resultados de
pesquisas como as de Duval (2012), Jahnke (2008) e De Villiers (2001), que constataram que
os alunos ndo sentem necessidade de justificar aquilo que fica evidente na representacédo
figural.

Notamos no didlogo que a funcdo de explica¢do proposta por De Villiers (2001) foi
contemplada na prova de Marina e Fabio e que esta dupla, apesar de utilizar argumentos
empiricos em seu texto, busca generalizar sua técnica. Nossa afirmacdo € reforcada pelo
discurso do aluno: “A gente ndo tem como explicar porque colocar esse segmento aqui. Seria
aleatorio. Al ndo tem como a gente ligar. Tem que fazer uma coisa que sirva para todos”.

A dupla Bruna e Camila empregou uma técnica semelhante a utilizada pela dupla
Marina e Fabio. Analisemos um trecho da discusséo e o texto apresentado pela dupla:

Bruna: A gente ndo tem que mostrar que é losango?
Camila: E.
Bruna: Se a gente quer mostrar que é um losango, os lados tém que ser iguais. Mas se isso

daqui também for mediatriz — ndo € isso? —, ai a gente sabe que esses pontos daqui sdo
equidistantes, ai a gente ja mostra que esses dois lados séo iguais também.

Camila: Agora a gente tem que escrever...

O dialogo das alunas apresenta indicios de que a dupla mobilizou conhecimentos sobre
a propriedade da mediatriz para validar sua construcdo. Analisaremos o texto apresentado
(Figura 80), para verificar se a dupla transformou as caracteristicas da mediatriz em

argumentos para validar sua técnica.
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Figura 80. Producéo da dupla Camila e Bruna.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Embora a dupla tenha se referido a mediatriz na discusséo, ndo cita este objeto e ndo
apresenta nenhuma justificativa matematica, mas sim passos da construcdo, como se estes,
associados a figura, fossem suficientes para justificar a técnica utilizada. Podemos observar
no registro escrito (Figura 80) e na fala de Bruna que a dupla, embora tenha intuitivamente
utilizado a caracterizacdo de losango institucionalizada na tarefa anterior (relativa as
diagonais) para construir o losango, fundamentou sua justificativa na congruéncia dos lados
deste quadrilatero.

A redacdo feita pela dupla Camila e Bruna (Figura 80) evidencia que a apreensdo
sequencial, guiada pela apreensdo perceptiva, foi mobilizada. A representacdo figural
fornecida pela dupla ndo explicita nenhuma caracteristica das diagonais do losango (diagonais
perpendiculares e que se interceptam em seus pontos meédios), embora as alunas tenham
utilizado essa propriedade na construcdo, como evidencia o dialogo apresentado. O
conhecimento sobre simetria axial ou as caracteristicas de mediatriz ndo foram convertidos
em argumentos para generalizar a técnica utilizada. Consequentemente, o texto apresentado
ndo é uma demonstracdo. Como h& uma conclusdo de que os lados da figura construida séo
congruentes por meio de um unico exemplo, podemos classificar a validagdo proposta como

uma prova pragmatica.
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Constatamos a funcdo de explicacdo, segundo De Villiers (2001), quando a dupla
justifica verbalmente sua construcdo. No entanto, ao comunicar sua justificativa em registro
escrito, observamos apenas uma tentativa de convencer o interlocutor por meio de argumentos
empiricos, como se estes fossem mais convincentes que 0s argumentos matematicos. De
Villiers (2001) afirma que, em alguns casos, um alto grau de convicgéo pode ser atingido sem
que a demonstracdo seja realizada e que essa convicgdo pode ser alcangada com verificagoes
empiricas. Observamos que a dupla recorreu a propriedade da mediatriz como uma técnica
para construir o losango, mas o convencimento foi alcancado com a congruéncia dos lados
obtida por instrumentos de construcdo geométrica.

A dupla Gustavo e Hugo, por sua vez, apresentou duas construcfes, cada uma
utilizando uma técnica distinta. Semelhantemente as outras duplas, esses alunos iniciaram
construindo um triangulo isésceles ABC. Segue-se o trecho em que € explicitada a construgédo
de ACD:

Gustavo: Se AB = BC... Como no triangulo isosceles a mediatriz € altura do triangulo e é a
bissetriz dos angulos, ai o que foi que eu fiz? Eu peguei o angulo BAM e coloquei do lado de
fora, porque no losango a diagonal tem esse papel da bissetriz...

Hugo: Eu fiz pela mediatriz.

Gustavo: A gente tem o triangulo ABC. A gente tem que tentar fazer um outro triangulo igual
a esse, s6 que do lado de cd. Como a diagonal do losango ela dividiu o losango em dois
triangulos, faz a mediatriz do segmento AC, depois constréi um ponto D tal que BM € igual a
MD...

A Figura 81 mostra a construcdo feita pela dupla utilizando a técnica de Gustavo.

No registro escrito apresentado por Gustavo (Figura 81) para a construgédo do triangulo ADC
consta que se as diagonais de um quadrilatero estdo contidas nas bissetrizes de seus angulos,
entdo esse quadrilatero € um losango. No entanto, a propriedade institucionalizada na
atividade anterior foi que se um quadrilatero é um losango, entdo as diagonais estdo contidas

nas bissetrizes de seus angulos e, para a construcao, foi considerada a sua reciproca.
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Figura 81. Construcéo apresentada pela dupla Gustavo e Hugo.™
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Fonte: Dados da pesquisa.

Outro equivoco identificado foi 0 uso da tese como hipdtese: o aluno inicia o texto
afirmando que o quadrilatero construido ja € um losango, que era o que pretendia provar.

Heinze, Cheng e Ufer (2008, p. 3) listam quatro condi¢cbes que consideram
fundamentais ao redigir uma demonstracao, entre elas: (1) compreender a informacéo dada e
(2) reconhecer os elementos cruciais (argumento, premissa, conclusdo) gque associam as
propriedades necessarias para a deducdo. No texto apresentado por Gustavo (Figura 81),
esses aspectos ndo foram contemplados: o aluno teve dificuldade em interpretar as condicdes
necessarias e suficientes para que um quadrilatero seja losango e utilizou a tese (o fato de
ABCD ser um losango) para provar a propria tese. Logo, o texto apresentado ndo é uma
demonstracéo.

Quanto ao registro figural, podemos observar que, na reconfiguracdo apresentada, o
objeto matematico mediatriz foi utilizado na construgdo, mas os alunos ndo recorreram a esse
objeto para justifica-la matematicamente, ndo havendo coordenacgdo entre o registro figural e
0 texto apresentado. Desse modo, ha indicios de que o texto produzido ndo foi apoiado na

interpretacdo discursiva da figura apresentada.

" Transcricao:
Seja AC a diagonal do losango ABCD, entdo ele também é bissetriz e altura do triangulo ABC, logo a
medida de MAB = MAD e sendo BD a outra diagonal do losango, concluimos que AB = AD, analogamente
isto serve para o lado DC.
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Embora o aluno ndo tenha obtido sucesso na validacdo da técnica empregada, sua
construcdo nos permitiu discutir a validade da técnica, interpretar condigdes necessaria e
suficiente e conjecturar sobre a validade da reciproca da propriedade institucionalizada na
tarefa 4 (as semirretas-suporte das diagonais do losango s@o bissetrizes de seus angulos). A
mobilizacdo desses conhecimentos foi induzida pela escolha feita nesta tarefa (construir um
losango a partir de um lado e a semirreta-suporte de uma diagonal).

A dupla Gustavo e Hugo apresentou a segunda construcdo (Figura 82), segundo a
técnica utilizada por este dltimo, mas ndo redigiu nenhum tipo de texto. Hugo apresentou

verbalmente a técnica utilizada no momento da socializag&o.

Figura 82. Segunda construcéo apresentada pela dupla Gustavo e Hugo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Observemos o relato apresentado por Hugo:

Hugo: Com centro em B e com mesmo raio AB, traca uma circunferéncia e o ponto de
intersecdo dela com a semirreta € o ponto C. Depois, traca uma mediatriz de AC de modo
que a intersecdo da mediatriz com a circunferéncia € o ponto D.

Pesquisadora: Como vocé justifica que ABCD € um losango?

Hugo: Porque tomei BM na mesma semirreta [a mediatriz] igual a MD. Entéo s&o iguais
[refere-se aos segmentos obtidos pelo ponto médio nas diagonais] e sdo perpendiculares.

A fala mostra que o aluno considerou, para sua construcdo, que se um quadrilatero
possui diagonais perpendiculares que se interceptam em seus pontos médios, entdo esse
quadrilatero é losango. No entanto, ndo estava certo da obtencdo do ponto D. Para que
pudéssemos compreender como este ponto foi obtido, questionamos:

Pesquisadora: Inicialmente vocé disse que o ponto D seria a intersecdo da mediatriz de AC
com a circunferéncia, agora vocé tomou um ponto D na mediatriz de AC tal que BM = MD.
Dos dois modos obteremos 0 mesmo ponto D?

Hugo: Vai coincidir... 1sso... Mas eu fiz desse modo: BM = MD. Mas coincide.
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Pesquisadora: Vamos ver se coincide?
Hugo: Coincide porque o ponto D é equidistante de A e C.

Por meio de conjecturas, o aluno percebeu que todos os pontos da mediatriz séo
equidistantes de A e C, e ndo apenas o ponto D, quarto vértice do losango. Portanto, esta
justificativa ndo valida que AD = AB.

O problema forneceu um segmento AB e uma semirreta Am, suporte da diagonal AC.
Observamos que na representagao feita pelo aluno, a medida do angulo formado por Am e AC
foi de 30° o que conduziu a construgdo a um caso particular em que o losango é obtido a
partir de dois triangulos equilateros, ou seja, uma das diagonais do losango tem a mesma
medida do lado. Desse modo, AB = BD = AC, pois sdo raios da circunferéncia e, portanto, o
ponto D coincide nas duas construcdes. Esse caso, porém, ndo é geral. Uma vez que a
justificativa foi baseada em um caso particular, o relato corresponde a uma prova pragmatica.

A outra forma de obtencdo do ponto D apresentada pelo aluno nos permite concluir
que, ao realizar a construcdo, o vértice D foi obtido de modo a ser equidistante de B em
relagdo ao ponto M e BD ser perpendicular a AC. Logo, o aluno construiu um paralelogramo
de diagonais perpendiculares e, pela caracterizacdo de losango institucionalizada na tarefa 4,
ABCD ¢ um losango.

Ndo foi contemplada a funcdo de comunicacdo, segundo De Villiers (2001).
Conjecturamos que a falta do registro escrito para comunicar sua justificativa pode ter
contribuido para que o aluno tirasse conclusdes a partir da apreensdo perceptiva. Ao observar
a figura, o aluno nédo estava certo da obtencdo do ponto D. Como apontado por Duval (2012),
uma mesma figura pode ilustrar situacGes geométricas diferentes. Na construcdo de Hugo,
cada forma de obtencdo do ponto D induz a uma situacdo geométrica diferente e,
consequentemente, deverdo ser consideradas hipoteses diferentes. Uma forma de obtencao

implica uma prova pragmatica, enquanto a outra valida a construcéo.
Consideracoes sobre a tarefa 5

Em nossa andlise a priori, previmos que os alunos poderiam recorrer as propriedades
institucionalizadas para justificar sua construcdo e que poderiam utilizar a congruéncia de
triangulos e a propriedade da mediatriz. Embora as construcfes apresentadas ndo utilizassem
explicitamente as condi¢Ges necessérias e suficientes sobre as diagonais do losango em suas
justificativas, as discussfes indicaram que intuitivamente os alunos buscavam o ponto médio

e a perpendicularidade entre as diagonais para construirem o losango.



255

Observamos que o significado de semirreta foi uma das dificuldades dos alunos para
iniciar a construcdo. Este conceito necessitou de esclarecimento para que eles realizassem a
tarefa.

A andlise das producbes mostra que as funcbes de explicagio e de
verificagdo/convencimento (DE VILLIERS, 2001) foram observadas nos didlogos e registros
escritos.

Identificamos também que os alunos utilizam termos inadequados ao expressar
oralmente suas ideias, 0 que acontece menos frequentemente nos registros escritos.

Outro fato que merece destaque é a auséncia de utilizacdo de técnicas envolvendo
simetria axial. Em nenhum momento os alunos recorrem a propriedades de simetria axial para
justificar suas construgbes, embora a utilizem em alguns casos intuitivamente, como na
construcdo do triangulo ADC simétrico de ABC em relacdo a semirreta Am. Neste caso, um
aluno afirma que “Agora a gente constréi um tridngulo em cima desse... ”. A ndo utilizacdo
das propriedades de simetria axial provavelmente se deve a ndo incorporacdo desse tema no
curriculo e nas préaticas docentes. Nossa afirmacdo é reforcada por Nasser e Tinoco (2008)
guando afirmam que, até pouco tempo, o estudo das isometrias, de modo geral, ndo fazia parte
do curriculo do ensino fundamental e as pesquisas em educacdo matematica tém contribuido
para mudar esse quadro.

Alguns avancos observados na tarefa 4, como a redagdo de uma demonstragdo e a
interpretacdo correta da hipotese e da tese, ndo foram observados na tarefa 5.

Os dialogos e as producdes dos alunos comprovam que as fases da teoria das situacoes
(acdo, formulacéo e validacdo) foram vivenciadas. A escolha feita (construcdo do losango a
partir de um lado e uma diagonal) provocou a mobiliza¢do de conhecimentos sobre mediatriz
de um segmento, congruéncia de triangulos, triangulo isosceles e propriedade das diagonais
do losango.

Encerramos esta atividade corrigindo os equivocos e institucionalizando a seguinte
caracterizacdo do losango: Um quadrilatero é losango se, e somente se, suas diagonais estao
contidas nas bissetrizes de seus angulos.

O Quadro 22 apresenta nos trés registros de representacdo uma caracterizagdo do

losango e as propriedades institucionalizadas.
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Quadro 22. Propriedades institucionalizadas nas tarefas 3, 4 e 5.

REGISTRO EM LINGUA NATURAL | REGISTRO FIGURAL REGISTRO SIMBOLICO
Um paralelogramo é losango 2 ¢ ABCD é losango & ABCD é
se, e somente se, suas paralelogramo e AC 1 BD

diagonais séo perpendiculares.

Se um quadrilatero é losango, c ABCD é losango = DCA =
entdo suas diagonais estdo ACB,CBD = DBA,BAC =
contidas nas bissetrizes de seus CAD e ADB = BDC
angulos.
] B
A
Se as diagonais de um o ABCD quadrilateroe DCA =

quadrilatero estdo contidas nas ACB,CBD = DBA,BAC =
bissetrizes de seus angulos, CAD e ADB = BDC = ABCD
Iegst:ggeosse quadrilétero é W é losango.

I
(w]

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao finalizar as tarefas 3, 4 e 5, observamos que 0s objetivos para elas estabelecidos
foram cumpridos. Os alunos recorreram a apreensdo sequencial para a construcdo da figura
que representa o losango solicitado e para validar suas construcdes. Percebemos também
avancgos na redacdo das demonstragdes exigidas nas diferentes situagdes. Em alguns casos
foram necessarios esclarecimentos de alguns elementos geométricos, como semirreta-suporte
e mediatriz de um segmento.

As escolhas feitas permitiram mobilizar conhecimentos sobre congruéncia e mediatriz
de um segmento e foram imprescindiveis para institucionalizar as principais propriedades
previstas em nossa anélise a priori.

Destacamos que a coordenacao entre os diferentes registros de representacdo semiotica
provocou um avango no processo de apropriacdo de conhecimentos/saberes sobre o objeto
matematico em jogo. Os alunos confundiam o losango com sua representacédo, o que se reflete
nas seguintes falas: “O losango é que nem o quadrado com medidas iguais”; “So que
obliquo”; “Onde tem uma diagonal maior e uma menor”. 1ss0 ocorre, segundo Duval (2011),

quando ndo ha coordenag&o entre 0s registros.
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As definicbes e propriedades dos quadrilateros institucionalizadas até o momento
foram representadas nos trés registros de representacdo: em lingua natural, simbdlico e
figural. H& indicios de que isso contribuiu para que os alunos ndo recorressem as
caracteristicas de um exemplo particular de losango como uma diagonal maior e outra menor
para identificar este quadrilatero. Em nenhuma das tarefas referentes a losango os alunos
construiram uma figura que representasse um losango quadrado. Para validar suas
construcdes, recorreram a atributos que caracterizam um losango qualquer, como lados

congruentes e diagonais perpendiculares que se interceptam em seus pontos médios.
Tarefa 6

Com esta tarefa, objetivamos construir uma figura que representa um retangulo
utilizando instrumentos de construcdo geomeétrica.

Visamos que o aluno perceba a relacdo que existe entre o paralelogramo, o retangulo e
0 quadrado a partir de seus processos de construgdo. Fizemos escolhas que devem interferir
nos processos de construcdo das figuras que representam esses objetos matematicos. Por
exemplo, a forma de construcdo de uma figura que representa um retangulo é uma variavel
didatica local que devera ser controlada de modo a induzir os alunos a utilizarem estratégias
convenientes que lhes possibilitem perceber e justificar suas construgoes.

A seguir apresentaremos a tarefa e, na analise a priori, as consequéncias de nossas

escolhas.

Tarefa 6. Construir um retangulo.

Construir uma figura que representa um retangulo adotando os seguintes passos:

a) Crie um segmento AB.

b) Construa a reta r, perpendicular a AB passando por A. Crie um ponto D na retar.
c) Construa a reta s passando por D e paralela a reta AB.

d) Construa a reta t passando por B e paralela a reta AD.

e) Construa o ponto C, interseccdo das retas s e t.

f) O quadrilatero ABCD ¢ um retangulo? Justifique sua resposta.

Anélise a priori da Tarefa 6
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Nesta tarefa foram fornecidos os passos para a construcao do retangulo e solicitou-se a
justificativa de que a figura construida representa um retangulo. Pensamos na seguinte técnica
para a construcao solicitada:

Técnica. Utilizar par de esquadros ou régua e compasso e justificar utilizando o teorema da
existéncia da reta perpendicular e o teorema das paralelas.

Na Figura 83, representamos o retangulo construido seguindo a técnica utilizada.

Figura 83. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 6.
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Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Andlise a priori da tarefa 6

A validacdo de que o quadrildtero ABCD é um retangulo podera ser alcancada ao
justificar que, por construgdo esse quadrilatero € um paralelogramo (t//r e s//ﬁ) que possuli
um angulo reto (rLAB). O aluno também podera validar sua construgio adotando os seguintes
argumentos: ao construir a reta r, perpendicular a AB por A (existéncia e unicidade da
perpendicular), garantimos que AD é perpendicular a AB e A é reto; ao construir a reta s,
paralela a AB e passando por D (axioma das paralelas), garantimos que o angulo D é reto
(teorema das paralelas); a paralela t, passando por B tal que t é paralela a AD, garante que B e
C sdo angulos retos (teorema das paralelas). Logo, ABCD é um quadrilatero com quatro
angulos retos; portanto, um retangulo.

Pelo passo b do enunciado da tarefa, temos que riAB, o que garante que o angulo A é
reto.

Caso os alunos relacionem os passos da construcdo (hipoteses do problema) com a

figura, percebendo a possibilidade do uso do teorema das paralelas, ou expliqguem que ABCD
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é um paralelogramo que possui um angulo reto, realizardo a interpretacdo discursiva da figura
e estardo validando o caso geral.

Existe a possibilidade de tomar o ponto D tal que DA = AB Neste caso, o quadrilatero
construido sera um quadrado e os alunos poderdo conjecturar que o quadrado € um retangulo.
Além da relacdo entre o quadrado e o retdngulo, pretendemos provocar uma discussao que
leve o aluno a validar as relacGes entre o retangulo e o paralelogramo (que todo retangulo é
um paralelogramo) ja conjecturadas na primeira etapa da sequéncia.

Institucionalizaremos que todo retdngulo € paralelogramo e todo quadrado é
retangulo.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Definigdes de retas paralelas, retas perpendiculares e retangulos;
axioma das paralelas; teorema da existéncia da perpendicular a uma reta dada passando por
um ponto dado; teorema das paralelas. Para que o aluno possa dar inicio a resolucéo da tarefa
6, precisard apenas seguir 0s passos contidos no enunciado do problema. Para a justificativa,
podera utilizar o teorema da existéncia e unicidade da perpendicular e o teorema das paralelas.

Experimentacdo e analise a posteriori da tarefa 6

Esta tarefa ndo apresentou nenhum tipo de empecilho e, portanto, ndo gerou muitas

discussdes. Apresentaremos as producgdes das duplas e suas respectivas analises.

Figura 84. Producéo de Camila e Bruna referente a tarefa 6.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A Figura 84 mostra a construcdo feita pela dupla Camila e Bruna. As alunas

justificaram a perpendicularidade das retas-suporte dos lados AD e DC recorrendo ao

paralelismo de DC e AB e ao fato de r ser perpendicular a AB. No entanto, as alunas nio
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deixaram claro se estavam utilizando o teorema das paralelas. Seu dialogo evidencia que ndo
estavam seguras de como concluiram sobre a perpendicularidade das retas.

Camila: Sé sabemos a definicao de retangulo, que tem que ser 90°. Deu um &ngulo de 90°.
Agora a gente tem que provar.

Bruna: Deu a hipétese de que r é perpendicular a AB. Como AB ¢é paralela a CD, entédo r é
perpendicular a CB... E €?

Camila: E.
Bruna: Mas tem que escrever. Mas néo é isso mesmo?

As alunas estavam certas de que teriam que demonstrar a perpendicularidade entre os
lados do quadrilatero ABCD e estavam seguras de suas hipoteses: a perpendicularidade entre a
reta r e 0 segmento AB e o paralelismo entre os segmentos AB e CD. Apesar de ndo revelarem
seguranca em suas conclusdes, que foram conduzidas pela apreensdo perceptiva, as alunas
concluiram sobre a perpendicularidade entre a reta r e 0 segmento CB. Desse modo, a prova
apresentada pela dupla pode ser classificada como pragmatica.

Outras pesquisas, como a de Mello (1999), relatam a influéncia exercida pela aparente
posicao de retas horizontais e verticais que sugerem um angulo reto. Neste caso, o angulo &,
de fato, um angulo reto, mas esperdvamos que 0s alunos recorressem a apreensao discursiva
para justificar sua afirmacéo.

Os demais grupos apresentaram uma justificativa matematica para a construcao. Para
tanto, conforme previmos na analise a priori, recorreram ao teorema das paralelas. A
existéncia da perpendicular a uma reta dada passando por um ponto dado nao foi justificada, o
que também estava previsto. Todos os alunos recorreram a apreensdo perceptiva e nao
sentiram necessidade de justificar essa construcéo.

Nas figuras a seguir apresentamos os registros escritos das demais duplas.



Figura 85. Producéo de Gustavo e Hugo referente a tarefa 6.
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Destacamos que na demonstracdo apresentada na Figura 85, o registro escrito permite

afirmar que o quadrilatero ABCD é um paralelogramo que possui um angulo reto. Estes

argumentos seriam suficientes para que os alunos concluissem que a figura construida

representa um retangulo. Entretanto, a dupla utilizou reconfiguragdes pertinentes, aplicou o

teorema das paralelas e conseguiu produzir uma demonstracao.

A dupla Fabio e Marina apresentou a construcdo (Figura 86) e a justificou

matematicamente utilizando também o teorema das paralelas. Os alunos também perceberam

e aplicaram a reconfiguracdo que possibilitou aplicar o teorema das paralelas e concluir que o

paralelogramo construido é retangulo.

Figura 86. Producdo da dupla Fabio e Marina referente a tarefa 6.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Nos registros apresentados, além da fungdo de verificacdo, foram contempladas as
funcbes de explicacdo, sistematizacdo e comunicacgdo, propostas por De Villiers (2001), visto
que duas demonstracdes explicaram por que o quadrilatero € retadngulo, sistematizaram

logicamente suas ideias e apresentaram registros escritos.
Considerac0es sobre a Tarefa 6

Na realizacdo desta tarefa, os alunos evidenciaram ter o conhecimento de retas
paralelas, de retas perpendiculares e de retdngulo. Nenhum dos grupos mostrou dificuldade
em seguir 0s passos para a construcdo do retangulo e todos responderam corretamente que o
quadrilatero ABCD construido era um retangulo.

Quanto as justificativas apresentadas, um grupo recorreu a apreensdo perceptiva para
concluir sobre a perpendicularidade entre os lados do quadrilatero ABCD, realizando assim
uma prova pragmatica. Duval (2012, p. 120) afirma que “a figura mostra objetos que se
destacam independentemente do enunciado” e, na figura construida, as retas horizontais e
verticais se destacam formando angulos retos, o que pode fazer com que a apreensdo
perceptiva sobrepuje a apreensao discursiva.

Dois grupos realizaram a demonstracdo que validou a afirmacdo de que ABCD
representava um retdngulo. Notamos que os alunos articularam as apreensdes perceptiva e
discursiva e acreditamos gque a congruéncia semantica entre o que se pretendia demonstrar e 0
registro figural pode ter colaborado para o éxito dessa tarefa.

Observamos também um avanco na redacdo da demonstracdo, uma vez que nenhuma
dupla utilizou a tese como hipdtese do problema, duas duplas fundamentaram suas
justificativas com argumentos matematicamente validos e organizados logicamente.

Observamos também avango com relacdo aos conhecimentos geométricos. Baseamos
nossa afirmacéo no fato de que na primeira etapa alguns alunos confundiam o retdngulo com
sua apresentacéo.

Institucionalizamos a tarefa reafirmando a relacdo entre retangulo e paralelogramo:

Todo retangulo é paralelogramo
Tarefas7,8e9

Objetivos: Com as tarefas 7, 8 e 9, objetivamos construir uma figura que representa um

quadrado utilizando instrumentos de constru¢cdo geométrica e discutir as condicdes
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necessarias e suficientes para que um quadrilatero seja quadrado e as condi¢fes para que o
losango e o retangulo sejam quadrados, a partir das estratégias utilizadas pelos alunos em sua
construcao.

Para a tarefa 7, escolnemos que a figura que representa o quadrado fosse construida a
partir de um de seus lados; na tarefa 8, a construcdo da figura que representa o quadrado é
feita a partir de um de seus lados inscrito em uma circunferéncia; na tarefa 9, a escolha feita
foi construir a figura que representa o quadrado a partir de uma das diagonais, sendo
fornecido um procedimento para sua construcao.

Cada valor atribuido a variavel local determinara de modo Unico um quadrado, mas
induzira a utilizacdo de diferentes estratégias de construcdo e, consequentemente, a

mobilizacdo de diferentes conhecimentos para justificar matematicamente a técnica utilizada.

Tarefa 7: Construcdo de um quadrado a partir de um lado.

Construir um gquadrado adotando 0s seguintes passos:

a) Crie um segmento AB.

b) Construa a reta m perpendicular ao segmento AB e passando por B.

¢) Construa a circunferéncia ¢ de centro B e passando por A. Nomeie como D uma das
intersecgdes de m e c.

d) Construa as retas s e t passando por A e D, respectivamente perpendiculares ao segmento
AB e aretam. Nomeie como C a interseccdo de s e t.

e) ABDC representa um quadrado de lado AB? Justifique.
Analise a priori da Tarefa 7

Ao representar o lado do quadrado, os alunos deverdo construir os demais lados desse
quadrilatero. Apoiados na apreensdo sequencial, os alunos deverdo interpretar 0s passos
fornecidos e construir o retangulo aplicando a seguinte técnica: acompanhar o roteiro de

construcdo descrito no enunciado, que permite a constru¢do aqui mostrada na Figura 87.
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Figura 87. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 7.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Analise a priori da tarefa 7

Ao tracar as perpendiculares (m L AB, s 1L AB et L m), os alunos poderdo concluir
que os angulos B, A e D sdo retos. Nesse caso, recorrerdo a soma das medidas dos angulos
internos do quadrilatero ou ao teorema das paralelas para concluir que ACD é reto.

Ao observar que ABCD ¢é um retdngulo com dois lados consecutivos congruentes,
ficara provado que este € um quadrado. Pelo processo de construcdo, os alunos poderdo
perceber que os lados AB e BD do quadrilatero ABCD s&o congruentes por se tratar de raios
da mesma circunferéncia.

Cada concluséo alcancada pelos alunos por meio da figura pode ou nédo evoluir para a
apreensdo conceitual. Acreditamos que as tarefas ja executadas induzirdo os alunos a observar
as hipéteses do problema relacionando-as com a figura e chegar a uma prova conceitual.
Bloco tecnoldgico-tedrico: Definicbes de reta perpendicular, de circunferéncia, de raio, de
quadrado e de retangulo; teorema da existéncia da perpendicular a uma reta dada passando
por um ponto dado; teorema das paralelas; propriedades dos lados opostos do retangulo. Estes
objetos e propriedades geométricos ja foram contemplados em outras tarefas, o que nos faz

crer que os alunos ja os dominam.
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Experimentacéo e andlise a posteriori da tarefa 7

Todos os alunos seguiram os passos fornecidos e responderam, por meio de apreensao
perceptiva, que o quadrilatero ABCD é um quadrado.

Ao iniciar a construcdo, observamos que uma das alunas percebeu a maneira de
representar o quadrado com o lado paralelo & margem do papel e fez o seguinte comentario:
“Ah, eu ndo vou tragar o segmento AB assim, ndo, viu Fabio? Por isso que a professora falou
que a gente procura o conforto... E 0os meninos s6 querem desenhar o quadrado nessa

posicao, certinho... Mas eu vou desenhar assim mesmo... ”.

Sobre esse comportamento, Nasser e Tinoco (2008) afirmam que o héabito de
representar as figuras geométricas sempre regulares e simétricas, com lados paralelos as
bordas do papel, pode contribuir para que seja formada uma imagem incompleta de
determinado conceito. Notamos que a aluna ja reflete sobre esse habito.

Nas falas, assim como nos textos redigidos, j& podemos perceber indicios dessas
mudangas, como mostra este didlogo:

Marina: A hipdtese que a gente tem é que esse é perpendicular a esse. A gente ndo tem nada
de paralelismo.

Fabio: E. A gente tem que provar.

Marina: Tem que esse e esse sao perpendiculares [m e AB]. Logo, tem que esse é 90° [refere-
se ao angulo B].

Fabio: A gente sabe que esse [0 angulo A] também é 90°, ndo é? E med (D) também é 90°.
Marina: Sim.

Fabio: A gente s6 ndo sabe C. Mas como a soma deles é 360° ...

Marina: Mas a gente nao provou isso.

Percebemos nessas falas uma preocupacdo em ndo validar suas afirmacdes por meio
da apreensao perceptiva e de nao fazer uso de teoremas que nao foram demonstrados durante
0s encontros. Percebemos que foi uma falha ndo termos acrescentado em nossa caixa de
ferramentas o teorema referente a soma dos angulos internos do quadrilatero. Esse fato,
associado ao destaque das retas vertical e horizontal, pode ter contribuido para que duas das
demonstragfes apresentadas ndo justificassem matematicamente o quarto angulo reto do
quadrado, e, para isso, ter recorrido a apreensdo perceptiva, como podemos observar na
colocacgdo: “Construa as retas s e t passando por A e D e respectivamente perpendiculares ao
segmento AB e a reta m. Entdo aqui também é em pé. Aqui é perpendicular, ndo é? [refere-se

asretasset]?”.
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Os relatos nos permitem verificar que os alunos tomam decisfes, abandonam
estratégias baseadas na apreensdo perceptiva e tentam uma articulagdo com a apreensao
discursiva. Notamos isso nas discussdes geradas ao tentarem demonstrar a congruéncia dos
lados do quadrilatero:

Marina: Entdo, esses ja sdo iguais porque sdo raios da mesma circunferéncia (AB e BD).
Ent&o no caso, por semelhancga de tridngulos... [A aluna confunde os termos ‘congruéncia’ e
‘semelhanca’./

Fabio: A gente tem que mostrar que AC € igual a CD.

Marina: Mas como € que a gente vai mostrar que eles tém a mesma medida do raio também?
Fabio: Ai é que ta...

Marina: A gente ndo pode usar paralelismo também, ndo?

Fabio: A gente tem que essa aqui é paralela a essa [r e m].

Marina: Pode ir por semelhanca de triangulos.

Fabio: SO que a gente ndo tem nada!

Marina: Tem, sim!

Féabio: Como? S0 os angulos... As diagonais do quadrado séo bissetrizes também?

Marina: N&o. Porque vocé ndo vai dizer que ele é um quadrado. Vocé quer provar que ele é

um quadrado de lado AB.
Apbs sucessivas fases de acdo e formulacdo, os alunos encontram um caminho para
validar sua construcdo, como podemos notar neste dialogo:

Fabio: Quando a gente tem um quadrilatero com lados paralelos dois a dois, nds sabemos
que é um paralelogramo, ndo é? Entao a gente ja sabe que é um paralelogramo. Agora, 0 que
diferencia o quadrado? Os lados iguais e os lados perpendiculares... Os angulos todos de
90°.

Marina: Mas a gente tem que mostrar que 0s quatro entre si sdo iguais.

Féabio: Eu ja mostrei que AB é paralelo a CD e que AC é paralelo a BD.

A discussao evidencia que os alunos reconhecem a relacdo entre paralelogramo e
quadrado e que este Ultimo apesenta atributos adicionais que o diferenciam do paralelogramo.

A Figura 88 mostra a construcdo do quadrado e a demonstracdo apresentada pela
dupla Marina e Fabio.
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Figura 88. Producéo da dupla Marina e Fabio referente a tarefa 7.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Observamos no texto que Fabio e Marina ndo identificaram a medida do angulo C,
quarto angulo reto do quadrado. O fato de ndo termos demonstrado a propriedade da soma dos

angulos internos do quadrilatero parece ter induzido os alunos a ndo utilizar esta propriedade.
Pudemos constatar isso nestas falas:

Fabio: A gente s6 ndo sabe C. Mas como a soma deles é 360°...
Marina: Mas a gente nao provou isso.
Os alunos poderiam utilizar o teorema das paralelas para determinar a medida do

angulo €, uma vez que provaram que AB e CD s&o paralelas.
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No texto também observamos que os alunos reconhecem a relagdo entre
paralelogramo, retangulo e quadrado, pois se referiram ao retangulo como um paralelogramo
com angulos retos.

Apesar de nfo apresentarem no texto a justificativa de o angulo € ser reto, o diélogo
evidencia que os alunos ndo recorreram a apreensdo perceptiva para determina-lo. Podemos
afirmar, entdo, que Marina e Fabio organizaram logicamente suas ideias, baseando-se em
argumentos matematicamente validos e redigindo um texto que explica por que o quadrilatero
construido € um quadrado. Diante destas constatacbes, podemos afirmar que a prova
apresentada possui caracteristicas de uma demonstracao, segundo Balacheff (2000).

A dupla Bruna e Camila justificou a medida do angulo € (90°) utilizando a soma das
medidas dos angulos internos do quadrilatero, utilizou o reciproco do teorema das paralelas
para validar o paralelismo dos lados opostos do quadrilatero construido e empregou a
propriedade dos lados opostos congruentes de um paralelogramo.

A Figura 89 mostra a construcao e o texto feitos pela dupla Bruna e Camila.
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Figura 89. Producdo da dupla Camila e Bruna referente a tarefa 7.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Podemos observar no texto dessas alunas que, embora os argumentos utilizados para
validar a construgdo sejam matematicamente validos, o caminho apresentado no texto ndo foi
0 primeiro percorrido pela dupla para essa validagdo, como evidencia a seguinte discusséo,
guando a dupla comunica sua técnica a Gustavo:

Bruna: Se a gente tracar uma reta dividindo o angulo exatamente ao meio, a gente pode usar
ALA.

Gustavo: Vocé ta indo pela bissetriz, mas como vocé mostrou que a bissetriz coincide com a
diagonal?

Camila: N&o, mas a gente tracou a bissetriz dos dois triangulos. [Refere-se aos dois
triangulos obtidos pela divisdo do quadrilatero ABCD por uma de suas diagonais.]

Gustavo: N&o. Mas eu estou dizendo: como vocé tem certeza de que a bissetriz de um angulo
vai encontrar a bissetriz do angulo oposto?

Bruna: Ah! E mesmo! Eu tinha esquecido dessa parte!
Camila: E, no vai por ai, ndo.
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Bruna: Mas se a gente mostrar que AC ¢é igual a BD e ai esse ja é igual a esse [AB = BD],
esses trés ja sao iguais. Ai falta mostrar...

Nesse didlogo, podemos notar que Gustavo ndo se convenceu pela apreensdo
perceptiva quando questiona: “Mas eu estou dizendo: como vocé tem certeza de que a
bissetriz de um angulo vai encontrar a bissetriz do angulo oposto? . Podemos notar também
que os alunos vivenciaram momentos de acdo, formulagéo e validacdo quando construiram a
figura, formularam uma justificativa, abandonaram estratégias falhas, buscaram novos
caminhos e justificaram matematicamente sua construgéo.

O texto redigido pela dupla Camila e Bruna evidencia que estas alunas conseguiram
transformar as informacdes contidas nos passos da construcdo em hipoteses do problema.
Percebemos isso quando elas justificaram corretamente a congruéncia dos lados AB e BD por
serem raios da mesma circunferéncia e recorreram a propriedade dos lados opostos do
paralelogramo e a transitividade da relacdo de congruéncia para justificar a congruéncia dos
lados do quadrado. Uma vez que se basearam em argumentos matematicamente validos,
organizados logicamente, podemos dizer que o texto que apresentaram corresponde a uma
demonstragéo, conforme Balacheff (2000).

A dupla Gustavo e Hugo justificou a medida do angulo € utilizando a soma das
medidas dos angulos internos do quadrilatero. Para justificar a congruéncia dos lados AB e
CD, foi utilizado o fato de esses dois segmentos serem raios da mesma circunferéncia e o
reciproco do teorema das paralelas justificou o paralelismo dos lados opostos. Com isso, 0s
alunos ja poderiam concluir a demonstracdo, uma vez que estes argumentos sdo suficientes
para afirmar que o quadriladtero construido possui 0s quatro angulos retos e é um
paralelogramo com dois lados consecutivos congruentes; logo possui os quatro lados
congruentes. Porém o segundo paragrafo da demonstracdo apresentada evidencia que 0s
alunos recorreram a novos argumentos para justificar a congruéncia dos lados do quadrilatero,

sem sucesso (Figura 90).
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Figura 90. Producéo de Hugo e Gustavo referente a tarefa 7.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Podemos observar no texto apresentado que os alunos ndo percebem ser suficiente a
congruéncia dos lados AB e BD ja provada. Usam a congruéncia de tridngulos (utilizando o
caso lado — angulo adjacente — angulo oposto) e concluem, de forma equivocada, haver
congruéncia entre os lados consecutivos AC e CD.

Durante a socializacao da atividade, a dupla percebeu que a congruéncia de triangulos
levou & congruéncia do par de lados AB e CD e do par AC e BD. Corrigimos esses equivocos.

Alguns alunos ndo se preocuparam apenas em realizar as atividades, mas também em

descobrir e validar novas propriedades dos quadrilateros construidos. Confirmamos esta
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observagio ao perguntarmos sobre a construcdo da diagonal AD, pois esta ndo foi envolvida
na demonstracao realizada.

Gustavo: Eu tracei porque eu queria provar o resto das coisas... As outras propriedades do
quadrado.

Observamos que na representacdo apresentada na Figura 90 a dupla Hugo e Gustavo
indica que as diagonais sdo perpendiculares, interceptando-se em seus pontos meédios. Estas
propriedades ndo foram citadas na demonstracgéo feita pela dupla.

Gustavo e Hugo ndo validaram corretamente a construgdo, mas ndo utilizaram
argumentos empiricos em sua prova e ndo empregaram a tese como hipotese em sua redacéo,

0 que nos permite afirmar que houve evolugdo em seus conhecimentos sobre demonstracao.
Considerac0es sobre a tarefa 7.

Todos os alunos seguiram os passos fornecidos na tarefa e construiram o quadrado
solicitado. Além das sucessivas fases de acdo e formulacdo, alguns alunos ja alcancaram a de
validacdo e escreveram corretamente suas demonstracdes, conforme previmos em nossa
analise a priori.

Identificamos alguns problemas conceituais, como a confusdo entre congruéncia e
semelhanga, e falta de cuidado com as expressdes utilizadas nos textos, como a confuséo entre
definig&o e propriedade.

Os alunos ja recorrem a experiéncias vivenciadas em outras atividades para validar
suas afirmacOes, como o teorema das paralelas e identificacdo de raios de uma mesma
circunferéncia, e procuram utilizar teoremas da caixa de ferramentas, como o da congruéncia
dos lados opostos do paralelogramo. Nem sempre, porém, se sentem seguros sobre quais
conhecimentos, trazidos de experiéncias anteriores mas ndo constantes na caixa de
ferramentas, podem ser utilizados.

Durante a realizagdo da tarefa, os alunos evidenciaram ter conhecimento das relagdes
entre quadrado, paralelogramo e retangulo, como mostram estas falas: “Quando a gente tem
um quadrilatero com lados paralelos dois a dois, n6s sabemos que é um paralelogramo, nao
é? Entdo a gente ja sabe que é um paralelogramo. Agora, o que diferencia o quadrado? Os

05

lados iguais e os lados perpendiculares... Os angulos todos de 90° " e “Por seus angulos retos
concluimos que é um retangulo”.
As provas apresentadas possuem caracteristicas de demonstracdo, conforme Balacheff

(2000). Nesta tarefa, a figura desempenhou seu papel heuristico, visto que os alunos
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conseguiram visualizar e aplicar as reconfiguragcbes convenientes e a demonstracdo foi
construida por meio de uma série de propriedades, e ndo por apreensdo perceptiva da figura.

As funcdes de explicacdo, sistematizacdo e comunicacdo propostas por De Villiers
(2001) foram contempladas nesta tarefa. As demonstracdes apresentadas explicam por que o
quadrilatero construido é um quadrado, e os alunos sistematizaram as ideias e redigiram o
texto.

Encerramos a tarefa institucionalizando as relagdes de duas maneiras:

1) Todo quadrado ¢ paralelogramo, o que é equivalente a Se ABCD € um quadrado,
entdo ABCD é um paralelogramo.

2) Todo quadrado € retangulo, o que é equivalente a: Se ABCD é um quadrado, entéo
ABCD ¢ um retangulo.

Na tarefa seguinte, solicitaremos a constru¢cdo de um quadrado, mas desta vez a partir

do lado inscrito em uma circunferéncia.

Tarefa 8: Construcdo de um quadrado a partir de um lado e da circunferéncia
circunscrita.
Descreva um procedimento que permita construir um quadrado, dados um lado AB e a

circunferéncia circunscrita a esse quadrado. Justifique sua construcéo.
Andlise a priori da tarefa 8

Esta tarefa também solicita a construcdo de um quadrado partindo de seu lado.
Entretanto, ela se distingue da anterior por fornecer um lado inscrito em uma circunferéncia.

Esta escolha visa induzir o aluno a mobilizar conhecimentos sobre as diagonais do
quadrado e permitir institucionaliza-los.

Seguem as técnicas previstas para a tarefa e suas respectivas justificativas.

Técnica 1. Criamos um segmento AB e construimos a mediatriz m de AB. A circunferéncia
de didmetro AB intercepta m no ponto O, que é centro da circunferéncia circunscrita ao
quadrado. Para achar os dois outros vértices, procede-se como segue: Pelo ponto A,
construimos a reta r, perpendicular ao segmento AB. Nomeamos como D o ponto de
interseccdo da reta r com a circunferéncia circunscrita ao quadrado. Pelo ponto B,
construimos a reta s, perpendicular ao segmento AB. Nomeamos como C o ponto de
interseccdo da reta s com a circunferéncia circunscrita ao quadrado. Desse modo, obtemos o
quadrado ABCD (Figura 91).
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Figura 91. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 8.
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Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

A construcéo pode ser justificada da seguinte forma: Os angulos A e B sdo retos, pois AD
e BC séo perpendiculares a AB. Além disso, O é centro da circunferéncia c e AO = OB = OC
= OD séo raios da circunferéncia. Entdo ABCD € um quadrilatero cujas diagonais se
bisseccionam; logo, é um paralelogramo com dois angulos retos e diagonais perpendiculares.
Dai segue-se que ABCD representa um losango com dois angulos retos; portanto, € um

quadrado.

Técnica 2. Usando régua e compasso, construimos a circunferéncia de centro A e passando
por B e tragamos a circunferéncia de centro B e passando por A. A reta m que passa pelas
intersecgBes das duas circunferéncias é a mediatriz do segmento AB. O centro do quadrado é
um dos pontos de interseccdo da mediatriz e da circunferéncia de didmetro AB e centro O’. A
circunferéncia c de centro O, passando por A, é a circunferéncia circunscrita ao quadrado.

O vértice C é o segundo ponto de intersec¢cdo da reta AO com a circunferéncia circunscrita c.

Igualmente, o ponto D é a intersec¢do da reta BO e da circunferéncia c. Este processo de

construcdo gera a Figura 92.
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Figura 92. Figura-suporte da técnica 2 referente a tarefa 8.
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Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Justificamos esse processo de construcdo como segue: AC e BD sdo diametros da
circunferéncia c e diagonais do quadrilatero ABCD. Além disso, AO = OB = OC = OD séo
raios da circunferéncia c. A reta m é mediatriz de AB e contém o segmento 00; logo, 00’ é
perpendicular a AB. 0’0 e O’B sdo raios da circunferéncia de didmetro AB e centro O’. Entdo
o triangulo OO’B é retangulo e isosceles. Segue-se que o angulo O’OB mede 45°.
Analogamente, AOO’ mede 45°. Entdo AOB mede 90°. Temos entdo que as diagonais AC e
BD do quadrilatero ABCD s&o perpendiculares, congruentes e se bisseccionam. Logo, ABCD
é um quadrado.

As duas técnicas diferem ao determinar os vértices C e D do quadrado ABCD. Tal
diferenca traz uma mudanca na justificativa matematica para a construcdo. Com a primeira
técnica, os angulos A e B sdo retos por construgdo. Ao utilizar a segunda técnica, temos que
justificar a perpendicularidade entre os lados.

Os alunos poderao ter dificuldade em validar a primeira técnica, pois ela depende da
visualizacdo das diagonais do quadrado (didmetros da circunferéncia), que nao estao visiveis
na construcdo. Para validar a congruéncia entre os lados, os alunos deveréo efetuar uma
reconfiguragdo conveniente (tracar as diagonais AC e BD, didmetros da circunferéncia) e
perceber que ABCD é um quadrilatero que possui diagonais congruentes que se interceptam
em seus pontos médios e sdo perpendiculares. Para chegar a essas conclusdes, os alunos
deverdo perceber que os tridngulos O’OB e AOQ’ sido isosceles, pois 0’A, 00° e O’B s30 raios

da mesma circunferéncia. Outra dificuldade relacionada a essa validacdo é que os raios da
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circunferéncia ¢’ ndo se destacam sobre a figura e, segundo Duval (2012), pela lei da
continuidade, os alunos tendem a se apegar a apreensdo perceptiva, que dificulta a
visualizacdo da figura por meio das hipdteses apresentadas no enunciado (neste caso, da
construcao). Além dessa constatagdo, é provavel ainda que os alunos apresentem dificuldades
na validacdo desta técnica, uma vez que deverao recorrer a partes intermediarias auxiliares, e
esse €, segundo Duval (2012), um dos fatores que diminuem a visibilidade da operacdo de
reconfiguracao intermediaria.

Esta tarefa também solicita a construcdo de um quadrado, distinguindo-se da anterior
pelo fato de ndo apresentar os passos da construcdo e solicitar a construgdo de um quadrado
inscrito em uma circunferéncia. A necessidade de inscricdo do quadrado vai propiciar aos
alunos vivenciarem momentos de acdo em que irdo fazer conjecturas, bem como momentos
de formulacéo ao recorrerem a uma das técnicas previstas.

Diante das experiéncias vivenciadas com as tarefas anteriores, esperamos que 0S
alunos reconhecam a necessidade de validar para o caso geral a técnica utilizada. No entanto,
reconhecemos que as justificativas matematicas dessas técnicas empregam argumentos ainda
ndo utilizados em tarefas anteriores. Esperamos que, mesmo que os alunos apresentem
dificuldade em validar sua técnica, ndo recorram mais a argumentos empiricos para justifica-
la.

Institucionalizaremos enunciando a condi¢cdo necesséria e suficiente sobre as diagonais
de um paralelogramo para que este seja um quadrado: Um paralelogramo é quadrado se, e
somente se, suas diagonais sdo congruentes e perpendiculares.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Defini¢cBes de quadrado, circunferéncia, raio, diametro, diagonal,
retas perpendiculares, mediatriz, triangulo isésceles, triangulo retangulo; propriedade dos

angulos da base do triangulo isésceles.
Experimentacdo e analise a posteriori da tarefa 8

Para a tarefa 8, alguns alunos necessitaram de esclarecimento quanto aos termos
‘inscrito’ e “circunscrito’. O enunciado desta tarefa ndo ficou claro para os alunos. Ao lerem
“dados um lado AB e a circunferéncia circunscrita a esse quadrado”, interpretaram que
iniciariam a construcdo do quadrado a partir do segmento AB inscrito em uma circunferéncia,
sendo este certamente o lado de um quadrado — ou seja, representaram arbitrariamente uma
circunferéncia com um segmento inscrito, sem justificativa quanto ao fato de este ser lado de

um quadrado e seguiram com a construcao.
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Seguem-se trechos das discussdes que ratificam nossa constatagao:

Bruna: Gente, me expliqgue uma coisa: aqui € para a gente descrever como fazer um
quadrado ou provar que é um quadrado?

Fabio: A gente vai ter que descrever como fazer o quadrado, mas também a gente tem que
provar que € um quadrado.

Bruna: Mas... Nao! A gente tem aqui, 6: “Descreva um procedimento que permita construir
um quadrado ”. Se o lado ja tem, que é AB, e a gente ja sabe que os lados séo todos iguais e
os angulos s&o retos... Ai ja constrdi o quadrado. N&o precisa explicar nada. E isso que eu
estou pensando.

Fabio: Nao! A gente tem que mostrar um procedimento que fique correto.

A aluna imaginou que, de posse do lado do quadrado inscrito, bastaria construir os
demais lados congruentes e os angulos retos. Logo em seguida abandonaram esta técnica e
recorreram a outra, partindo também de um segmento AB inscrito na circunferéncia.

Bruna: Traca uma perpendicular ao lado AB.
Camila: Primeiro traca a diagonal.

Bruna: Entdo preste atencdo: o quadrado ndo sdo dois triangulos? E a circunferéncia esta
circunscrita a esse triangulo aqui [ABC]. Ai depois mostra que € realmente um quadrado.

Camila: Por que esse lado é igual a esse? [AB e CD.]

Bruna: Porque a gente ja constroi eles iguais, entendeu? Pega essa medida exatamente no
meio. [Refere-se a uma semicircunferéncia.]

A Figura 93 corresponde a conjectura da dupla Bruna e Camila em uma situacéo de

acao.

Figura 93. Primeira conjectura da dupla Bruna e Camila.

Fonte: Dados da pesquisa.

A discussao evidencia que os triangulos ABC e ACD foram construidos inscritos na
semicircunferéncia, o que garante que sdo triangulos retangulos, ainda que as alunas ndo
justificassem esse fato. Os lados AD e BC foram construidos congruentes. Podemos concluir

entdo que os triangulos ABC e ACD sdo congruentes, pelo caso especial de congruéncia de
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triangulos (cateto—hipotenusa). Segue-se entdo que o quadrilatero ABCD possui os lados
opostos congruentes, ou seja, € um paralelogramo com um angulo reto. Logo, ABCD é um
retangulo. No entanto, nada garante que este possui dois lados consecutivos congruentes.

O dialogo das alunas evidencia que, apesar de na primeira tentativa utilizarem uma
técnica que ndo trard sucesso na constru¢do do quadrado inscrito (a menos que ocorra uma
coincidéncia), elas percebem a necessidade de uma justificativa matematica que valide sua
construcdo. Nossa afirmacdo é reforcada pela seguinte fala: “Entdo preste atencdo: o
quadrado néo sdo dois triangulos? E a circunferéncia esta circunscrita a esse triangulo aqui
[ABC]. Ai depois mostra que é realmente um quadrado”, e também pelo seguinte
questionamento da aluna: “Por que esse lado é igual a esse? ”.

As alunas continuam a construcdo e observamos que desta vez percebem
intuitivamente que ao construirem um quadrilatero com diagonais congruentes,
perpendiculares e que se interceptam em seus pontos médios, obtém um quadrilatero que é um
quadrado.

Camila: O, Bruna, por que a gente ndo faz assim? Primeiro constroi a circunferéncia, liga A
para B e constroi o diametro.

Bruna: Gostei da sua ideia. A gente traca uma circunferéncia de raio qualquer, traca o
didametro que vai ser BD. N&o € isso?

Camila: Agora, o que a gente faz?... Perpendicular ao ponto médio de BD... Tragar uma
perpendicular ao ponto médio de BD.

Bruna: Que vai ser a outra diagonal. As diagonais tém mesma medida.
A Figura 94 corresponde a segunda conjectura da dupla Bruna e Camila em um
segundo momento de agéo.

Figura 94. Segunda conjectura da dupla Bruna e Camila.

Fonte: Dados da pesquisa.

As alunas percebem que, ao tracarem a perpendicular AC ao diametro BD, esta ndo

coincidiu com o didametro com uma extremidade em A, ou seja, 0 segmento perpendicular a
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diagonal BD ndo poderia ser congruente e passar pelo ponto médio de BD (centro da
circunferéncia). Este problema ocorreu porque o lado AB foi construido de forma arbitraria.
Elas retornam a técnica anterior iniciando com a construcao de um tridngulo retangulo, desta
vez isosceles, o que pode observado na descri¢do feita por Bruna: “A gente constroi um
segmento AB, depois um segmento AD perpendicular e congruente a AB. Traca a mediatriz
de BD que corta esse segmento [BD] no ponto M, médio de BD. Com centro em M e raio AM

traca uma circunferéncia circunscrita ao triangulo ABD ”.

Ao socializar a construcdo, perguntamos por que M foi centro da circunferéncia

circunscrita, e se isso ocorreria sempre nas condi¢bes impostas pela construcdo da dupla. O

aluno Gustavo respondeu: “Sim, porque AM ¢é mediatriz e tem um teorema que diz que
qualquer ponto tomado na mediatriz é equidistante dos outros dois .

Apesar de o aluno ndo enunciar corretamente o teorema, percebe-se que 0s dois pontos

citados sdo B e D, extremos do segmento BD, do qual AM'é mediatriz. O aluno tenta
(apoiando-se na Figura 95) demonstrar a congruéncia dos segmentos AD e AB, o que nio faz
sentido, pois é um dado do problema. Na realidade, o que foi solicitado é a congruéncia dos
segmentos MD, MB e MA. Podemos observar essa contradi¢do neste dialogo entre Bruna e
Gustavo:

Bruna: Porque ai, no caso, quando prolongasse vai ser a outra diagonal do quadrado.
Gustavo: Para mim é porque o triangulo é isosceles e se AM é uma mediatriz, entdo AM é
altura e bissetriz. Como esse angulo é de 90°, entdo vai ser 45°, 45°. Os de baixo, da base,

também vao ser 45° 45° porque ABD ¢é isdsceles. Agora nos temos dois triangulos
congruentes.

Figura 95. Figura-suporte da construcao feita pela dupla Camila e Bruna.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Frente a esse fato, questionamento a justificativa da dupla:
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Pesquisadora: Nés precisamos utilizar congruéncia de triangulos? Vocés encontraram 0s
angulos ADB e ABD que medem 45° porque o triangulo ABD é isdsceles e agora temos que
os triangulos ABM e AMD possuem dois angulos congruentes cada.

Bruna: Entdo os triangulos séo isésceles!
Gustavo: E a reciproca!
Uma vez justificado que M é centro de uma circunferéncia circunscrita ao triangulo

ABC, notamos que as alunas mudaram de estratégia para finalizar a constru¢do. Em seu texto
(Figura 96) observamos que elas construiram o triangulo simétrico ao triangulo ABD

utilizando o paralelismo dos lados opostos. Ao socializarem sua construcdo, parecem ter

percebido que poderiam finalizar a construcdo prolongando AM até interceptar a
circunferéncia e obter o vertice C do quadrado. Utilizaram depois disso, corretamente, a
congruéncia de triangulos para justificar que ABCD é um quadrado (Figura 96).

Figura 96. Producéo da dupla Bruna e Camila referente a tarefa 8.

Fonte: Dados da pesquisa.

Uma analise da producdo desses alunos mostra que eles ndo justificaram o fato de que
0 ponto E é centro da circunferéncia e ndo utilizaram as diagonais do quadrado para finalizar
a construcdo, e sim a construcdo do segundo triangulo utilizando o paralelismo dos lados

0postos.
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Gustavo e Hugo admitiram que o lado AB foi dado e ndo conseguiram completar sua

construcdo. Ao construirem AB de forma arbitraria, o quadrilatero obtido foi um retangulo

nédo quadrado (Figura 97).

Figura 97. Producéo da dupla Gustavo e Hugo referente a tarefa 8.1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Ao questionarmos sobre 0 modo de obter o lado AB e falarmos sobre a necessidade de

uma técnica que permitisse garantir que AB é lado de um quadrado, o aluno afirmou:

Gustavo: E, o meu nem um retangulo ai ndo deu.
Pesquisadora: Por que vocé acha que ndo € um retangulo?

Gustavo: Porque eu estou com a impressao que esse lado é menor que esse. Bom... Se essa é

paralela a essa, € um retangulo.
Pesquisadora: Esse segmento é um diametro?
Gustavo: E. Porque aqui é o centro.

Pesquisadora: Se é realmente um diametro, quanto mede esse angulo? [Um dos angulos do

quadrilatero construido.]

2" Transcricéo:

Uma circunferéncia circunscrita toca os 4 vértices do quadrado e por definicdo o quadrado possui os 4
lados e &ngulos congruentes. Dado o lado AB e a circunferéncia circunscrita, basta tracar duas retas
perpendiculares a AB, uma com origem em A e a outra em B e liga 0s pontos de interse¢ao dessas retas com

a circunferéncia gerando assim um quadrado.
O centro dessa circunferéncia também é centro do quadrado.
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Gustavo: Nao sei.

Revisamos a defini¢do de angulo inscrito em uma circunferéncia e sua propriedade e o
aluno compreendeu que os triangulos construidos eram retangulos. Mas, para chegar a essa
concluséo, sua construcao deveria garantir que o0 segmento construido passasse pelo centro da
circunferéncia.

A construcéo dessa dupla evidencia que os alunos ainda validam algumas afirmacoes
baseados na apreensao perceptiva. Isso fica evidente quando o aluno diz : “Porque eu estou
com a impressdo que esse lado é menor que esse ”, e ao determinar o centro da circunferéncia.

A dupla Fabio e Marina também iniciou sua construcéo partindo de um segmento AB

inscrito em uma circunferéncia, construindo esse segmento de forma arbitraria.

Considerac0es sobre a tarefa 8

Observamos que intuitivamente os alunos recorreram, para a constru¢do do quadrado,
as diagonais perpendiculares, congruentes e que se interceptaram no ponto médio de ambas.
Quanto a validacdo desta técnica, optaram por utilizar a congruéncia de triangulos, em vez de
usar as propriedades institucionalizadas, mesmo ficando evidente que reconhecem as relagoes
entre quadrado e losango e entre quadrado e retdngulo. Conjecturamos que isso advém de uma
tendéncia a repetir técnicas utilizadas e da dificuldade em estabelecer relaces l6gicas que
propiciem o uso das propriedades. Heinze, Cheng e Ufer (2008) afirmam que a inabilidade na
manipulacdo de argumentos € um dos fatores que contribuem para que o aluno tenha
dificuldade em realizar demonstracfes. Nesse caso, a funcdo de sistematizacdo deve ser
desenvolvida. Quanto a funcdo de explicacdo, as discussdes e redacdes evidenciam que 0s
alunos estdo buscando explicar suas afirmacdes. Embora ndo tenham sido bem-sucedidos na
redacdo da demonstracdo, comunicaram suas justificativas.

Observamos que as tentativas de realizar as construcdes, bem como de valida-las,
parecem ter criado condicGes para que os alunos vivenciassem momentos de acdo e
formulacdo: conjecturaram, iniciaram técnicas, mudaram de estratégias, recorreram a novas
técnicas, formularam justificativas e tentaram validar suas técnicas.

Em alguns momentos, percebemos que o aluno ndo utiliza um caso particular para
validar o caso geral. Um exemplo: “N&o! Eu tenho s6 a circunferéncia; eu tenho esse raio
AB. Ela quer que eu pegue a medida AD perpendicular a A4B. Mas eu to falando que ndo tem
como a gente provar que ela vai ficar dentro da circunferéncia maior... Entenda! Que ela vai

ficar aqui no ponto... Que ela vai se interceptar...”. Isso d& indicios de que os alunos ndo
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estdo se convencendo pela apreensdo perceptiva e estdo evoluindo de provas pragmaticas para
provas conceituais, conforme Balacheff (2000).

A tarefa foi finalizada discutindo-se cada técnica apresentada, desfazendo-se o0s
equivocos, apresentando-se técnicas validas, satisfazendo-se as condi¢es do problema e
institucionalizando-se a caracterizacdo do quadrado relativa a diagonal e a relacdo deste
quadrilatero com os outros paralelogramos.

Apesar dos equivocos na interpretacdo do enunciado, as escolhas feitas provocaram
conjecturas, mobilizaram conhecimentos sobre triangulo isosceles, triangulo inscrito em uma
circunferéncia e mediana relativa a hipotenusa e geraram discussdes que permitiram a

institucionalizacdo das propriedades que foram previstas na analise a priori.

Tarefa 9. Construcdo de um quadrado, dada uma diagonal.

Enunciado da tarefa: Descreva um procedimento que permita construir um quadrado ABCD,

dada sua diagonal AC. Justifique sua construgao.
Andlise a priori da tarefa 9

Esta tarefa solicita a construcdo de um quadrado partindo de sua diagonal. Tal escolha
visa induzir o aluno a mobilizar conhecimentos sobre as diagonais do quadrado e, caso ndo as
tenhamos institucionalizado na tarefa anterior, teremos a oportunidade de enuncia-las e
demonstra-las.

A seguinte técnica foi prevista para esta tarefa.

Técnica. Criamos 0 segmento AC e construimos seu ponto médio O. A mediatriz d de AC
intercepta a circunferéncia ¢ de didmetro AC em B e em D. ABCD representa o quadrado

procurado (Figura 98).
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Figura 98. Figura-suporte da técnica 1 referente a tarefa 9.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

A justificativa dessa construcdo pode ser feita da seguinte forma: Os pontos B e D
estdo a igual distancia de A e de C; portanto, AB = BC = CD = DA. O triangulo ABC ¢é
retdngulo, pois estd inscrito em uma semicircunferéncia. Portanto, ABCD representa um
quadrado, pois é um losango que tem um angulo reto.

Para a validacdo dessa construcdo, os alunos deverdo perceber que ABCD € um
losango e justificar essa afirmacdo utilizando a propriedade das diagonais que foi ja
institucionalizada em outras tarefas. Poderdo também apoiar-se na propriedade dos angulos da
base de um triangulo isdsceles para validar a perpendicularidade entre os lados do quadrado.
Esta opcdo se justifica pelo fato de os triangulos OAB, OBC, OCD e OAD se destacarem mais
na figura que a semicircunferéncia.

Esta tarefa permite evidenciar as relagbes entre o quadrado e outros quadrilateros e
também contetdos que ainda ndo haviam sido abordados nas tarefas anteriores, como as
propriedades dos angulos inscritos em uma circunferéncia.

Bloco tecnoldgico-tedrico: Definicdes de mediatriz, circunferéncia, raio, diagonais,
quadrado, losango; propriedades das diagonais de um losango; propriedade de angulo inscrito
em uma circunferéncia; propriedade dos angulos da base de um tridngulo isosceles; soma dos
angulos internos de um tridngulo. Se necessario, revisaremos para 0s alunos os conteudos

ainda nao utilizados em tarefas anteriores.
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Experimentacéo e Analise a posteriori da tarefa 9

Esta tarefa ndo despertou discussdes, uma vez que, diante do equivoco provocado pela
tarefa anterior, os alunos realizaram a tarefa 8 utilizando a técnica prevista na tarefa 9. Desse
modo, repetiram a técnica empregada na tarefa anterior.

Fabio: Com a diagonal ficou facil. A gente pega o ponto médio de AC, com 0 compasso
centrado em C. Se aqui j& é a diagonal, pega o ponto medio M de AC e traca a circunferéncia
de raio MA e MC, que séo iguais... Traca a perpendicular a AC, ou entdo a gente escreve
“passando a mediatriz”, porque ai ja ta dizendo que ela corta no meio e é perpendicular. Ali,
ligando os pontos, ja € um quadrado.

A Figura 99 mostra a construcéo feita pela dupla Fabio e Marina.

Figura 99. Producdo de Fabio e Marina relativa a tarefa 9.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A dupla Hugo e Gustavo utilizou a mesma técnica que Fabio e Marina e recorreu a
propriedade institucionalizada na tarefa anterior, porém percebemos problemas ao
expressarem em texto a utilizacdo das condi¢des necessarias e suficientes sobre as diagonais

do quadrado.
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Figura 100. Producéo da dupla Gustavo e Hugo referente a tarefa 9.
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Fonte: Dados da pesquisa.

As alunas Bruna e Camila utilizaram a mesma técnica. Tal como a dupla Marina e
Fabio, valeram-se das propriedades das diagonais do quadrado para a construcdo, porém nao

as utilizaram para justificar a técnica, como podemos observar na Figura 101.

Figura 101. Producdo da dupla Bruna e Camila referente a tarefa 9.
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Podemos notar na Figura 101 que a dupla recorreu a propriedade da mediatriz de um
segmento e a soma das medidas dos angulos internos do tridngulo para justificar
matematicamente sua técnica. Uma dificuldade dessa dupla ainda reside na redacdo de suas
justificativas, como podemos perceber quando escrevem “AD = DC = BC = AB, pois estes

pontos sdo equidistantes .
Considerac0es sobre a tarefa 9

Para a construcdo solicitada na tarefa 9, as trés duplas utilizaram as propriedades das
diagonais do quadrado, mas apenas uma dupla utilizou essas propriedades para validar sua
construcao.

Conforme previsto em nossa andlise a priori, uma dupla apoiou-se na propriedade dos
angulos da base de um tridngulo isosceles e na soma das medidas dos angulos internos do
tridangulo para justificar a perpendicularidade dos lados do quadrado. Essa dupla ndo deixou
legivel a circunferéncia utilizada na construcao das diagonais congruentes, o que dificultou a
utilizacdo da propriedade do triangulo inscrito em uma semicircunferéncia.

As propriedades relativas as diagonais do quadrado que previmos serem
institucionalizadas nesta tarefa foram abordadas na tarefa anterior. 1sso ocorreu pelo fato de
os alunos ndo compreenderem o enunciado da tarefa 8 e terem recorrido as propriedades das
diagonais para a executarem, o que permitiu que estas propriedades fossem institucionalizadas
e utilizadas na tarefa 9.

A forma que os alunos realizaram a tarefa 8 possibilitou que a tarefa 9 fosse justificada
apenas utilizando as condicdes impostas sobre as diagonais de um quadrilatero para que este
fosse um quadrado e, no entanto, notamos que os alunos parecem nédo se satisfazer com a
utilizacdo de propriedades ao justificar matematicamente suas construgdes, como se estas
fossem insuficientes e necessitassem ser demonstradas novamente.

Apenas uma dupla (Bruna e Camila) apresentou uma prova conceitual. Fabio
expressou verbalmente sua justificativa, mas a funcdo de comunicacao ndo foi contemplada,
uma vez que o texto ndo foi apresentado. No texto de Gustavo e Hugo, a funcdo de
sistematizacéo ficou ausente, e eles ndo obtiveram sucesso em sua justificativa.

Um fato observado foi que as representacdes dos quadrados das trés duplas foram
apresentadas sem que um dos lados do quadrado estivesse paralelo a margem do papel. Os
alunos se preocuparam em representar um losango com diagonais congruentes. I1sso evidencia

um avango em termos de conhecimentos (quando comparado com a primeira etapa), uma vez



288

que construiram a figura que representa o quadrado utilizando sua caracterizacdo, e nao a
apreensdo perceptiva. Ha indicios de que os alunos ja ndo confundem o objeto com sua
representacgéo.

As escolhas feitas nas tarefas 7, 8 e 9 induziram os alunos a utilizar estratégias que
possibilitaram a mobilizagdo de conhecimentos sobre mediatriz de um segmento, congruéncia
de tridngulos e tridngulos isdsceles e relaciona-los com outros paralelogramos. Portanto,
acreditamos que os objetivos propostos para essas tarefas foram cumpridos.

As relaces entre o quadrado e os paralelogramos foram expressas nos trés registros de

representacdo (Quadro 23).

Quadro 23. Institucionalizagdes das tarefas 7, 8 e 9.

REGISTRO EM LINGUA REGISTRO FIGURAL REGISTRO SIMBOLICO
NATURAL

Um paralelogramo € quadrado
se, e somente se, suas O paralelogramo ABCD ¢é
diagonais séo perpendiculares quadrado < AC L BD e
e congruentes. AC = BD.

O retdngulo ABCD é quadrado
& AC 1 BD.

Um retdngulo é quadrado se, e
somente se, suas diagonais sao
perpendiculares.
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Se as diagonais de um
quadrilatero estdo contidas nas
bissetrizes de seus angulos,
entdo esse quadrilatero é
losango.

O losango ABCD ¢ quadrado
< AC = BD.

Fonte: Dados da pesquisa.

A tarefa 10 ndo foi desenvolvida, pois ndo houve disponibilidade do grupo para mais
um encontro necessario para aplica-la. Seu enunciado e sua andlise a priori encontram-se no
Apéndice A.

Apresentaremos em seguida as tarefas correspondentes a terceira etapa.
3.2 etapa:

As tarefas desta etapa contemplam aplicacdes das propriedades dos quadrilateros que
foram institucionalizadas na 3.2 etapa. Foram adaptadas do livro Geometria, do professor
Saddo Almouloud, ainda ndo publicado.

As tarefas que serdo apresentadas tém o potencial de possibilitar ao aluno a utilizagédo
das definicdes dos quadrilateros e perceber a aplicacdo das propriedades que foram
institucionalizadas nas tarefas correspondentes as etapas anteriores, assim como descobrir
novas propriedades ainda ndao abordadas. Além disso, sdo propostas situa¢fes que deveriam
permitir ao aluno trabalhar condi¢des necessarias e suficientes, destacar hipotese e tese de um
teorema e trabalhar teorema reciproco, assim como explorar a reda¢do de um teorema.

As situagcdes propostas nesta etapa, assim como na 3.2 requerem dos alunos a
conversdo do registro em lingua natural para o figural. Na validagdo, serdo conduzidos a
utilizar o registro simbélico e lingua natural.

As tarefas desta etapa sdo constituidas de subtarefas, que representaremos pelo nimero
e letra correspondentes. Por exemplo, tarefa 1, letra a, sera representada por Ty, € a técnica
correspondente serd ti(T1a), €m que i designa o numero da técnica.

As tarefas desta etapa foram propostas para serem realizadas em casa. Nem todos os
alunos as devolveram e, em algumas delas, a analise sera restrita ao que o aluno registrou por

escrito, uma vez que a escassez de tempo ndo permitiu a discussédo de todas.
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Seguem-se as tarefas com suas respectivas analises.
TAREFAS - 32 ETAPA
Tarefa 11

Escreva para cada uma das seguintes frases sua reciproca e diga se a frase inicial é verdadeira,
bem como se sua reciproca o é:

a) Se AB//CD, entdo ABCD é um trapézio.

b) Se um quadrilatero é um paralelogramo, entdo suas diagonais interceptam-se.

c) Se as diagonais de quadrilateros interceptam-se em seus pontos medios, entdo esse
quadrilatero € um losango.

d) Se os quatros lados de um quadrilatero tém a mesma medida, entdo esse quadrilatero é um
losango.

e) Se um quadrilatero tem suas diagonais perpendiculares, entdo é um losango.

f) Se AB =EF e se AB//EF , entdo AEBF é um paralelogramo.

Anélise a priori da tarefa 11

Com esta tarefa esperamos que as propriedades institucionalizadas nas tarefas
anteriores sirvam de ferramentas nas demonstracdes e justificativas solicitadas, mas também
que os alunos entendam o que significa a reciproca de uma propriedade, enunciem-na e
reflitam sobre sua validade.

Apresentaremos a seguir as tarefas que consideramos importantes nesta situacao.
(T11a) Se AB//CD, entdo ABCD é um trapézio.

Pela definicdo adotada na primeira etapa desta sequéncia, a condicdo necesséaria e
suficiente para que um quadrilatero seja um trapézio € que possua um par de lados paralelos.
Logo, a afirmativa é verdadeira.

Reciproca: Se ABCD é um trapézio, entdo AB//CD.

Esta afirmativa € falsa, uma vez que ndo estamos certos de quais lados sdo as bases
desse trapézio.

(T11p) Se um quadrilatero € um paralelogramo, entdo suas diagonais interceptam-se.

Nesta tarefa esperamos que os alunos, por meio de conjecturas, observem que em todo
quadrilatero convexo as diagonais se interceptam. Como o paralelogramo é um quadrilatero

convexo, entdo as diagonais desse tipo de quadrilatero sempre se interceptam.
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Reciproca: Se as diagonais de um quadrilatero se interceptam, entdo esse quadrilatero é um
paralelogramo.

Esperamos que os alunos percebam que essa afirmagdo é falsa, pois em todo
quadrilatero convexo as diagonais se interceptam.

(T11c) Se as diagonais de quadrilateros interceptam-se em seus pontos medios, entdo esse
quadrilatero é um losango.

E esperado que as propriedades relativas as diagonais do paralelogramo e do losango
tenham sido aprendidas nas tarefas correspondentes as atividades de constru¢do. Em caso
afirmativo, esperamos que os alunos percebam que esta afirmagdo é falsa. Eles podem
também concluir sobre a falsidade da afirmacéo por meio de conjecturas, observando que para
um quadrilatero ser um losango € preciso que as diagonais se interceptem em seus pontos
médios e sejam perpendiculares. As diagonais se interceptarem em seus respectivos pontos
médios & condicdo necessaria e suficiente para que um quadriladtero seja apenas um
paralelogramo.

Reciproca: Se um quadrilatero € um losango, entdo suas diagonais interceptam-se em seus
pontos médios.

Os alunos responderdo corretamente caso afirmem que a reciproca € verdadeira, pois 0
losango é um paralelogramo.

Poderdo recorrer a propriedade das diagonais do paralelogramo e ao fato de o losango
ser um paralelogramo, ou a apreensdo perceptiva, uma vez que na primeira etapa da sequéncia
os alunos tiveram contato com a representacdo figural do losango.

(T114) Se os quatro lados de um quadrilatero tém a mesma medida, entdo esse quadrilatero €
um losango.

Os alunos responderdo corretamente se afirmarem que a frase é verdadeira, uma vez
gue um quadrilatero € um losango se, e somente se, possui quatro lados congruentes.
Reciproca: Se um quadrilatero é um losango, entéo seus quatro lados tém a mesma medida.

Esperamos que os alunos respondam corretamente que a afirmacéo é verdadeira, uma
vez que a defini¢do de losango foi discutida na primeira etapa da sequéncia.

(T11¢) Se um quadrilétero tem suas diagonais perpendiculares, entdo é um losango.

Os alunos responderdo corretamente caso declarem que a afirmacdo é falsa, uma vez
que ter diagonais perpendiculares € condicdo necessaria, embora néo suficiente, para que um
quadrilatero seja losango.

Reciproca: Se um quadrilatero € losango, entdo suas diagonais sao perpendiculares.

Os alunos responderdo corretamente caso declarem que a afirmacao é verdadeira.
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(T111) Se AB =EF e se AB// EF , entdo ABEF é um paralelogramo.

Os alunos responderdo corretamente caso declarem que a afirmacgdo é verdadeira.
Esperamos que eles percebam que esta é a propriedade institucionalizada na tarefa 1 da
segunda etapa, isto é, que se um quadrilatero possui um par de lados congruentes e paralelos,
entdo esse quadrilatero € um paralelogramo.

Reciproca: Se ABEF é um paralelogramo, entdo AB = EF e AB// EF .

Os alunos responderdo corretamente caso declarem verdadeira a afirmacgédo. Esperamos
que recorram a definicdo de paralelogramo e as propriedades dos lados opostos e respondam
de forma correta a afirmacéo.

Nas tarefas correspondentes as atividades de construgdes geométricas foram
formuladas, entre outras propriedades, condi¢cGes necessarias e suficientes para que um
quadrilatero seja um paralelogramo ou losango. Pretendemos que os alunos recorram a essas
propriedades para realizar a tarefa 11.

Buscamos consolidar os conhecimentos ja contemplados nas atividades de construcéo
e também trabalhar condi¢BGes necessérias e suficientes e o reciproco de um teorema, bem
como provocar conjecturas, e acreditamos que esta tarefa tem potencial para contemplar esses
objetivos, uma vez que, para avaliar o valor légico das afirmativas, os alunos poderao recorrer
as propriedades e caracterizacdes dos quadrilateros institucionalizadas nas tarefas das etapas
anteriores.

Para esta atividade, os alunos deverdo fazer uso das definicbes de trapézio,
paralelogramo e losango e conhecer os elementos desses quadrilateros e as notacdes que 0s
representam.

Diferentemente das tarefas de construcdo geométrica, as figuras que auxiliardo esta
tarefa podem ser construidas de forma livre, desde que estas sejam associadas as hipdteses
apresentadas no problema.

Ao conjecturar sobre as figuras e discutir no grupo sobre a veracidade ou ndo da
afirmativa, os alunos vivenciardo momentos de acdo e formulacdo, porém ndo ocorrerd
necessariamente situacdo de validacdo, pois a tarefa ndo solicita justificativa.

Quanto as reciprocas das afirmagfes, esperamos que os alunos consigam escrevé-las

corretamente.
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Experimentacéo e andlise da tarefa 11

Apenas trés alunos realizaram esta tarefa: Hugo, Marina e Bruna. Apesar de nossas
cobrancas exaustivas, as demandas do curso ndo permitiram que alguns devolvessem as
atividades.

N&o houve discussdo em torno desta tarefa, uma vez que foi respondida fora dos
momentos de encontro. Vamos analisar o material escrito pelos trés alunos que apresentaram
tarefas respondidas.

@ Todos responderam corretamente que a frase € verdadeira e enunciaram corretamente
a reciproca, como previmos em nossa andlise a priori.
A nocdo de contraexemplo foi compreendida pelo aluno que avaliou como falsa a

reciproca e justificou com um contraexemplo em que coordenou as apreensdes figural e

discursiva:
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(b)  Os trés alunos que responderam a tarefa afirmaram que a frase inicial € verdadeira.

Quanto a reciproca, os trés afirmaram que é falsa e apresentaram um contraexemplo:
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c) Todos enunciaram a reciproca e apenas uma aluna apresentou uma prova para valida-la,
sem recorrer ao fato de o losango ser um paralelogramo. Ela mobilizou conhecimentos sobre
propriedade do triangulo isosceles e congruéncia de triangulos e realizou uma demonstracéao
(Figura 102).

Figura 102. Solucéo da tarefa T, pela aluna Bruna.
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Fonte: Dados da pesquisa.

O texto da Figura 102 revela que a aluna percebeu as reconfiguracdes convenientes (ao

visualizar os elementos que permitiram provar as congruéncias dos triangulos) e aplicou essas

reconfiguracgdes corretamente.

N&o foram utilizados argumentos empiricos para validar as afirmacgdes, e as ideias

estdo organizadas logicamente, o que nos permite classificar o texto (Figura 102) da aluna

como uma demonstracdo, segundo Balacheff (2000). Podemos observar ainda que, além de

validar a afirmacdo, foram contempladas as fun¢des de comunicacdo, sistematizacdo e

explicacdo, segundo De Villiers (2001), visto que a aluna apresentou um texto comunicando

suas ideias, no qual as afirmacdes estdo relacionadas logicamente, com explicagdes sobre a

razdo de cada afirmacdo ser verdadeira.

d) Todos afirmaram que a frase inicial é verdadeira, bem como sua reciproca, sem

apresentarem justificativas para essas afirmacoes.
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e) Apenas Marina afirmou ser verdadeira a frase inicial. A aluna ndo atentou para o fato de
que haver diagonais perpendiculares é condicdo necessaria, embora ndo suficiente, para que
um quadrilatero seja losango.

Bruna enunciou a reciproca, mas nao lhe atribuiu nenhum valor. Hugo néo respondeu
este item.

f) Apenas Marina respondeu corretamente esse item e Bruna apenas enunciou a reciproca.
Considerac0es sobre a tarefa 11

A tarefa 11 solicitou apenas a reciproca de cada afirmacéo e seu valor l6gico, bem
como o da frase inicial.

Dentre os alunos que realizaram a tarefa 11, todos efetuaram corretamente a conversao
dos enunciados para o registro figural e todos enunciaram as reciprocas das afirmacoes.

Pudemos notar que em alguns itens os alunos justificaram corretamente, exibindo
contraexemplos corretos, 0 que nos permite conjecturar que compreenderam a nogdo de
contraexemplo.

Na pesquisa de Maioli (2001), os participantes evidenciaram ter dividas sobre a
possibilidade de a reciproca de uma afirmacéo ser falsa. Em nossa pesquisa, essa duvida nao
foi evidenciada. Mesmo que a tarefa ndo tenha sido submetida a uma discussdo, 0s
contraexemplos apresentados nos permitem afirmar que os alunos reconhecem que a reciproca
de uma afirmacao pode ser falsa.

Previmos que os alunos enunciariam corretamente as reciprocas das afirmacées e, em
nossas analises preliminares, ndo apresentariam dificuldade em enunciar as reciprocas de
frases enunciadas nesta estrutura.

Nesta atividade, ndo houve justificativas utilizando provas pragmaéticas. Foram
contempladas as fungbes de explicacdo, comunicacdo e sistematizacdo, de acordo com De
Villiers (2001).

Pretendiamos verificar se os alunos conseguiriam aplicar corretamente as propriedades
do losango e paralelogramo para atribuir e justificar o valor l6gico das afirmacGes.
Observamos que na maior parte dos itens os alunos evidenciam reconhecer as propriedades, o
que d& indicios de avanco em relacdo aos conhecimentos geométricos. Observaremos nas
proximas atividades se passardo a utilizar as propriedades dos quadrilateros em suas

justificativas.
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Tarefa 12

Classifique em verdadeira ou falsa cada uma das afirmacdes abaixo. Se for verdadeira, prove-
a. Se for falsa, mostre um contraexemplo.

a) Todo quadrilatero tem os lados opostos paralelos.

b) Todo quadrado é um losango.

c) Todo quadrilatero tem os lados opostos congruentes.

d) Num paralelogramo RSTU, a diagonal RT ¢é a bissetriz do angulo URS.

e) As bissetrizes de dois angulos consecutivos de um paralelogramo séo perpendiculares.
f) Todo quadrilatero cujas diagonais sdo perpendiculares é um losango.

g) Todo quadrilatero cujas diagonais sdo congruentes € um quadrado.

Analise a priori da tarefa 12

Os objetivos visados sdo os mesmos da atividade 11. Apresentamos as tarefas
importantes desta situacéo:

(T124) Todo quadrilatero tem os lados opostos paralelos.

O aluno responderd corretamente esta tarefa ao afirmar que o raciocinio ndo esta
correto e apresentar como contraexemplo um quadrilatero ndo paralelogramo, isto é, que nao
possui lados opostos paralelos.

(T12) Todo quadrado é um losango.

O aluno responderé corretamente esta tarefa caso afirme que o raciocinio esté correto.
A prova se da pelas defini¢des de losango e quadrado: para que um quadrilatero seja losango,
deve ter os quatro lados congruentes. Como o quadrado possui 0s quatro lados congruentes,
podemos afirmar que o quadrado € um losango.

(T12c) Todo quadrilatero tem os lados opostos congruentes.

O aluno respondera corretamente a tarefa caso declare que a afirmacéo esté incorreta,
exibindo como contraexemplo um quadrilatero com lados opostos ndo congruentes.

(T12¢) Num paralelogramo RSTU, a diagonal RT esta contida na bissetriz do angulo URS.

O aluno respondera corretamente esta tarefa se declarar que a afirmacdo é falsa e
exibir como contraexemplo um paralelogramo néo losango.

Para que o aluno apresente corretamente um contraexemplo correspondente a esta

afirmativa, deverad conhecer propriedades dos angulos opostos e angulos consecutivos de um
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paralelogramo, que podem ndo ter sido institucionalizadas nas tarefas anteriores. Esta sera

uma oportunidade de conjecturar sobre essas propriedades, formulé-las e valida-las.

(T12¢) As bissetrizes de dois angulos consecutivos de um paralelogramo séo perpendiculares.
O aluno respondera corretamente a afirmativa se a considerar verdadeira e fizer a

demonstracéo (prova conceitual) mostrada na Figura 103.

Figura 103. Figura-suporte da tarefa 12.

Fonte: Dados da pesquisa.

Demonstracéo:

Como A4S e BS sdo bissetrizes dos angulos A e B respectivamente, temos que DAS = SAB e
ABS = SBC.

2a +2b = 180° = a + b = 90° (I) (pois ABCD é um paralelogramo) e a + b + x = 180° (II)
(pois ASB é um triangulo). Substituindo | em Il, temos: 90° + x = 180° = x = 90°. Logo, AS e

BS sdo perpendiculares.

Os alunos poderdo conjecturar sobre esta afirmacao atribuindo valores aos angulos do
paralelogramo e encontrando o valor de 90° para cada angulo formado pelas bissetrizes dos
angulos consecutivos do paralelogramo. Para isto é necessario que conhegam as propriedades
referentes aos angulos do paralelogramo, isto é, angulos opostos congruentes e angulos
consecutivos suplementares.

(T12¢) Todo quadrilatero cujas diagonais s@o perpendiculares ¢ um losango.

Os alunos responderdo corretamente a esta afirmacdo caso declarem que é falsa e

apresentem um contraexemplo em que um quadrilatero tenha diagonais perpendiculares

(Figura 104) e que nao se interceptem em seus pontos médios.
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Figura 104. Figura-suporte da tarefa Ty
C

O ]

m

Fonte: Dados da pesquisa.

Acreditamos que os alunos alcancarédo a resposta correta a esta afirmacéo, ja que estas
condicdes ja foram abordadas na tarefa Tyyg.
(T129) Todo quadrilatero cujas diagonais séo congruentes € um quadrado.

Os alunos alcancardo a resposta correta caso declarem que a afirmacgdo é falsa,
exibindo como contraexemplo um retangulo ndo quadrado.

A tarefa T, além de exigir do aluno o conhecimento do paralelogramo, do losango,

do retangulo e do quadrado, solicita-lhe que conheca as propriedades desses quadrilateros.
Experimentacéo e anélise da tarefa 12

Esta atividade foi desenvolvida durante o encontro. Assim, todos a discutiram e dela
participaram. Os alunos realizaram a tarefa em duplas, mas houve momentos de discussfes
intergrupais.

a) Todos responderam que a afirmacdo é falsa e exibiram contraexemplos para justificar

suas respostas, dando indicios de que essa nocao foi compreendida pelos alunos.
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Duas respostas apresentaram trapézios como contraexemplos; uma apresentou um
quadrilatero qualquer.

b) Todos afirmaram que a afirmacdo € verdadeira e a justificaram corretamente,
utilizando as defini¢bes de quadrado e losango, sem recorrer a um caso particular. 1sso
da indicios de que os alunos estdo evoluindo do empirico para o dedutivo.
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c) Todos afirmaram que a sentenca é falsa e exibiram contraexemplos semelhantes ao do
item a.

d) Este item provocou discussdo e conjecturas, uma vez que os alunos ndo estavam certos
de suas respostas. Seguem-se trechos da discussao que levou a solugdo:

Gustavo: Mas depende do paralelogramo.
Fabio: Mas tem que valer para todos.

Bruna: Mas esses dois angulos, eu ainda ndo enxerguei isso, sabia? Porque aqui no caso...
Esses dois aqui... S&o iguais... Esses dois aqui também séo iguais... Vai ser a mesma coisa.

Os alunos referem-se aos angulos formados entre essas diagonais € 0s lados.

-

Bruna: N&o. Porgue eu posso ter esses dois iguais, entendeu?

Fabio: S6 no caso do paralelogramo retangulo. Mas s6 que a gente ta generalizando. Néo é
Hugo?
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Hugo: No retangulo a diagonal néo € bissetriz. Pode dividir 90° em 60° e 30°.

Gustavo: Eu coloquei assim: num paralelogramo, quando os lados ndo tém a mesma medida,
entdo as diagonais n&do sao bissetrizes.

Pesquisadora: Vocés chegaram a alguma concluséo se a afirmacéo é verdadeira ou falsa?

Todos responderam que é falsa.

Pesquisadora: E vocés estdo querendo demonstrar uma afirmacéo falsa?
Fabio: E que a gente quer mostrar em quais casos daria falso.

Marina: Vamos usar o retangulo, que a gente ja sabe que é falso.

Fabio: Mas no retangulo vai dar igual.

Marina: N&o vai, ndo.

Fabio: E. No retangulo a diagonal ndo é bissetriz, ndo, e ele é um paralelogramo. E s6 pegar
dois &ngulos complementares.

Bruna: E sO colocar entdo: o retangulo é um paralelogramo e suas diagonais ndo s&o
bissetrizes.

Cuin nd—= EXEM I,

Os alunos exibiram o retangulo como contraexemplo e concluiram a tarefa.
Observaram que em alguns casos as diagonais do paralelogramo ndo estdo contidas nas
bissetrizes de seus angulos e chegaram a conjecturar que isso ocorre em paralelogramos com
lados congruentes, mas a discussao ndo prosseguiu.

e) Este item também gerou bastante discussdo, pois 0s alunos ndo estavam certos de suas
respostas.

Fabio: E verdadeira ou falsa? Tem que procurar um paralelogramo que dé falsa. J& fiz com
0 quadrado, d& certo; com o retangulo, da certo. No trapézio sera que da certo? Mas o
trapézio ndo € um paralelogramo.

Marina: Sao as bissetrizes.

Fabio: No retangulo forma, no quadrado forma, no losango forma. Serd que ndo é
verdadeiro, ndo?

Bruna: Eu acho que néo.

Marina: Eu acho que ndo. Porque no paralelogramo vai dar um triangulo com dois angulos
de 90°, ndo é ndo?

Fabio: E a interse¢o das bissetrizes.
Bruna: No quadrado e no retangulo também da.

Marina entendeu que procura os angulos que as bissetrizes formam com os lados do

paralelogramo.
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Fabio: E esse, 6, formado pelas bissetrizes.

Marina: Ah! Ta... Mas ai vocés estao fazendo com a diagonal, ndo?
Fabio: E com as bissetrizes que dividem o angulo ao meio.

Marina: A bissetriz ndo é isso aqui?

Fabio: A gente estava fazendo errado mesmo. A gente estava fazendo com a diagonal. A
diagonal ndo divide o angulo ao meio.

Bruna: Agora a gente tem que procurar um que nao dé certo.
Fabio: O paralelogramo normal, mas eu acho que vai dar certo com todos.
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N ¢ “‘,n"v
£ 17 7 N\ Oé
L/ ‘jp_ e\ A '\\/4 p |

Conifin- EXEp M@;’
o o -8 =[fC
2o/ 4= 180

s d = L6 sY=|74v

Bruna: Do mesmo jeito que vocé falou, pegando um angulo de 60°.
Marina: Entdo aqui é 120° porque a soma tem que dar 360°.

Os alunos efetuaram os célculos e observaram que no exemplo as diagonais sao

perpendiculares. Convenceram-se de que a afirmativa € verdadeira.

Marina: Vai ter que provar.
Fabio: Vai ter que generalizar agora. A gente ndao pode dar mais medidas aos angulos.
Marina: Chama o, a, B, . Tem que ser medida arbitraria.

Os alunos realizaram a seguinte demonstracao:
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Esta tarefa provocou comentarios e conjecturas e culminou em uma demonstracdo. Os
alunos tiveram que interpretar o enunciado, converté-lo ao registro figural e conjecturar para
decidir sobre o valor légico da afirmacdo, o que os levou a vivenciar momentos de acéo,
formulacéo e validacéo.

Até chegarem ao resultado final, os alunos cometeram equivocos, mudaram de
estratégia e apenas partiram para a demonstracdo quando estavam certos de que a proposicao
era verdadeira. De Villiers (2001) afirma que sO partimos para uma demonstracdo quando
sabemos que a propriedade que queremos demonstrar € valida. Portanto, a funcdo de
validacdo da demonstracdo ndo motiva o aluno a partir para uma prova e sim a busca de por

que esta correta.
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Além das funcBes de validacdo e explicagdo, identificamos funcbes de comunicacéo e
sistematizacdo, pois os alunos sistematizaram suas ideias logicamente e redigiram a
demonstracéo.

f) Os alunos responderam que a afirmacao € falsa e exibiram um contraexemplo.

sy
e ,}J@w )
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Marina: Todo quadrilatero cujas diagonais sdo perpendiculares € um losango?
Fabio: Eu coloquei falso.
Gustavo: Essa dai eu coloquei verdade. Quando fui dar um exemplo me deparei com uma

falsidade. Ai eu automaticamente mudei. Vocé vai ter diagonais perpendiculares e ndo quer
dizer que é um losango.

As colocacgdes dos alunos evidenciam momentos de acdo, formulacdo e validacéo, ao
conjecturarem sobre o problema, fazerem descobertas, formular respostas, comunica-las e
valida-las.

A colocacdo de Gustavo evidencia a funcdo de descoberta, embora este exemplo ja
tenha sido trabalhado em outro momento: “Eu coloquei verdade. Quando fui dar um exemplo
me deparei com uma falsidade. Ai eu automaticamente mudei”.

g) Os alunos responderam corretamente que a afirmativa é falsa e apresentaram o
retangulo como contraexemplo uma vez que o retangulo possui diagonais congruentes e
ndo é um guadrado. Questionamos sobre a reciproca da afirmacéo:

Todos, exceto Hugo, responderam que a reciproca é verdadeira.

Hugo: N&o é verdade.

Passaram a conjecturar:
Gustavo: Professora, as diagonais tém que ser iguais, mas podem se interceptar de qualquer
jeito, ndo é? Entdo ndo vale a reciproca.
Pesquisadora: A Unica condicdo que estamos impondo é que as diagonais devem ser
congruentes.
Marina e Fabio: Entdo ndo precisam se interceptar no ponto médio, néo.

Gustavo: Entao se forem mais ou menos assim... 1sso quer dizer que a reciproca ndo vale.
Porque as diagonais sdo iguais, mas ndo formam um retangulo.
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Pesquisadora: Gustavo iniciou sua construcdo partindo de diagonais congruentes. Por que
antes de concluir a construcao vocés ja estavam certos de que o quadrilatero representado
nao era um retangulo?

Hugo: O ponto médio.
Pesquisadora: Realmente. As diagonais ndo se interceptam no ponto médio, entdo ndo € um
paralelogramo e, portanto, ndo € um reténgulo.

Concluimos que ter diagonais congruentes € uma condicdo necessaria, mas nao
suficiente, para que um quadrilatero seja retangulo. Finalizamos a atividade evidenciando a
importancia da conjectura, frisando que apenas a demonstracédo valida o caso geral, ao passo

que o contraexemplo justifica uma afirmativa falsa.
Considerac0es sobre a tarefa 12

Conforme previmos em nossa andlise a priori, a tarefa 12 se mostrou fértil para que os
alunos pudessem utilizar propriedades institucionalizadas em tarefas anteriores. Também
tiveram a oportunidade de conjecturar sobre a figura, utilizar contraexemplo e ainda trabalhar
com demonstracao.

Os momentos de discussdo e 0s registros escritos nos permitiram afirmar que o0s
alunos vivenciaram momentos de acdo, formulagéo e validacdo, quando conjecturaram sobre
0 problema, fizeram descobertas e formularam respostas, comunicando-as e validando-as.
Observamos que efetuaram conversGes dos registros de representacdo em lingua natural e
simbdlica para o registro figural. Percebemos uma melhor articulacdo das propriedades e na
redacdo de algumas demonstraces.

Foram contempladas as fungdes de explicacdo, sistematizagdo, comunicagdo e
descoberta, de acordo com De Villiers (2001), e as conjecturas foram validadas por meio de
demonstracdes.

Para esta etapa foram previstas 10 tarefas. As oito restantes foram entregues aos
alunos, mas nao foram devolvidas. Além disso, ndo houve disponibilidade dos participantes
para que pudéssemos marcar outro encontro para discuti-las. Por isso ndo apresentaremos a
analise a posteriori das oito atividades restantes. Essas tarefas e suas respectivas analises a

priori encontram-se no Apéndice A.
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CAPITULO 5 - CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, faremos uma reflexdo a respeito das contribuicdes da revisdo de

literatura, do alcance do referencial tedrico e metodoldgico, dos principais resultados obtidos
e da forma como este trabalho contribuird para a éarea de educacdo matematica.
Apresentaremos também suas perspectivas futuras.

Este estudo trata de demonstracbes geométricas com alunos de um curso de
licenciatura em matematica. A escolha foi motivada por inquietacdes nascidas de minha
pratica como professora em um curso de licenciatura em matematica, somadas a minha
trajetoria como estudante e por acreditar na importancia da pratica das demonstraces, uma
vez que todo professor de matematica deve possuir conhecimento mais aprofundado dessa
area de e de seus métodos de construcdo de conhecimento.

O principal objetivo deste trabalho foi elaborar, aplicar e analisar uma organizacao
didatica que permitisse minimizar as dificuldades dos alunos de licenciatura em matematica
em compreender demonstragdes em geometria.

Para cumprir esse objetivo, o primeiro passo foi fazer um levantamento das pesquisas
desenvolvidas sobre o tema, 0 que nos levou a detectar um numero reduzido de estudos
envolvendo demonstracBes geométricas com alunos de licenciatura em matematica. As
pesquisas nesse nivel de ensino nos apresentaram alguns resultados:

e A forma em que as demonstracdes sdo trabalhadas na formacdo inicial reflete-se na
atuacdo do futuro professor.

e A formacdo inicial ndo esta dando conta de formar um professor com autonomia para
ensinar demonstracdes a seus futuros alunos.

e Alunos de todos os niveis, inclusive de 3.° grau, tém dificuldades na passagem do
empirico para o dedutivo.

e Alunos de licenciatura em matematica acreditam que validagdes empiricas podem
generalizar conjecturas.

e Alunos de licenciatura em matematica praticam provas exclusivamente com funcgéo de
validacéo.

e Os alunos chegam a graduacéo com defasagem em relacéo aos contetidos geométricos

e sem experiéncia com relacdo a pratica da demonstracéo.

A revisdo de literatura foi fundamental para tomarmos conhecimento do quadro atual

de ensino e aprendizagem de demonstragdes e para ampliar nossa viséo sobre o tema provas e
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demonstragéo, permitindo-nos fazer nossas escolhas, definir um problema de pesquisa, captar
ideias para investigagdo, definir um referencial tedrico e metodol6gico e construir nossa
organizacdo didatica.

Buscamos 0s pressupostos da teoria das situacOes didaticas para a elaboracdo e
experimentacdo de nossa sequéncia, bem como na analise didatica da situagdo de ensino. Essa
escolha foi fundamental, uma vez que em nossa proposta pretendiamos colocar o aluno diante
de tarefas que lhe permitissem participar do processo de construcdo de demonstracdes.

Apoiando-nos nessa teoria, desenvolvemos uma organizacdo didatica que permitiu
proporcionar aos alunos a simulacdo de um ambiente cientifico em que tiveram a
oportunidade de participar ativamente da construcdo das demonstracGes. Apresentamos aos
alunos tarefas de construcdo geométrica que lhes exigiram justificar matematicamente as
técnicas que utilizaram

Para tanto, testaram conjecturas, formularam e validaram suas hipQteses e
socializaram e comunicaram seus resultados, mobilizando conhecimentos anteriores, como
congruéncia de triangulos, teorema das paralelas e mediatriz de um segmento para reconstruir
conhecimentos sobre quadrilateros. Desse modo reafirmamos a pertinéncia dessa teoria para
nosso trabalho.

Para a analise cognitiva das producfes dos alunos, utilizamos a teoria dos registros de
representacdo semidtica, de Duval. Para apresentar as tarefas que compuseram nossa
organizacdo, utilizamos registro em lingua natural. Para realiza-las, os alunos articularam
apreensdes sequencial e perceptiva para interpretar ou fornecer os passos da construgédo e
valeram-se das apreensdes operatoria, perceptiva e discursiva para justificar matematicamente
a validade da técnica utilizada.

A articulacdo entre os registros de representacdo (tratamento e conversdo) nos
permitiu analisar se o conhecimento dos alunos sobre quadrilateros se baseava na apreensao
perceptiva, isto é, se confundiam os quadrilateros notaveis com sua representacdo. Com base
nas apreensdes da figura, verificamos se os alunos estavam conscientes do estatuto da figura
geométrica. Portanto, julgamos pertinente o respaldo da teoria dos registros de representacao
semidtica, uma vez que possibilitou simultaneamente analisar e minimizar os problemas de
aprendizagem sobre quadrilateros.

A teoria antropoldgica do didatico nos forneceu elementos para proceder a analise de
livros didaticos e modelar nossa situacéo de ensino.

Por ser um trabalho realizado no @mbito da educagdo matematica, julgamos pertinente

distinguir os termos ‘prova’ e ‘demonstracdo’, e para isso consideramos a concepcdo de
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Balacheff (2000). Essa distingdo também visa minimizar problemas na interpretacdo do termo
‘prova’ ao socializarmos os resultados deste trabalho. Utilizamos também os niveis de prova
segundo o mesmo autor, que foram fundamentais para classificar os tipos de provas realizados
pelos alunos.

Ainda com relacdo as producBes dos alunos, analisamos quais funcbes da
demonstracdo, segundo De Villiers (2001), foram contempladas. Nas andlises preliminares
identificamos que os alunos praticavam demonstracdes com a exclusiva funcdo de
verificacdo/convencimento, o que pode leva-los a utilizar argumentos empiricos. Dessa forma,
buscamos estimular os alunos a considerar outras fun¢Ges da demonstragéo, principalmente a
funcdo de explicacdo, uma vez que, segundo este autor, saber o porqué de uma afirmacéao ser
verdadeira pode estimular o aluno a praticar a demonstracao.

Visto que nosso objetivo de pesquisa gira em torno da realizacdo de uma intervencao
didatica baseada em um trabalho experimental, elegemos a engenharia didatica, de Artigue
(1996), como metodologia de pesquisa. Nos estudos preliminares de nossa engenharia, além
da revisdo de literatura e da definicdo do referencial teorico, fizemos a analise das concep¢oes
dos alunos do curso pesquisado sobre provas e demonstracGes, além de analisar os principais
livros de geometria utilizados nesse curso.

Nas analises preliminares obtivemos alguns resultados prévios que foram
fundamentais na elaboragéo da organizagéo:

e Verificamos, com o estudo das concepcOes, que os alunos investigados, em sua
maioria, tiveram o primeiro contato com demonstracdes na graduacdo, praticando-a
exclusivamente com a funcdo de validacdo segundo as funcBes da demonstracdo
propostas por De Villiers (2001). Para a maioria desses alunos, o papel da
demonstracéo se reduz a validar uma afirmacdo e consideram que os termos ‘prova’ e
‘demonstragdo’ tém em matematica 0 mesmo significado.

e Apesar de verificarmos que os alunos praticaram provas formais, eles mostraram
fragilidade no desenvolvimento de uma demonstracdo e apresentaram deficiéncias em
articular propriedades e conceitos geométricos.

e Verificamos que os livros abordam quadrilateros de maneira direta, no sentido da
formalizagdo para a resolucdo de problemas. A organizacdo didatica do topico
quadrilatero ndo parece ter potencial para permitir ao aluno participar da construcéo da

teoria, mas apenas compreender o que foi feito por outro.
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e Quanto as tarefas propostas para o aluno, nos trés livros analisados estas tém potencial
para induzir os alunos a elaborar conjecturas, pensar sobre a figura, fazer conversées
entre registros e evoluir da apreensdo perceptiva para a discursiva. No entanto, as
obras analisadas ndo exploram suficientemente esse potencial para que o aluno adentre
0s processos de provas e demonstracoes.

Na fase experimental da engenharia, apos identificar, nas dimensdes epistemologica,
cognitiva e didatica, os problemas que influenciam a manutencéo do quadro atual de ensino e
aprendizagem de demonstracdes, decidimos quais varidveis globais e seus valores
fundamentariam a constru¢do de nossa sequéncia. Com base nessas variaveis, organizamos e
aplicamos nossa sequéncia de ensino de modo a:

e fazer com que a abordagem das tarefas seguisse a ordem inversa da proposta nos
livros analisados. As tarefas aplicadas tém o intuito de permitir aos alunos vivenciar
momentos de acdo, formulagdo e validacdo, assumindo papel ativo diante das
situacOes, para culminar na institucionalizag&o, como propde Brousseau (2008).

e proporcionar aos alunos tarefas em que pudessem efetuar a coordenagdo entre 0s
registros de representacdo e entre as apreensdes da figura, conforme Duval (2011,
2012), de modo a ndo confundirem um objeto geométrico com sua representacdo e a
reconhecerem o estatuto das figuras geométricas, dos axiomas, dos teoremas e das
definicdes.

e solicitar justificativas matematicas das construcbes, demandando que os alunos
praticassem a demonstracdo considerando, além da funcdo validacdo, outras fungdes
da demonstracdo, como explicacdo, sistematizacdo, comunicacdo e descoberta,
conforme De Villiers (2001).

Na andlise a priori, estabelecemos os objetivos de cada tarefa, definimos e
manipulamos nossas varidveis locais de modo a cumprir os objetivos estabelecidos e
levantamos hipdteses que foram validadas ou refutadas na anélise a posteriori.

A seguir, vamos fazer a validacdo — Gltima fase da engenharia didatica — comparando

as analises a priori e a posteriori e apresentando os principais resultados de nossa pesquisa.
Principais resultados

A organizacdo didatica proposta neste trabalho constou de trés partes. Apresentaremos
0s principais resultados de cada etapa e concluiremos com as contribui¢cdes desta pesquisa

para a educacdo matematica.
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Na primeira, as tarefas envolvem definicGes de quadrilateros e a relacdo entre eles,
utilizando simultaneamente os trés registros de representacdo semiotica: a lingua natural, o
registro simbolico e o registro figural.

Nesta etapa, evidenciamos dificuldades conceituais relativas a caraterizacdo de
quadrilateros notéveis e as relagdes entre eles. Algumas dessas dificuldades estéo relacionadas
com o foco dado a apreensdo perceptiva quanto as justificativas propostas pelos alunos. Esse
fato é reforcado por Duval (2009a, b) quando afirma que a limitacdo da representacdo de um
objeto matematico a um Unico registro pode provocar confusdo entre o objeto e sua
representacdo. Além disso, a apreensdo perceptiva é o primeiro olhar do aluno sobre a figura e
pode bloguear as outras apreensdes.

Constatamos também que a experiéncia que os alunos vivenciaram até 0 momento
com a geometria se restringe a geometria intuitiva (conhecimentos baseados em experiéncias
empiricas) e a caracteristica de uma geometria cientifica (evidenciada no momento em que se
afirma que a melhor maneira de dar inicio a geometria é pelas nogdes primitivas). A analise
do perfil dos alunos e de suas concepgoes sobre o ensino de geometria da indicios de que 0s
alunos ndo vivenciaram em sua formacdo momentos favordveis a construcdo de
conhecimentos/saberes geométricos.

Quanto a essa primeira etapa, observamos que houve uma aceitacdo da tarefa e as
discussbes apresentadas evidenciam que 0s sujeitos desta pesquisa puderam vivenciar
momentos de acdo, com indicios de mudancas de concepcBes e conscientizacdo da
necessidade da coordenacdo entre os registros e da participacdo do aluno na construcdo do
conhecimento para uma real aprendizagem e autonomia em sua préatica futura.

Os resultados obtidos na primeira etapa da sequéncia se assemelham aos obtidos na
pesquisa de Maioli (2001), especialmente quanto a autoridade dada aos livros didaticos, a
énfase atribuida ao registro figural e a dificuldade relacionada a geometria.

A segunda etapa foi composta de dez tarefas envolvendo construcGes geométricas em
um ambiente papel-lapis que solicitam provas e demonstracoes.

Pediu-se que os alunos construissem quadrilateros notaveis e apresentassem a
justificativa matemaética de cada construcdo. Essa configuracdo parece ter-lhes possibilitado
conjecturar e validar propriedades dos quadrilateros.

As escolhas das variaveis e os valores a elas atribuidos permitiram aos alunos
mobilizar diferentes conhecimentos, uma vez que cada escolha levou a diferentes estratégias

de construcdo e, consequentemente, requereu uma justificativa matematica correspondente.
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As escolhas feitas permitiram a institucionalizacdo das principais propriedades dos
quadrilateros notaveis.

A terceira etapa constou de 10 tarefas, das quais apenas duas foram aplicadas. Essa
etapa teve como objetivo permitir ao aluno a utilizacdo das defini¢cbes dos quadrilateros e a
aplicacdo das propriedades que foram institucionalizadas em etapas anteriores, e também
trabalhar condigBes necessarias e suficientes, destacar hipOtese e tese de um teorema e
trabalhar teorema reciproco, assim como explorar a redacdo de um teorema.

As situacOes propostas nessa etapa permitiram aos alunos efetuar conversdes do
registro em lingua natural para o figural, e na valida¢do foram conduzidos a utilizar o registro
simbolico e em lingua natural.

Com os resultados das tarefas das duas ultimas etapas, constatamos que:

e Houve um avangco em termos de aprendizagem em relacdo aos conhecimentos
geométricos, uma vez que ao final da terceira etapa os alunos ja mobilizavam
conhecimentos de mediatriz de um segmento, teorema das paralelas, congruéncia de
tridngulos, propriedades de quadriléteros, bissetriz e triangulo is6sceles na validacéo
da técnica utilizada.

e Em nenhum momento os alunos recorrem a propriedades de simetria axial para
justificar suas construcBes. Atribuimos essa auséncia ao fato de o aluno procurar
outras alternativas para validar suas técnicas.

e Os alunos tenderam a repetir modelos de demonstracdo, recorrendo sempre a
congruéncia de triangulos para validar suas técnicas e evitando aplicar as propriedades
institucionalizadas.

e Houve reducdo no uso de argumentos empiricos para validacdo das técnicas.

e Os alunos parecem ter tomado consciéncia das limitacGes da apreensdo perceptiva,
passando a realizar interpretacdo discursiva da figura, o0 que evidencia a tomada de
consciéncia do estatuto das figuras geométricas, dos axiomas, dos teoremas e das
definicdes.

e Haindicios de que os alunos compreenderam a nocao de contraexemplo ja que estes o
utilizaram corretamente.

e A andlise das producdes dos alunos mostra que houve uma evolucdo de provas
pragmaticas para provas conceituais (BALACHEFF, 2000).

e Os alunos evoluiram na escrita da demonstracdo, ja realizando algumas demonstragdes

bem estruturadas.
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e Observamos nas justificativas dos alunos outras funcdes da demonstracdo, aléem da
funcdo de validacdo, como as de explicacdo, sistematizacdo e comunicacao, propostas

por De Villiers (2001);

Diante das constatacOes apresentadas, acreditamos dispor de elementos para responder
nossa questdo de pesquisa: Situacdes de formacao que articulam provas e demonstracées em
geometria, mais especificamente em quadrilateros, permitem a alunos de licenciatura em
matematica a (re)construcao de saberes/conhecimentos relativamente a esse conteido?

As reflexdes apresentadas nas analises e o0s resultados expostos neste capitulo
permitem afirmar que as tarefas propostas, articulando provas e demonstracdes, se mostraram
férteis para que os alunos pudessem vivenciar as fases da teoria das situacdes didaticas
(BROUSSEAU, 2008), efetuar conversdes de registros de representacdo semiotica e
tratamentos e coordenar as apreensdes da figura, contribuindo assim para a (re)construcdo dos
saberes/conhecimentos relativamente a quadrilateros, prova e demonstracao.

Elaboramos, aplicamos e analisamos uma organizacdo didatica que parece ter
minimizado as dificuldades de alunos de um curso de licenciatura em matematica em
compreender demonstragdes em geometria, cumprindo assim nosso objetivo geral. Podemos
afirmar também que os objetivos especificos foram cumpridos, uma vez que:

e investigamos as concepgdes dos alunos a respeito de provas e demonstracgoes;

e analisamos as organizagdes didaticas e matemaéticas dos livros de Geometria adotados
em cursos de licenciatura em matematica;

e proporcionamos aos alunos tarefas que articulam provas e demonstracdes geométricas;

e proporcionamos aos alunos tarefas que contemplam mudancas e coordenagdo de

registros de representacéo.

Embora os resultados desta tese constituam produto de uma experiéncia realizada com
uma pequena amostra, esperamos ter contribuido para uma reflexdo sobre a metodologia
adotada na disciplina ‘Geometria plana’ dos cursos de licenciatura em matematica de nosso
pais e, portanto, para a formacéao de professores.

Pessoalmente, vivencio a certeza de que 0s novos conhecimentos adquiridos ao longo
desta pesquisa de doutorado foram determinantes para que houvesse uma reflexdo quanto a
minha pratica como pesquisadora e formadora de professores.

Finalizo esta investigacdo confessando os desafios enfrentados, como professora com

formagéo até entdo em matematica pura, em aplicar uma sequéncia de ensino fundamentada
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nos pressupostos da teoria das situacdes didaticas, a qual, por fim, permitiu minimizar as
dificuldades dos alunos em compreender demonstracdes em geometria.
Deixamos para pesquisas futuras duas questdes:
1. Qual seria a influéncia deste estudo sobre as futuras praticas docentes desses
alunos que participaram desta intervengéo?
2. Qual seria a influéncia da prética de professores sem formacdo em educacao
matematica sobre o ensino e a aprendizagem de geometria nos cursos de
licenciatura? Mais especialmente, como lidam com problemas que envolvem

provas e demonstrac6es, no sentido adotado por Balacheff (2000)?
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APENDICE A

Apresentamos neste apéndice as tarefas que ndo conseguimos experimentar.

Tarefa 10: Construir um paralelogramo em que dois vértices pertencem a duas retas
concorrentes.

Consideram-se dois pontos A e B e duas retas d e d; concorrentes e diferentes de 4B.
Existe um ponto C sobre d; e um ponto D sobre d tal que o quadrilatero ABCD seja um
paralelogramo? Justifique.

Figura 105. Figura suporte da Tarefa 10.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).

Andlise a priori da tarefa 10.
Técnica 1. Construimos a imagem da reta d pela translacdo de vetor AB. As retas d” e d;
interceptam-se no ponto C. Depois construimos a imagem d, da reta d; pela translagdo de

vetor BA. As retas ds e d interceptam-se no ponto D. Como CD = BA, o paralelogramo ABCD

é a solucdo do problema.

Figura 106. Figura-suporte da Técnica 1, referente a tarefa 10.

Fonte: Dados da pesquisa, com base em Maziero (2011).
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A descri¢do da técnica justifica a validagdo matemaética da construgéo.

Uma das técnicas de construcdo da tarefa 1 foi a utilizacdo da translacdo de vetores.
Acreditamos que a utilizacdo dessa técnica podera facilitar a construcéo solicitada na tarefa
10, uma vez que os alunos ja terdo vivido as fases de acdo, formulacdo e validacdo e
presumimos que tenha ocorrido aprendizagem.

Bloco tecnoldgico-tedrico: O processo de construcdo deve ser justificado apoiando-se nas
seguintes propriedades geomeétricas: Translacdo de vetores; definicdo de paralelogramo;

propriedade do paralelogramo. Todos ja contemplados em tarefas anteriores.
Tarefa 13

O seguinte raciocinio esta correto? Por qué? Se ndo o corrija.

a) ABCD é um paralelogramo, pois ele tem dois lados AB e ﬁ paralelos.

b) ABCD é um paralelogramo, pois suas diagonais AC e BD tém um ponto comum.
¢) MNPQ é um quadrilatero cujas diagonais sdo perpendiculares: € um losango.

d) Um retangulo é um paralelogramo particular.
Andlise a priori da tarefa 13.

Com esta tarefa objetivamos que o aluno:
e Apliquem corretamente as propriedades dos quadrilateros institucionalizadas;
e Atentem para o enunciado de um problema.

e Caracterizem os quadrilateros notaveis: paralelogramo, losango e retangulo.

(T13a) ABCD é um paralelogramo, pois ele tem dois lados AB e CD paralelos.

O aluno alcancara a resposta correta caso ele afirme que o raciocinio nao esta correto,
pois um par de lados paralelos ndo é suficiente para garantir que um quadrilatero é um
paralelogramo. Utilizando uma das caracterizacbes do paralelogramo que ja foi

institucionalizada, o aluno devera corrigir a afirmacéo da seguinte forma:

ABCD é um paralelogramo, pois ele tem dois lados AB e CD paralelos e congruentes.
E provavel também que os alunos corrijam a afirmacdo, utilizando a definicdo de

paralelogramo, da seguinte forma:

ABCD ¢é um paralelogramo, pois ele tem dois pares de lados A8 , CD o AD , BC

paralelos.
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(T13b) ABCD é um paralelogramo, pois suas diagonais AC e BD tém um ponto comum.

O aluno alcancaré a resposta correta caso ele afirme que o raciocinio ndo esté correto,
pois ter diagonais que se interceptem em um ponto ndo é suficiente para garantir que um
quadrilatero é um paralelogramo. Utilizando a propriedade referente as diagonais de um

paralelogramo o aluno poderé corrigir a afirmacéo da seguinte forma:

ABCD é um paralelogramo, pois suas diagonais AC e BD se interceptam nos seus
pontos médios.

(T13c) MNPQ é um quadrilatero cujas diagonais sdo perpendiculares: é um losango.

O aluno alcancaré a resposta correta caso ele afirme que o raciocinio ndo esté correto,
pois ter diagonais perpendiculares nao é suficiente para garantir que um quadrilatero seja um
losango. Utilizando a propriedade referente as diagonais de um losango o aluno podera
corrigir a afirmacéo da seguinte forma:

MNPQ é um quadrilatero cujas diagonais sdo perpendiculares e se interceptam em
seus pontos médios: é um losango.

Como esta propriedade ja foi abordada em outras tarefas desta sequéncia acreditamos
que os alunos a responderdo corretamente.

(T13¢) Um reténgulo é um paralelogramo particular.

O aluno respondera corretamente esta tarefa caso ele afirme que o raciocinio esta
correto. Uma vez que o retangulo satisfaz a definicdo de paralelogramo.

(T13) € mais uma tarefa que permite consolidar as propriedades dos quadrilateros
notaveis institucionalizadas. Acreditamos que os alunos serdo bem sucedidos na execu¢do

desta tarefa uma vez que estas propriedades ja terdo sido discutidas em tarefas anteriores.
Tarefa 14

a) Explique como vocé construiria um quadrilatero plano UVWZ que possui 0s quatro angulos
congruentes e 0s quatro lados congruentes. Faca a construgao.

b) Que quadrilatero é esse?

¢) Construa as diagonais de UVWZ. Elas sdo perpendiculares? Elas sdo congruentes?
Demonstre sua resposta.

d) Explique como vocé construiria um paralelogramo RSTU cujas diagonais sdo
perpendiculares e congruentes. Faca a constru¢do. RSTU é um losango? E um quadrado? Por
qué?

Analise a priori da tarefa 14.
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Com esta tarefa objetivamos que o aluno:
e Utilize a lingua natural para descrever um procedimento para a constru¢do geométrica
de um quadrado;
e Relacionar o quadrado com o paralelogramo, o retangulo e o losango.
(T14a, T1ap) Explique como vocé construiria um quadrilatero plano UVWZ que possui 0s
quatro angulos congruentes e os quatro lados congruentes. Faca a construcdo. Que
quadrilatero é esse?

Ao realizar esta tarefa o aluno provavelmente ja reconhece o quadrilatero que possui
0s quatro lados e os quatro angulos congruentes como um quadrado. Portanto, esperamos que
este recorra a descricdo dos passos da tarefa 7 a qual solicita a construgdo de um quadrado a
partir de um lado.

O aluno também podera utilizar o par de esquadros para construir retas paralelas e
perpendiculares de modo que o quadrilatero construido seja um quadrado.

(T14c) Construa as diagonais de UVWZ. Elas sdo perpendiculares? Elas sdo congruentes?
Demonstre sua resposta.

Nesta tarefa o aluno poderad recorrer a figura, isto €, a apreensdo perceptiva para
formular sua resposta. Esperamos que 0s mesmos respondam que a Unica forma de garantir a
generalidade da afirmacdo é por meio da demonstracéo.

Figura 107. Figura suporte da tarefa (T14p).

£ W
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Fonte: Dados da pesquisa.

Os triangulos UWZ e ZWV sdo congruentes pelo caso LAL (Lados e angulos
congruentes do quadrado). Logo, ZV é congruente a UW.

Porém pretendemos que os alunos articulem os seguintes argumentos: O quadrado
possui 0s quatro angulos retos, logo o quadrado é um retangulo. Como o retangulo possui

diagonais congruentes, entdo o quadrado possui diagonais congruentes,
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Para demonstrar que o quadrado possui diagonais perpendiculares o aluno podera
demonstrar da seguinte forma: como o quadrado possui os lados iguais, entdo possui também
os lados opostos iguais. Logo, UVWZ é um paralelogramo e, portanto, suas diagonais se
interceptam nos seus respectivos pontos médios.

Temos assim que WO é mediana relativa a base ZV do tridngulo isosceles ZWV e,
portanto, WO também ¢ altura relativa a ZV. Desse modo podemos afirmar que o angulo
formado pelas diagonais ZV e UW do quadrilatero UVWZ é reto. Logo, as diagonais desse
quadrilatero séo perpendiculares.

Outro argumento que poderd ser utilizado pelos alunos é que se UVWZ € um
quadrilatero de lados congruentes, entdo esse quadrilatero € um losango e o losango possui
diagonais perpendiculares. Logo, as diagonais do quadrado sao perpendiculares.

(T14g9) Explique como vocé construiria um paralelogramo RSTU cujas diagonais séo
perpendiculares e congruentes. Faca a construcdo. RSTU é um losango? E um quadrado?
Por qué?

Esperamos que os alunos afirmem que basta construir dois segmentos congruentes,
perpendiculares e que se interceptem em seus respectivos pontos meédios. Pois ter diagonais
que se interceptem em seus respectivos pontos médios é uma condi¢do necessaria a suficiente
para que um quadrilatero seja um paralelogramo.

Ja foi abordado em tarefas anteriores que para um quadrilatero ser um losango basta
que este possua diagonais perpendiculares que se interceptem em seus respectivos pontos
médios. Nesta tarefa pretendemos que o aluno observe que temos agora um paralelogramo
com diagonais perpendiculares. O fato de RSTU ser um paralelogramo implica que suas
diagonais se interceptam nos pontos médios de ambas. Logo, este paralelogramo € um
losango.

RSTU é um paralelogramo de diagonais congruentes, entdo esse paralelogramo é um
retangulo.

Se RSTU é um losango (possui todos os lados congruentes) e um retangulo (possui
todos os angulos retos), entdo RESU € um quadrado.

Com esta tarefa o aluno podera estabelecer as relagfes entre os quadrilateros notaveis,
articular argumentos exercitando a construgdo de uma demonstracéo e estabelecer condicoes
necessarias e suficientes para que um quadrilatero seja um quadrado.

Com esta tarefa retornamos as construcdes geomeétricas, porém em um sentido inverso.

Isto é, as construcbes podem ser livres, sendo garantidas pelas propriedades ja
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institucionalizadas. Desse modo, esta tarefa tem potencial para articular as apreensoes

perceptiva e discursiva.
Tarefa 15

Justifique as afirmagdes:
Para demonstrar que um quadrilatero é um:
a) Retangulo, basta mostrar que € um paralelogramo que tem um angulo reto.

b) Losango, basta mostrar que um paralelogramo que tem dois lados consecutivos
congruentes.

¢) Quadrado, basta mostrar que € um losango com um angulo reto.
Andlise a priori da tarefa 15.

Com esta tarefa objetivamos que o aluno fixe os conceitos e propriedades do retangulo, do
losango e do quadrado.
(T1ss) Para demonstrar que um quadrilatero € um Retangulo, basta mostrar que &€ um
paralelogramo que tem um angulo reto.
Como em um paralelogramo os angulos consecutivos séo suplementares e 0s angulos opostos
sdo congruentes, entdo se um paralelogramo possui um angulo reto os demais também serdo
retos. Logo, um paralelogramo com um angulo reto é um retangulo.
(T1sp) Para demonstrar que um quadrilatero é um Losango, basta mostrar que um
paralelogramo que tem dois lados consecutivos congruentes.
Como os lados opostos de um paralelogramo s&o congruentes, entdo um paralelogramo com
dois lados consecutivos congruentes tera todos os lados congruentes. Logo esse
paralelogramo serd um losango.
(T1sc) Para demonstrar que um quadrilatero € um Quadrado, basta mostrar que é um losango
com um angulo reto.
Como o losango é um paralelogramo, ele possui os angulos opostos congruentes e os angulos
consecutivos suplementares. Entdo se o losango possui um angulo reto, os outros angulos
também serdo retos. Um losango com os quatro angulos congruentes é um quadrado.

Esta tarefa possibilita o aluno a retornar as propriedades relativas aos angulos dos
guadrilateros notaveis e aos conceitos desses quadrilateros.
Tarefa 16

Nos teoremas seguintes, temos mais hipoteses que necessario. Suprima-as.



326

a) Um paralelogramo cujas diagonais tém mesma medida e interceptam-se nos seus pontos
médios é um retangulo.

b) Um quadrilatero cujas diagonais tém mesmo ponto médio, mesma medida e séo
mediatrizes uma para outra, é um quadrado.

c) Se O é ponto médio de AC e BD,0OA=0B=0C=0De AC e BD se
interceptam no ponto O, entdo ABCD é um retangulo.

Andlise a priori da tarefa 16.

Com esta tarefa objetivamos que o aluno compreenda que existem condi¢des minimas que
caracterizam um objeto matemaético.

(T16a) Um paralelogramo cujas diagonais tém mesma medida e interceptam-se nos seus
pontos médios é um retangulo.

Esperamos que os alunos respondam que para que um paralelogramo seja um
retdngulo é necessario e suficiente que possua diagonais congruentes. Pois o fato de o
quadrilatero ser um paralelogramo j& o obriga a ter diagonais que se interceptam nos seus
pontos médios. Dessa forma suprimindo as hipoteses desnecessarias o teorema pode ser
redigido da seguinte forma:

Um paralelogramo cujas diagonais tém mesma medida € um retangulo.
(T16p) Um quadrilatero cujas diagonais tém mesmo ponto médio, mesma medida e sdo

mediatrizes uma para outra, € um quadrado.

Nesta tarefa o aluno devera conhecer a definicdo de mediatriz e observar que o fato de
ja haver uma hipdtese que diz respeito ao ponto médio implica que bastaria acrescentar a
hipbtese que as diagonais sdo perpendiculares. Entdo teremos duas formas equivalentes de
escrever o teorema:
Um quadrilatero cujas diagonais tém mesmo ponto médio, mesma medida e séo
perpendiculares entre si, € um quadrado.
ou
Um quadrilatero cujas diagonais tém mesma medida e sdo mediatrizes uma para outra, € um

quadrado.

(T16c) Se O é ponto médio de AC e BD ,0OA=0B=0C=0De AC e BD se
interceptam no ponto O, entdo ABCD é um retangulo.

A informacdo desnecessaria nesta tarefa é que AC e BD se interceptam no ponto

O. Pois se O é ponto médio destes segmentos, entdo necessariamente eles se interceptam em
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O. Quanto as igualdades OA = OB = OC = OD, elas sdo necessarias para garantir as

congruéncias das diagonais AC e BD o retangulo. Desse modo, esperamos que 0s

alunos redijam o teorema da seguinte forma:
Se O é ponto médiode AC e BD e OA = 0B =0C = 0D, entdo ABCD é um retangulo.

Tarefa 17

Sabe-se de um quadrilatero que ele tem trés lados de mesmo comprimento.

Henrique diz: “Basta que suas diagonais se interceptem nos seus pontos médios para que ele
seja um losango”.

Magalhdes argumentou: “Basta que tivesse com um angulo reto para que ele seja um
quadrado”.

Malan: “Basta que o quarto lado seja o dobro de um dos trés lados para que ele seja um
trapézio”.

Quem acertou? Quem errou? Por qué?

Analise a priori da tarefa 17.

Com esta tarefa objetivamos que o aluno tenha a oportunidade de conjecturar sobre
situacOes ainda ndo vivenciadas, de modo a procurar contraexemplos ou aplicar propriedades
institucionalizadas para justificar sua resposta. Neste momento esperamos que 0s alunos ja
reconhecam o estatuto da figura e ndo seja conduzido a uma resposta apenas pela apreenséao
perceptiva.

Segundo a afirmagdo de Henrique, teriamos um quadriladtero convexo, ja que as
diagonais se intersectam, e esse quadrilatero é um paralelogramo, uma vez que as diagonais se
interceptam nos pontos médios de ambas. Como um paralelogramo possui os lados opostos
congruentes e o quadrilatero a que a tarefa se refere tem trés lados congruentes, podemos
afirmar que seus quatro lados sdo congruentes, e, de fato, esse quadrilatero é um losango.
Portanto a afirmacdo de Henrique esta correta.

A afirmagdo de Magalhdes ndo estd correta. O aluno podera apresentar o seguinte

contraexemplo:
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Figura 1: Figura suporte da tarefa 17

C D
-

Fonte: Dados da pesquisa.

O quadrilatero ABCD tem AB = BC = CD, o angulo BCD reto e 0 angulo ABC n#o
reto. Ao construir um quadrilatero em que um dos angulos consecutivos a BCD tenha medida
diferente de 90°, garantimos que esse quadrilatero ndo é um paralelogramo, consequentemente
ndo é um quadrado.

A afirmacdo de Malan também néo esta correta. O aluno podera apresentar a seguinte
construcdo como contraexemplo:

Figura 108. Figura suporte da tarefa 17.

Cy

Fonte: a autora deste trabalho
Considerar o segmento AB. Tracgar duas circunferéncias ¢; e ¢, de raios AB, com

centros A e B respectivamente. Marque os pontos P e Q, interse¢des de ¢; com c,.
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Com centro em Q (A construcdo seria analoga, caso escolhéssemos P), tracar uma
circunferéncia c; de raio QB. Marque os pontos C e D, intersecOes de c3 com C; e Cy,
respectivamente. O quadrilatero ABCD é tal que CB = BA = AD e CD medindo o dobro de
um dos lados.

Tomando agora um ponto D; # D em c¢; construa um segmento D;C; de medida igual a
CD tal que C; # C pertenca a c,. O quadrilatero ABC;D; é tal que D;A = AB = BCy, e D1C;
mede o dobro de um dos outros lados do quadrilatero. Como D;C; # CD e D,C; e CD s&o
concorrentes, entdo um deles ndo é paralelo a AB. Além disso AD; n&o é paralelo a BC, e AD
ndo ¢é paralelo a BC, pois, caso contrario, teriamos D;C;= DC = AB 0 que contrariaria a
hipotese de que D,C; e DC medem, cada um, o dobro de AB. Logo, ou ABCD néo é um
trapézio ou ABC;1D; ndo é um trapézio.

O aluno pode apresentar também como contraexemplo o seguinte quadrilatero:

Figura 109. Figura suporte da tarefa 17.

P o
_,'é:[ﬁjﬂﬂﬂ 4“‘&?;3

E

,-”\Euﬂ 60°
L 505 70°
M A _m 4Dﬂ/“.ll

Fonte: Dados da pesquisa.

Como dois angulos consecutivos do quadrilatero MNOP néo sdo suplementares, entdo

este quadrilatero ndo é um trapézio.

Tarefa 18

ABCD é um quadrilatero plano convexo. Os pontos I, J, K, L sdo os pontos médios

respectivos de AB,BC,CDe DA.

a) Os segmentos I] e KL séo paralelos? Por qué?

b) IJKL é um paralelogramo? Por qué?
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Analise a priori da tarefa 18

Com esta tarefa objetivamos introduzir a definigéo e a propriedade de base média do
triangulo.

Figura 110. Figura suporte da tarefa Tis.

c

A

Fonte: Dados da pesquisa.

Acreditamos que, com esta tarefa, o aluno ira conjecturar sobre a figura e vai acreditar
que o quadriladtero construido ao ligar os pontos médios de ABCD €, de fato, um
paralelogramo. Porém, neste momento, acreditamos que o aluno ja sinta a necessidade de
investigar o porqué deste fato. A esta altura é provavel que o aluno ja busque a prova nédo
apenas com a funcao de validacdo, mas também com a funcédo de explicacéo.

O quadrilatero ABCD a que a tarefa se refere € um quadrilatero qualquer, porém, as
conjecturas que poderdo ser apresentadas por parte dos alunos, podem nos fornecer subsidios
para questionar sobre casos particulares, como por exemplo, sob quais condicGes o
quadrilatero obtido pela unido dos pontos médios é um losango, ou um retangulo, ou ainda
um quadrado? Devemos impor condicGes sobre os lados? Sobre as diagonais? Neste momento
os alunos poder&o vivenciar sucessivas fases de agédo e formulagéo.

O tratamento que devera ser feito na figura para que o aluno possa associar com a
apreensdo discursiva e validar o que sera observado durante as conjecturas exige uma
reconfiguracdo que é ndo congruente ao que é solicitado no enunciado. Isto é, 0 aluno devera
demonstrar que o quadrilatero obtido pela unido dos pontos médios é um paralelogramo e o
que o aluno devera fazer para realizar a demonstracdo € construir diagonais do quadrilatero
primitivo e visualizar os triangulos obtidos ao tracar as diagonais.

N&o esperamos que o aluno realize a demonstragcdo da propriedade da base média do
triangulo, porém esta tarefa € propicia para provocar conjecturas por parte dos alunos para que

estes percebam esta propriedade por meio da apreensao perceptiva e sintam-se motivados a
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desejar saber 0 porqué desta propriedade. Neste momento institucionalizaremos a propriedade

da base média do tridngulo com sua respectiva demonstracao.

Tarefa 19

Seja ABCD um retangulo tal que AB = 2BC, | ponto médio do segmento CD e K o do
segmento AB.

a) KI = KA = KB? Demonstre a sua resposta.

b) As retas Al e Bl sdo perpendiculares? Por qué?

c) J e L sdo os pontos médios respectivos dos segmentos 1B e Al. IJKL € um quadrado? Por
qué?

d) A reta JL é paralela as retas AB e CD? Demonstre a sua afirmacéo.

Analise a priori da tarefa 19
Com esta tarefa objetivamos que o aluno:
e Conjecturar sobre a figura;
e Aplicar a propriedade da base média do triangulo

e Associar as apreensdes perceptiva e discursiva;

e Construir demonstracfes geométricas;

(T19a) KI = KA = KB? Demonstre a sua resposta.

Figura 111. Figura suporte da tarefa Tig,.

D I C
] []
-] [-]

A K B

Fonte: Dados da pesquisa.
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Como ABCD é um retangulo, temos que AB//CD e, entdo AK//DI. Podemos afirmar
também que AK = DI pois K e | sdo pontos médios de AB e CD respectivamente. Logo,
AKID é um paralelogramo com dois angulos retos e, portanto, um retangulo. Podemos
concluir entdo que KI = KA. Como K é ponto médio de AB, entdo KA = KB = KI.

(T19b) As retas Al e Bl séo perpendiculares? Por qué?

Figura 112. Figura suporte da tarefa Tigp.

D | C
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Fonte: Dados da pesquisa.

AKID e KBCI séo retangulos com dois angulos retos. Logo, sdo quadrados e Al e IB
séo diagonais de AKID e KBCI respectivamente. Assim podemos afirmar que:

AIK = KIB = 45" = AIK + KIB = 90°= AIB = 90" =AI LIB.

(T19c) J € L s@o os pontos médios respectivos dos segmentos IB e Al. IJKL é um
quadrado? Por qué?

Figura 113. Figura suporte da tarefa Tiq.

Fonte: Dados da pesquisa.
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AKID e AKBC sdo quadrados congruentes, entdo AL = LI =LK = 1J = JB = JK
(diagonais do quadrado sdo congruentes e se interceptam nos respectivos pontos
médios). Logo, o quadrilatero KL1J é um losango. Além disso, foi provado na tarefa
(T190) que ATB = 90°. Temos que KLIJ é um losango com um angulo reto; portanto,
KLIJ é quadrado.

(T194) A reta JL € paralela as retas AB e CD? Demonstre a sua afirmagéo.

Figura 114. Figura suporte da tarefa Tigq.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Esta tarefa pode ser realizada utilizando base média do triangulo. Isto é, L] é base
média do tridngulo AIB, logo, LJ//AB.

O aluno também podera utilizar o fato de que JLK = LKA, pois ambos medem 45°.
Esta congruéncia implica no paralelismo das retas LJ e AB. Temos também que as retas AB e
CD sédo paralelas, pois sdo retas suporte dos lados do retangulo ABCD. Logo, pela
transitividade da relacéo de paralelismo, temos que as retas LJ, AB e CD séo paralelas.

Esta tarefa além de oportunizar o aluno de conjecturar, pensar sobre a figura e associar
as apreensodes perceptiva e discursiva, pode nos dar a oportunidade de introduzir a definicéo e

a propriedade da base média do triangulo.
Tarefa 20

Seja ABCD um quadrado cujas diagonais interceptam-se no ponto O e E o ponto médio do
segmento BC.
a) Construa o quadrado CEFG externo. Explique o seu algoritmo de construcao.

b) OBFC é um quadrado? Por qué?
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Analise a priori da tarefa 20

Objetivamos com esta tarefa, que o aluno possa utilizar as condi¢fes necessarias e
suficientes sobre as diagonais de um quadrilatero para que este seja um quadrado, como forma
de construi-lo.

(T20a) Construa o quadrado CEFG externo. Explique o seu algoritmo de construgéo.
Figura 115. Figura suporte da tarefa Tpa.

D H C G

Fonte: Dados da pesquisa.

Seja H o ponto médio do lado CD do quadrado ABCD. Como EC = CH = HO = OE
(HOE e HCE s#o triangulos retangulos, is6sceles e congruentes) e HCE é reto, entdo HCEO é
um quadrado. Desejamos construir um quadrado externo de lado EC, entdo o quadrado que
buscamos é congruente a HCEO. Tracemos agora os segmentos CF e EG, congruentes ao
segmento CO, e tais que CF e EG sejam congruentes, sejam perpendiculares e se
interseccionem no ponto médio de ambos. Unindo os pontos E, F, G e C, vamos obter o
quadrado externo EFGC.
(T200) OBFC é um quadrado? Por qué?

Figura 116. Figura suporte da tarefa Top.

Fonte: Dados da pesquisa.
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Esperamos que os alunos utilizem a condicdo necesséria e suficiente sobre as
diagonais do quadrado para chegar a seguinte conclusdo: o quadrilatero OCFB ¢ tal que EO =
EC = EF = EB, pois E é ponto médio do segmento BC e os quadrados OECH e CEFG sao
congruentes. Além disso, o angulo CEF é reto, ainda pelo fato de CEFG ser quadrado. Logo,
BC e OF séo congruentes, se interceptam no ponto médio de ambas e sdo perpendiculares.
Portanto, OBFC é um quadrado.

Pode ocorrer também de o aluno utilizar as congruéncias dos triangulos EOC, EFC,
OEB e EBF e concluir que o quadrilatero OBFC possui 0s lados e os angulos congruentes.

Com esta tarefa o0 aluno devera demonstrar que dois quadrilateros sdo quadrados,
sendo que estes estdo apresentados em posicOes distintas. Esperamos que, ao aplicar esta
tarefa, o aluno ja tenha compreendido o estatuto de uma figura e ndo se apegue mais a
apreensao perceptiva para classificar uma figura geométrica. Ou seja, esperamos que 0 aluno
ndo classifigue o quadrilatero OBFC como um losango ndo quadrado orientado pela

apreensdo perceptiva.
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APENDICE B

Universidades e Bibliografia basica

UNIVERSIDADE

NOME DO
COMPONENTE
CURRICULAR

BIBLIOGRAFIA BASICA

Universidade Federal de
Tocantins

Geometria Euclidiana
Plana

BARBOSA, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana. 8 ed.
Rio de Janeiro: IMPA, 2005.

DOLCE, O.; POMPEO, J. N. Fundamentos de
Matemaética Elementar. 7 ed. v. 9. Sdo Paulo: Atual,
2003.

REZENDE, E. Q.; QEIROZ, M. L. B. Geometria
Euclidiana Plana e ConstrucGes Geométricas.
Campinas: Editora Unicamp, 2000.

IFSP — Instituto Federal
de Séo Paulo

Geometria 1

REZENDE, E. Q. F. E OUTRA. Geometria Euclidiana
Plana. Segunda edicdo. Editora Unicamp. Campinas,
SP. 2008.

DOLCE, O. e outro. Fundamentos de Matemaética
elementar, geometria plana. Editora Atual. Volume 9.
Ultima edigo. 2009.

BONJORNO, J. R.; BONJORNO, Regina Azenha;
OLIVARES Ayrton. Matemética: fazendo a diferenca.
Séo Paulo: FTD, 2006.

Universidade Federal do
Rio Grande do Sul

Geometria |

DOLCE, Osvaldo; POMPEO, Jose Nicolau -
Fundamentos de matematica elementar: geometria
plana - Editora Atual (ISBN: 853570552X;
9788535705522)

REZENDE, E. - Geometria Euclidiana Plana e
construcdes geométricas — Editora unicamp (ISBN: 85-
2680504-5)

WAGNER, Eduardo — Construcoes geométricas -
Editora SBM (ISBN: 9788524400841)

Universidade Tecnoldgica
Federal do Parana

Geometria 1

BARBOSA, J.L.M. Geometria Euclidiana Plana.
Colecéo do Professor de Matemética, SBM,2006.
DOLCE, O, POMPEQ, J. N. Geometria Plana.
Fundamentos da Matematica Elementar. VVolume 09, 82
edicdo, Atual editora, 2008.

LIMA, E.L. Medida e Forma em Geometria. Colecéo
do Professor de Matematica, SBM, 1991.

Universidade Federal de
Santa Maria — Rio Grande
do Sul

Geometria Plana e
Desenho Geométrico

BARBOSA, J.L.M. Geometria euclidiana plana. Rio de
Janeiro: SBM, Colecéo do Professor de Matematica,
1995.

PENEIREIRO, J.B. e SILVA, M.F. da. Introduc¢do a
geometria euclidiana no plano. Caderno didatico. Santa
Maria: Gréafica da UFSM, 2000.

Universidade do Estado
da Bahia

Geometria Plana

BARBOSA, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana:
Colecéo Professor de Matematica. Sociedade Brasileira
de Matemética.

DOLCE, O. e POMPEO, J. N. Fundamentos de
Matematica Elementar: Geometria Plana, Vol. 9, Sao
Paulo, Atual Editora Ltda.

FETISSOV, A. I. A Demonstracdo em Geometria.
Trad.: Hygino H. Domingues._Cole¢do Matematica:
Aprendendo e Ensinando, S&o Paulo, Atual Editora,
1994,

GENTIL, Nelson, SANTQOS, Carlos Alberto
Marcondes, GRECO, Antonio Carlos, FILHO, Antonio
Bellotto, GRECO, Sergio Emilio. Matematica para o
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Ensino Médio. Vol. 2, Editora Atica, Sdo Paulo.

Universidade Estadual de
Alagoas

Geometria Euclidiana
Plana

BARBOSA, J. L. M., Geometria Euclidiana Plana, 9.ed.
Rio de Janeiro: SBM, 2006.

REZENDE, Eliane Q. F.; QUEIROZ, Maria L. B. de.
Geometria Euclidiana Plana e construgcdes geométricas.
2.ed. Sdo Paulo: Editora da UNICAMP, 2008.

Universidade Federal de
Séo Carlos — Sdo Paulo

Geometria Euclidiana

BARBOSA, Jodo Lucas. Geometria Euclidiana Plana.
Rio de Janeiro: Instituto de Matematica Pura e
Aplicada, 2003.

CARVALHO, Paulo César Pinto. Introducdo a
Geometria Espacial. Rio de Janeiro: Instituto de
Matematica Pura e Aplicada, 2003

LIMA, E.L. Medida e Forma em Geometria. Cole¢éo
do Professor de Matematica. Rio de Janeiro:
Impa/Vitae, 1992.

Universidade Federal de
Uberlandia — Minas
Gerais

Geometria Euclidiana
Plana e Desenho
Geométrico

REZENDE, E. Q., Geometria Euclidiana Plana e
Construgbes Geométricas, Editora da Unicamp,
Campinas, 2.000.

MOISE, E. E DOWNS F. JR., Geometria Moderna
vols. 1 e 2, Editora Edgard Blucher, S&o Paulo, 1.971.
WAGNER, E., Construgdes Geométricas, Colecdo do
Professor de Matematica, SBM, Rio de Janeiro, 1.993.
GIONGO, A. R., Curso de Desenho Geométrico,
Livraria Nobel, Sdo Paulo, 1.984.

REVISTA DO PROFESSOR DE MATEMATICA.
Publicacdo quadrimestral da SBM — Sociedade
Brasileira de Matemaética. Rio de Janeiro. (Mais de 50
nameros publicados).

Universidade Federal do
Para

Ensino de Geometria
Aplicada ao Ensino
Fundamental

BARBOSA, J. L. M. Geometria Euclidiana Plana,
Colecéo do professor de matemética, SBM, 1997.
CASTRUCCI, B., Ligdes de Geometria Plana, Editora
Nobel, 1976.

IEZZI, G. Murakami, C. e Machado, N. J. Fundamentos
de Matematica Elementar, vol 9; Editora Atual, 1993.
LIMA, E. L. Medida e Forma (Cole¢éo Professor de
Matematica), SBM, 1991.

MOISE, E.E, E DOWNS, F.L. Geometria Moderna,
vol. I-11, Editora Edgard Blicher, Sdo Paulo,1971.
REZENDE, Eliane Quelho Frota. Geometria Euclidiana
plana e constru¢des geométricas, 22 edi¢do, Unicamp.
2008.

SANTOS, Alex Alves Magalhdes dos. Geometria
euclidiana. Editora Ciéncia moderna, 2008.

Ensino de Geometria
Aplicada ao Ensino
Médio

CARVALHO, P. C. P. Introducéo a Geometria
Espacial. Colecéo do professor de Matematica.
Sociedade Brasileira de Matemaética, Rio de Janeiro -
RJ, 2005.

IEZZI, Gelson, Murakami, C. e Machado, N. J.
Fundamentos da Matemética Elementar, vol 10, 62 ed.
Editora Atual, 2005.

MACHADO, A. S. M. Matemética, Temas e Metas.
Areas e Volumes. Vol 4 editora Atica, 1988.

LIMA, E.L. CARVALHO, P.C.P. WAGNER &
MACHADO, A.C. A Matematica do Ensino Médio (3
vol), vol. 2, 42 edic8o. Rio de janeiro. Sociedade
Brasileira de Matematica (colegdo Professor de
Matematica), 2002.

Universidade Federal do
Piauf

Geometria Euclidiana

BARBOSA, Jodo Lucas Marques; Geometria
Euclidiana Plana; Colecdo Fundamentos da Matematica
Elementar; Sociedade Brasileira de Matemética; Rio de
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Janeiro; 1985.

CARVALHO, P.C., Introducéo a Geometria Espacial;
Colecdo Professor de Matematica; SBM.

MOISE, Edwin E., Geometria Moderna. Editora Edgard
Blucher Ltda; vols. | e 1.

KEDDY, Mervin L.; Geometry a Modern Introduction.
Editora Wesley Publishing,

CD, Inc, 1965.

Universidade Federal de
Campina Grande - Paraiba

Fundamentos da
Geometria Euclidiana
Plana

BARBOSA, Jodo Lucas Marques. Geometria
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Rio de Janeiro: SBM — Sociedade Brasileira de
Matematica, 2003.

DOLCE, Osvaldo e POMPEO, José Nicolau.
Fundamentos de Matematica Elementar: Geometria
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Universidade Estadual de
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Geometria Euclidiana
Plana

DOLCE, Osvaldo. POMPEO, Osvaldo. Fundamentos
de Matematica Elementar, VVol.9, Ed. Atual.
BARBOSA, Jodo Lucas Marques. Geometria
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Universidade Federal do
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Mucuri

Geometria Euclidiana
Plana

REZENDE, E. Q., Geometria Euclidiana Plana e
Construgfes Geométricas, Editora da Unicamp,
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MOISE, E. E DOWNS F. JR., Geometria Moderna
vols. 1 e 2, Editora Edgard Blucher, Sao Paulo, 1.971.
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DOLCE, O & POMPEQ, J. N. Fundamentos de
Matematica Elementar. Vol 9: Geometria Plana. 4a. ed.
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de Janeiro: SBM, 1995.

DOLCE, O.; POMPEOQ, J. N. Geometria Plana.Colecéo
Fundamentos de Matematica Elementar, v. 9. 7. ed. Sao
Paulo: Atual, 1993.

DOLCE, O.; POMPEO, J. N. Geometria Espacial.
Colecdo Fundamentos de Matematica Elementar. v. 10.
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Paulo: Edgar Blucher, 1971.

REZENDE, E. Q. F, QUEIROZ, M. L. B.de.Geometria
Euclidiana Plana e Construcdes Geométricas.
Campinas: Editora da Unicamp, 2000.

PIRES, C. M. C.; CURI, E.; CAMPOS, T. M. M.
Espago & Forma. 1. ed. Sdo Paulo PROEM, 2000.
PAVANELLO, R. M. O abandono da geometria no
Brasil: causas e consequéncias. In: Revista Zetetiké,
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KOBAYASHI, M. do C. M. A construcdo da geometria
pela crianga. Bauru: EDUSC, 2001.

BRASIL. Secretaria de Educacdo Fundamental.
Parametros curriculares nacionais: matematica. 2. ed.
Brasilia: MEC/SEEF, 1998. 148 p.
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médio
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IEZZI, Gelson. Fundamentos de Matematica Elementar,
vol 7 (Geometria Analitica), Atual Editora.

LIMA, Elon Lages; CARVALHO, Paulo Cezar P.;
WAGNER, Eduardo; Morgado, Augusto C. A
Matematica do Ensino Médio, vol 2(Geometria
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Geometria Axiomatica

BARBOSA, Jodo Lucas Marques Barbosa. Geometria
Euclidiana Plana. Colecéo do Professor de
Matematica/SBM. Rio de Janeiro: SBM, 2006.
CARVALHO, Paulo Cezar Pinto. Introducéo a
Geometria Espacial. Colecéo do Professor de
Matematica/SBM. Rio de Janeiro: SBM.

LIMA, Elon Lages et al. A Matematica do Ensino
Médio. Vol. 2. Colecdo do
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2000.
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Geometria Euclidiana
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edicdo. Campinas. Editora UNICAMP, 2008.
DOLCE, O. e POMPEO, J. N. Fundamentos de
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Recdncavo Baiano plana. 6 ed. Rio de Janeiro: SBM, 2004.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Referéncias dos livros de Geometria Plana adotados nos cursos de Licenciatura em
Matematica
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IEZZI, G. (et. al.), Fundamentos de Matemética Elementar: Geometria Plana. VVol. 9, S&o Paulo, 5
Atual Editora, 1991. 30

KEDDY, Mervin L.; Geometry a Modern Introduction. Editora Wesley Publishing, CD, Inc, 1
1965.
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didético. Santa Maria: Gréafica da UFSM, 2000.

PIRES, C. M. C.; CURI, E.; CAMPOS, T. M. M. Espago & Forma. 1. ed. Sdo Paulo: PROEM, 1
2000.
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PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DE SAO PAULO
Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia
Programa de Estudos Pds-Graduados em Educagdo Matemadtica

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Vocé estd sendo convidado para participar da pesquisa intitulada “Ensino e aprendizagem de

provas e demonstracdes em Geometria Plana em um curso de licenciatura em matematica da
Universidade do Estado da Bahia”. Sua participacdo ndo é obrigatodria. A qualquer momento vocé pode
desistir de participar e retirar seu consentimento. Sua recusa nado trard nenhum prejuizo em sua relagao
com o pesquisador ou com a Universidade. O objetivo deste estudo é desenvolver uma organizagdo
didatica que permita minimizar as dificuldades dos alunos de Licenciatura em Matematica em
compreender demonstragdes geométricas bem como criar condi¢des para que estes futuros professores
desenvolvam competéncias no sentido de fortalecer o raciocinio dedutivo de seus alunos, buscando
responder as seguintes questOes de pesquisas: Quais fatores contribuem para as dificuldades
relacionadas a provas e demonstragdes no curso de Licenciatura em matematica? E quais agdes podem
ser efetivadas para minimizar as dificuldades dos alunos de Licenciatura em Matematica para
compreender provas e demonstragdes geométricas, no intuito de criar condigdes para que estes futuros
professores sejam capazes de desenvolver o raciocinio dedutivo de seus alunos?
Sua participacdo nesta pesquisa consistira em participar da aplicacdo da sequéncia didatica. Os riscos
relacionados com sua participagao nao existem. Os beneficios relacionados com a sua participagao vao
refletir sobre a formacao inicial de professores de matematica, em cursos de Licenciatura no que se refere
a minimizar as dificuldades relacionadas as demonstragdes geométricas, bem como aumentar a
autonomia em ensinar demonstragGes a seus futuros alunos. As informacgGes obtidas através dessa
pesquisa serdo confidenciais e asseguramos o sigilo sobre sua participacdo. Os dados ndo serdo
divulgados de forma a possibilitar sua identificagdo nos questiondrios. Vocé recebera uma cépia deste
termo onde consta o telefone e o endereco institucional do pesquisador principal e do CEP, podendo tirar
suas duvidas sobre o projeto e sua participa¢do, agora ou a qualquer momento.

MARIDETE BRITO CUNHA FERREIRA
PESQUISADORA

Declaro que entendi os objetivos, riscos e beneficios de minha participagdo na pesquisa e concordo em

participar.

Sujeito da pesquisa



