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RESUMO

Esta pesquisa tem por objetivo explorar a construcdo dos poliedros regulares convexos, no
Cabri-3D como uma possivel transposicdo didatica interna da construcdo de superficies
poliédricas desenvolvidas por Euclides (300 a.C), transformado suas orientacdes para uma
linguagem atual, e verificando se essa construcdo apresenta as relacdes necessarias para o
desenvolvimento de formulas para o calculo da medida do volume desses poliedros. Nos
orientamos pela seguinte questdo de pesquisa: a construcao de poliedros regulares pelo método
de Euclides propicia o calculo da medida de seus volumes bem como a composicdo e
decomposicao do dodecaedro e do icosaedro? O referencial tedrico esta baseado na nogao de
Transposicdo Didatica e a Problematica Ecoldgica de Yves Chevallard e nos Registro de
Representacdo Semidtica de Duval especificamente nas apreensbes sequencial, perceptiva,
operatoria e discursiva, além das quatro maneiras de ver (olhar) as figuras em funcéo do papel
que elas desempenham nas atividades de geometria: o botanico, o topdgrafo gebmetra, o
construtor e o inventor-marceneiro. A pesquisa € de natureza qualitativa do tipo documental
porque estd baseada na leitura, andlise e interpretacdo do livro XIII, de Elementos de Euclides
que aborda as construc¢des do tetraedro regular, hexaedro regular, octaedro regular, dodecaedro
regular e do icosaedro regular. Os procedimentos séo desenvolvidos em trés partes. Na primeira
parte exploramos as construcdes propostas por Euclides e as adaptamos para que pudessem ser
construidas com as ferramentas do ambiente de representagdo dindmica Cabri-3D, e
constatamos que todos os poliedros regulares convexos podem ser construidos nesse ambiente.
Na segunda parte exploramos as construcdes realizadas e buscamos relaces e medidas que
permitiram deduzir formulas para o calculo da medida do volume desses poliedros, tanto em
funcéo da medida de suas arestas, quanto em funcédo da medida do didmetro das esferas que os
circunscrevem. O dinamismo do software favoreceu a visualizacdo dessas relacdes e medidas.
Na terceira parte buscamos as condicGes necessarias para determinar se uma piramide de base
regular pentagonal pode ou nao fazer parte de um dodecaedro regular, bem como as condicdes
para que um tetraedro possa compor ou ndo um icosaedro regular. A partir da determinagéo
dessas condi¢des pudemos propor a construcdo desses dois poliedros, por composi¢do no Cabri-
3D e deduzir uma férmula para o calculo da medida de seu volume a partir da medida do volume
de uma das piramides que o comp®@e. Assim, consideramos gque nossa questdo foi respondida e
as hipoteses levantadas durante o trabalho foram validadas nos conduzindo a desenvolver,
futuramente, uma sequéncia para seu ensino.

Palavras-chave: Poliedros regulares convexos. Construcdo Geométrica. Medida de volume.



ABSTRACT

This research aims to explore the construction of regular convex polyhedra in Cabri-3D as a
possible didactic transposition on the construction of polyhedral surfaces developed by Euclid
(300 BC), transformed to a current language, and verifying if this construction presents the
necessary relations for the development of formulas for the volume measure calculation of these
polyhedra. We oriented ourselves by the following question of research: Does the construction
of regular polyhedra by Euclid method propitiate the measure calculation of their volumes as
well as the composition and decomposition of dodecahedron and the icosahedron? The
theorical referencial is based on the notion of Didatic Transposition and the Ecological
Problematic of Yves Chevallard and the Registry of Durval’s Semiotics Representation
specifically on the sequential, perceptive, operative and discursive apprehensions, in addition
to the four ways of seeing (to look) the pictures in function of the roles that they perform in the
activities of geometry: the botanical, the topographer geometer, the constructor and inventor-
woodworker. The research is of qualitative nature of documental type because it is based on the
reading, analysis and interpretation of Book XIlII, the Elements of Euclid, that approach the
construction of the regular tetrahedron, regular hexahedron, regular octahedron, regular
dodecahedron and the regular icosahedron. The procedures are developed in three parts. On the
first part we explored the constructions proposed by Euclid and we adapted them so that they
could be constructed with the tools in the environment of Cabri-3D dynamic representation,
and we noted that every regular convex polyedra can be constructed in this environment. On
the second part we explored the constructions accomplished and search relations and measures
that allow to deduce formulas for the volume measure calculation of these polyhedra, in
function of the measure of their edges, as much as in function of spheres diameter measure that
circumscribe them. The dynamism of the software favoured the visualization of these relations
and measures. On the third part we searched the necessary conditions to determine if the
pentagon based pyramid can or cannot be part of a regular dodecahedron, as well as the
conditions for a tetrahedron can or cannot compound a regular icosahedron. From the
determination of these conditions we could propose the construction of these two polyhedron
by composition in Cabri-3D and deduct a formula for the volume measure calculation by the
volume measure of one of the pyramids that compose it. Thus, we believe that our question was
answered and the hypothesis raised during the research were validated, conducting ourselves to
develop, futurely, a sequel for its education.

Keywords: Regular convex polyhedra. Construction. Volume Measure
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1 INTRODUCAO

Nossa trajetdria profissional como educador matematico foi construida pelo trabalho
desenvolvido a cada ano em cada uma das series do Ensino Fundamental e Médio. Tive
tendéncia em considerar o estudo de geometria com mais dedicacdo, o que me levou a
desenvolver novos pontos de vista; e com empenho reformulei ideias, ampliei minha percepgéo
de representacfes geomeétricas e entendi que a capacidade de compreenséo evolui a medida que
trabalhamos com construgcdes geometricas. Isso me levou a trabalhar com construcdes de
figuras geométricas planas, utilizando régua e compasso, com alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental (12-13 anos), por acreditar que dessa forma conseguiria incentiva-los a

compreender as construces geométricas representadas e suas propriedades.

Acreditamos que a geometria deve ser trabalhada na escola basica desde as séries
iniciais com adequacédo para cada série, mas € no Ensino Médio que na geometria espacial se
apresenta mais possibilidades de explorar os conhecimentos adquiridos ao longo das séries
anteriores. A maior concentracao desse conteddo esta no segundo ano do Ensino Médio e, de
acordo com o Curriculo do Estado de S&o Paulo (SAO PAULO, 2012), deve ser iniciado por
poliedros convexos, explorando o nimero de veértices, nimero de faces e nimero de arestas.
Posteriormente, deve ser abordada a medida de area de superficies planas e regulares para em
seguida a medida do volume que € tratada apenas com prismas, piramides, cilindros, cones e
esferas. Procuramos entdo documentos oficiais para consultar as orientacGes a respeito da

maneira de se abordar a geometria no Ensino Médio.

Os Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio - PCNEM (BRASIL,
2000) orientam os professores para o desenvolvimento da capacidade de compreender e
construir modelos para a resolucdo de questbes de matematica por meio da utilizacdo de forma
geométrica para representar ou visualizar partes do mundo real. O documento aponta para a
necessidade de desenvolver habilidades de visualizacdo, de desenho, de argumentacéo Idgica e
de aplicagdo na busca de solugdes de problemas e, ainda, quais conhecimentos a respeito de
perimetros, &reas e volumes devem ser aplicados na resolucdo de problemas. Acrescenta que
composigdo e decomposicdo de figuras devem ser utilizadas para o calculo de medidas de
comprimentos, areas e volumes relacionados a figuras planas e espaciais. Nos Parametros

Curriculares Nacionais + - PCN+ (BRASIL, 2002) encontramos essas mesmas sugestdes.

No entanto, Silva (2012) destaca que o estudo de geometria espacial acontece de forma

bastante precaria, baseada em poliedros como prismas e piramides, as vezes esfera, mas
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totalmente voltado para a medida de volumes com a disponibilizagdo de formulas. Os poliedros
regulares séo apenas definidos e os alunos séo orientados a memorizarem que “todo poliedro
regular é de Platdo”. Eventualmente, 0s professores entregam a planificacdo de alguma

superficie para que os alunos construam um modelo em papel cartéo.

Entdo, acreditamos que o uso de softwares educacionais para estudo da geometria
espacial contribuiria para o desenvolvimento e compreenséo no estudo dos poliedros regulares
e pudesse contribuir para o desenvolvimento das propostas encontradas no PCNEM,
encontramos o software Cabri-3D, ambiente de representacdo dinamica que possibilita a
construcdo de superficies poliédricas e poderia favorecer o estudo da medida do volume de

poliedros regulares convexos.

Partindo de nossa experiéncia docente, transcorrendo pelas consultas em livros
didaticos e por meio da revisdo bibliografica que aponta alguns trabalhos que utilizam o Cabri-
3D como um facilitador da construgdo de conhecimentos, encontramos no livro XIII de
Euclides (300 a.C) a descri¢do da construcdo da superficie de uma face de cada um dos
poliedros regulares. Definimos entdo que nossa pesquisa teria como objetivo verificar a
possibilidade de construir essas superficies pelo método de Euclides no ambiente Cabri 3D e a
partir da nocdo de decomposicdo e composicdo em pirdmides do icosaedro e o dodecaedro

regulares desenvolver uma férmula para o calculo da medida de seus volumes.

Dessa forma, utilizamos como referencial tedrico a Teoria de Transposicdo Didatica
de Chevallard (1998) e os Registros de Representacdo Semidtica, visao e visualiza¢do propostos

por Duval (1995, 1999, 2004, 2005), que nos ajudou a direcionar nossa investigacao.

Esta tese possui cinco capitulos. Apés a introducdo, no segundo capitulo, apresentamos
a revisao bibliografica de trabalhos que envolvem o tema geometria espacial e as construcdes
geométricas com o Cabri-3D; um breve estudo de alguns livros didaticos que envolvem o tema,
destacando a forma com que abordaram a geometria espacial para a obtencdo da medida do
volume dos poliedros regulares convexos; o trabalho desenvolvido em livros paradidaticos
sobre geometria e, finalmente, a justificativa da escolha e delimitagdo do problema e os
procedimentos metodoldgicos adotados em nossa pesquisa, ou seja, construcdo e medida de

volume dos poliedros convexos regulares com o Cabri-3D.

No terceiro capitulo, abordamos nosso embasamento tedrico com a nocao de
Transposicdo Didatica de Chevallard, que trata da problematica ecoldgica e ainda a teoria de

Duval a respeito dos Registros de Representagdo Semiotica.
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No quarto capitulo apresentamos a analise didatica do livro X111l de Euclides (300 a.C.)
adaptando para uma linguagem atual, a construcdo do tetraedro, do hexaedro, do octaedro, do
dodecaedro e do icosaedro, todos conhecidos como poliedros regulares e convexos. Utilizamos
o software Cabri-3D, como recurso para auxiliar a interpretacdo das construc@es realizadas por

Euclides.

No quinto capitulo realizamos os procedimentos de interpretacdo didatica das
construcdes dos poliedros convexos regulares, conversdo do processo utilizado por Euclides
para uma linguagem atual e o desenvolvimento e generalizacdo do raciocinio que conduz ao
calculo da medida do volume de cada um desses poliedros por decomposicéo e composi¢do em
piramides. Para cada um desses poliedros apresentamos algumas aplicagdes dos procedimentos
desenvolvidos, com o uso do Cabri-3D, para facilitar a compreensao e visualizacdo, e ampliar
a compreensdo do aluno a respeito da medida do volume. Finalmente, em nossas consideracées
finais confrontamos os dados obtidos em nossa investigacdo, com nosso objetivo e questdo de
pesquisa, e também propomos sugestfes que possam contribuir com o estudo dos poliedros

regulares convexos.
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2 PROBLEMATICA

Neste capitulo apresentamos, inicialmente, as definicbes que adotaremos neste
trabalho a respeito dos poliedros regulares convexos, em seguida nossa revisao bibliografica a
partir do levantamento de pesquisas que envolvem geometria espacial, em especial, o estudo de
volume de poliedros. Além disso, faremos um breve estudo de como alguns livros didaticos e
paradidaticos abordam geometria espacial; para entdo apresentar a justificativa desta pesquisa,
bem como a questdo de pesquisa e seus objetivos, e a metodologia de pesquisa juntamente com

0s procedimentos metodologicos realizados.

2.1 Poliedros regulares convexos

Como estamos desenvolvendo nossa pesquisa com poliedros para o célculo da medida
de seu volume, mais precisamente, os poliedros regulares convexos, apresentamos algumas

defini¢cdes que serdo adotadas neste trabalho.

Baseada em Moreira Baltar (1994-1995), Anwandter-Cuellar (2013) distingue, entre
outras, trés concepcdes para volume: volume-nimero que se relaciona diretamente as formulas
para calcular o volume; volume-medida pode-se definir o volume como o nimero de unidades
necessarias para recobrir um sé6lido, segundo a autora “escolhida a unidade de medida, se coloca
a questdo de saber quantas unidades sdo necessarias para preencher o s6lido” (p. 59); volume-
grandeza “O volume é uma grandeza, quer dizer, [0 volume] é uma caracteristica comum aos

solidos que podemos medir.” (p. 59)

Para Morais (2013, p. 32-33) podemos distinguir entdo trés quadros associados a no¢ao
de volume: o quadro geométrico composto por figuras geomeétricas espaciais; quadro numerico
composto por nimeros reais positivos e o quadro das grandezas constituido de classes de
equivaléncia de solidos de mesmo volume. Assim, “solidos diferentes podem ter mesmo
volume e uma mudanga da unidade de medida provoca uma mudanca nos valores numéricos
sem alterar a grandeza. Ao variar a unidade de medida, a medida do volume muda, mas o

volume é 0 mesmo”.

Baseado em Dolce e Pompeo (1993, p. 123) adotaremos a seguinte definicdo de
poliedros convexos: “Considerando um ntmero finito, maior ou igual a 4, de superficies
poligonais convexas tais que: duas superficies poligonais ndo estdo em um mesmo plano, cada

lado de poligono é comum a dois e somente dois poligonos; o plano de cada superficie poligonal
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deixa as demais em um mesmo semiespaco.” Assim, se a interseccdo desses semiespacos
determina a superficie de um poliedro convexo, em que as superficies poligonais sdo as faces,
os lados dos poligonos que delimitam essas superficies sdo suas arestas e seus vértices sao 0s

vértices do poliedro convexo.

“Para todo poliedro convexo, ou para sua superficie, vale a relagéo de Euler: V — A +
F =2, em que V é o nimero de Vvértices, A € o nimero de aresta e F € o nUmero de faces do
poliedro”. (DOLCE e POMPEO 1993, p.124). llustraram essa relacao a partir de exemplos com
superficies poliédricas convexas e ndo convexas e acrescentam que os poliedros para 0s quais
é vélida a relacdo de Euler, sdo chamados de eulerianos e enunciaram que “todo poliedro

convexo € euleriano, mas nem todo poliedro euleriano é convexo”. (DOLCE e POMPEO, 1993,
p.127).

Na sequéncia, os autores definem que um poliedro convexo é de Platdo se sdo
verificadas as seguintes condicdes: “a) todas as faces tém o mesmo nimero de arestas; b) todos
o0s angulos poliédricos ttm o mesmo numero de arestas e c) vale a relacdo de Euler”. (IBID,
p.132). Demonstram entdo que existem cinco, e somente cinco classes de Poliedros de Platéo,

ou seja, tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Um poliedro convexo é regular se, e somente se, suas faces sao poligonos regulares e
congruentes e seus angulos poliédricos sdo congruentes, com isso enunciaram que “todo
poliedro regular € de Platdo, mas nem todo poliedro de Platdo é regular” (DOLCE e POMPEO,
1993, p.133). Por meio de exemplos os autores representaram poliedros regulares convexos e
ndo convexos em que é valida a relacdo de Euler. Em nosso trabalho, quando nos referirmos

aos poliedros regulares convexos, os chamaremos somente por poliedros regulares.

O interesse pelo célculo da medida de volume de poliedros é antigo. Segundo
Bongiovanni (2005), Arquimedes (287 a.C — 212 a.C) se preocupou em encontrar a medida do
volume de um sélido em forma de cone. Em seu livro O Método, para determinar a medida da
area de uma figura ou a medida do volume de um solido, Arquimedes usa um pProcesso
mecanico que consiste em considerar uma figura plana como uma soma de segmentos e um
solido como uma soma de secgdes planas, suspendendo-as por uma alavanca, de modo a
estabelecer o equilibrio com uma figura de medida de area conhecida ou com um sélido de
medida de volume conhecido. As superficies eram vistas por Arquimedes como reunido de
segmentos e 0s corpos como reunido de superficies o que confrontava as dificuldades com a

ideia de infinito da época. Como uma soma infinita de superficies pode resultar num volume
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finito? E por isso que apds utilizar o método mecanico, Arquimedes provou o resultado pelo
método de exaustdo de Eudoxo (dupla reducdo ao absurdo).

No entanto, esse metodo heuristico utilizado por Arquimedes para o calculo de
medidas de areas e de volumes se aproxima do procedimento desenvolvido mais tarde por
Cavalieri, que considerava um continuo, em geral, como a soma de uma infinidade de

indivisiveis no calculo da medida de volume de sé6lidos geométricos.

Assim, para descrever a medida de volume de sélidos Dolce e Pompeo (1993)
apresentam, inicialmente, uma noc¢éo intuitiva para o principio de Cavalieri (Figura 1) a partir

da composicao de sélidos por placas retangulares.

Figura 1 — Principio de Cavalieri — nogao intuitiva

X. Principio de Cavalieri

159. Como introdugdo intuitiva, suponhamos a existéncia de uma colegdo fi-
nita de chapas retangulares (paralelepipedos retdngulos) de mesmas dimensdes
¢, conseqilentemente, de mesmo volume. Imaginemos ainda a formagdo de dois
sOlidos com essa colegdio de chapas, como indicam as figuras A ¢ B abaixo.

Sélido A Sélido B

(pilhas de livros ou de folhas)

Tanto no caso A como no B, a parte de espago ocupada (o “‘volume
ocupado”’) pela colegdio de chapas é o mesmo, isto €, os sélidos 4 ¢ B t&ém o
mesmo volume,

Agora, imaginemos esses sélidos com base num mesmo plano « ¢ situa-
dos num mesmo semi-espago dos determinados por a.

Fonte: Dolce e Pompeo (1993, p.164)
Os autores mostram que a alteracdo na posicao das placas nédo altera o seu volume e

preparam o aluno para a compreensao do Principio de Cavalieri a partir da observacao de que
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as duas pilhas de placa estdo apoiadas em um mesmo plano e que poderiam ser interceptadas
por um outro plano paralelo ao plano de base. Na sequéncia (Figura 2) os autores enunciam o
Principio.

Figura 2 — Principio de Cavalieri - generalizacao

160. Dols s6lidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um ]
dado plano, determina superficies de dreas iguais (superficies equi-
valentes), sdo sdlidos de volumes iguais (s6lidos equivaleates). 4

I

Ay = Ay = V, = V))
Fonte: Dolce e Pompeo (1993, p.165)

A partir do Principio de Cavalieri, 0s autores apresentaram o volume do prisma (Figura
3) considerando um prisma P;, de altura de medida h e medida de area da base B, = B e um
paralelepipedo retangulo P,, de altura de medida h e medida de area da base B, = B, ambos
sobre um plano a. Qualquer outro plano B paralelo a a, que secciona P; também secciona P,, e
as seccbes B, e B, tém mesma érea, pois s30 congruentes as respectivas bases. Entdo, pelo
principio de Cavalieri, o prisma P; e o paralelepipedo P, tém volumes de mesma medida,
V = B - h, entdo concluiram que a medida do volume de um prisma pode ser obtida pelo

produto da medida da area da base pela medida da altura.

Figura 3 — Volume de um prisma

P,

Fonte: Dolce e Pompeo 1993, p. 166

Com a definicdo da medida do volume de um prisma qualquer os autores apresentam
a trisseccdo de um prisma de base triangular (figura 4) para definir a medida do volume de uma
pirdmide e enunciam que: “todo prisma triangular é a soma de trés piramides triangulares
(tetraedros) equivalentes entre si (volumes iguais) ”. (DOLCE e POMPEOQO, 1993, p. 191).
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Figura 4 — Decomposi¢do de um prisma triangular em trés piramides

Seja o prisma triangular ABCDEF,

) F D F
v
—_—— e
ov . /A C c
- T, = C(DEF)
ou

b
0O

A C
T, = E(ABC) T, = E(ACD)

Cortando esse prisma pelo plano (A, C, E), obtemos o tetraedro
T, = E(ABC) ¢ a pirimide quadrangular E (ACFD)._

Cortando a pirdmide £(ACFD) pelo plano (C, D, E), obtemos o tetrae-
dro T, = C(DEF) [ou T, = E(CDF)) ¢ T, = E(ACD).

Fonte: Dolce e Pompeo (1993, p.192)
Os autores mostram que as trés piramides de base triangular ttm mesmo volume,
justificando que T; = E(ABC) piramide de base ABC e vértice E, T, = C(DEF) piramide de
base DEF e vértice C e T; = E(ACD) piramide de base ACD e vértice E tém o0 mesmo volume,

enté.O VT1 = VTZ = VT

3

Encontramos no livro de Euclides, uma referéncia a trissec¢do de um prisma de base
triangular onde afirma que: “todo prisma, tendo um tridngulo como base, é dividido em trés

piramides iguais entre si, tendo triangulos como base” (BICUDO, 2009, P.539).

Com a decomposicdo do prisma de base triangular, dividido em trés pirdmides de
mesmo volume, os autores apresentam uma férmula para o calculo da medida do volume de um

tetraedro (figura 5) e de uma piramide qualquer.
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Figura 5 — Volume de um tetraedro e de uma piramide qualquer

Seja B a drca da base ¢ & a medida da altura do prisma do item anterior.
Notemos que B é a drea da base e /1 é a medida da altura do tetracdro 7.

Em vista do teorema anterior ¢ fazendo V, = V, = Vi, = Vg

Vhévf.-d'vﬁ:vulwm-’3v1=8'h-’ V'ﬂ-;—B'h

182, Volume de uma pirdmide qualquer

Seja B a drea da base ¢ 4 a medi-
da da altura de uma pirdmide qualquer.
Esta piramide ¢ soma de (1 — 2) te-
traedros.

V=Vy+Vy+ ..+ V=

2

1 1
» Vl=-3—B,h+TB;h+...+

+—;-B h =

Y
o=l

-V =%(B, +B+ ..+ Bj)hw

- v=%s-h

183. Conclusdo

O volume de uma pirdmide ¢ um ter¢o do produto da drea da base
pela medida da altura,

Fonte: Dolce e Pompeo (1993. P.193)
Como podemos observar os autores representam por B a medida da area dos triangulos

tomados como base e por h a altura da pirdmide (distancia entre o tridngulo da base e o vértice

da piramide) para deduzir uma férmula que expresse o volume e possibilite o calculo da medida
. 1 . - . 7
do volume de um tetraedro regular, ou seja, V; = EB - h. Além disso, generalizam essa formula

para o calculo da medida do volume de uma piramide qualquer, justificando que em uma
piramide de base qualquer, a base pode ser dividida convenientemente em triangulos que
formam tetraedros de mesmo vértice. Concluem entdo que a medida do volume de uma

piramide qualquer € um terco do produto da medida da area da base pela medida da altura.

Dando continuidade a apresentacdo de nossa problematica, no que segue,
apresentaremos a revisdo bibliografica para verificar pesquisas que estudaram todos o0s

poliedros regulares convexos, com o auxilio do Cabri-3D, para o célculo de medida de volume.
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2.2 Revisao bibliografica

Realizamos uma revisao da bibliografia a respeito de geometria espacial em trabalhos
que tratassem da decomposicdo e composicao para o calculo de medidas de volume. Iniciamos
nossa busca no banco de teses da CAPES (Comissao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior) utilizando a palavra-chave “geometria espacial” e encontramos duas dissertagdes de
mestrado: a de Silva (2011) e a de Muraca (2011). Utilizamos ainda a palavra “poliedros”,
“poliedros de Platdo” e “poliedros regulares”, mas ndo encontramos trabalhos que pudesse
contribuir para a pesquisa. Consultamos também o banco de dissertagdes e teses da PUC/SP
com a palavra “geometria espacial” e encontramos a dissertacdo de mestrado de Carvalho
(2008). Fizemos nova consulta com a palavra-chave “Cabri-3D”, tanto no banco de teses da
CAPES quanto da PUC/SP, por ser um software de geometria dinamica muito utilizado no
ensino de geometria espacial. Encontramos quatro dissertacdes de mestrado, de Almeida
(2010), Rodrigues (2011), Possani (2012), Palles (2013) e Oliveira (2013) e uma tese de
doutorado, a de Salazar (2009).

Pesquisamos ainda em diretorios da Franga com a palavra “Dodécaedre régulier et
icosaédre régulier” (Dodecaedro regular e icosaedro regular), e encontramos Morales e
Morales (2009), um livro intitulado, “Les polyédres réguliers convexes et non convexes par
Pliag. (origami)”, (Os poliedros regulares convexos e ndo convexos por dobradura) que
trabalha com dobradura para a construcao de superficies poliédricas convexas e ndo convexas.
Fizemos consultas em diretérios da Espanha com a palavra “Los sélidos platénicos” (Os sélidos
platénicos) e encontramos Nieto e Hernandéz (2009), artigo intitulado, “Construccion de los
solidos platdnicos y arquimedianos haciendo uso del software cabri 3d” (Construcdo dos
solidos platonicos e arquimendianos fazendo uso do software Cabri-3D) que apresentou
instrucGes para a construcéo dos sélidos platdnicos e arquimedianos com o uso das ferramentas
do Cabri-3D.

Desta forma, a seguir apontaremos em ordem cronoldgica de publicagéo, o objetivo de
cada trabalho, sua metodologia, juntamente com os principais resultados obtidos para verificar

possiveis contribuicdes a nossa investigacao e poder justifica-la cientificamente.

A dissertacao de Carvalho (2008), teve como objetivo investigar a organizagdo que 0s
livros didaticos de Matematica, destinados a 22 série do Ensino Médio, apresentavam para
Geometria Espacial Métrica, e como essa organizagdo favorecia a construgdo do pensamento

geométrico. O autor procurou desvendar 0s possiveis motivos que levaram alguns professores
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a ndo trabalharem Geometria Espacial Métrica, em especial, o célculo de volume e area de
superficies de solidos geométricos, como prismas e piramides, essenciais para o estudo de
Geometria Espacial Métrica. Seu aporte tedrico para analise baseou-se nas teorias de Raymond

Duval, Aline Robert e Bernard Parsysz.

A analise do livro didatico, segundo o autor, tinha como finalidade verificar se as
atividades propostas nos livros pesquisados, proporcionavam e favoreciam a construcdo do
conhecimento por parte dos alunos, propondo o uso de material concreto, construcdes
geométricas com instrumentos, como régua e compasso ou softwares que facilitavam a
visualizacdo e desenvolviam o pensamento geométrico espacial. O autor, elaborou um
questionario com o objetivo de obter subsidios para a compreensdo do processo de ensino-
aprendizagem no que tange a geometria espacial, mais especificamente, estudar a relacdo
professor e livro didatico e aplicou a um grupo de 21 professores de Matematica do Ensino
Médio de 17 escolas da rede estadual e privada do ABC paulista. Com este questionario obteve
dados para analisar os livros didaticos sobre o ensino de geometria espacial métrica, como 0s

professores pensam e como agem em relagéo ao seu ensino.

O autor concluiu que os professores pesquisados declararam que o ensino da geometria
é importante, mas nem sempre o discurso é compativel com a pratica desempenhada, uma vez
que apresentam dificuldades para operacionalizar. Os resultados de sua pesquisa indicaram
pouca exploracdo, por parte dos autores dos livros didaticos, de atividades que desenvolvem a
visualizacdo e observou que a representacdo no plano das figuras tridimensionais nao é
estimulada. Os resultados da analise indicaram que os livros didaticos atendem parcialmente as
recomendacfes das pesquisas em Educacdo Matematica quanto ao favorecimento do

pensamento geométrico espacial.

A tese de doutorado de Salazar (2009), teve como objetivo observar como estudantes
do Ensino Médio se apropriam das transformacBes geométricas no espaco, quando interagem
com o ambiente de geometria dindmica Cabri-3D, bem como, quais raciocinios mobilizam
quando desenvolvem atividades que abrangem esse contetdo. Seu referencial tedrico baseou-
se na Abordagem Instrumental de Rabardel e na teoria dos Registros de Representacdo
Semiotica de Duval. Como metodologia do estudo apoiou-se nos pressupostos de Engenharia
Didatica de Artigue. Para sua coleta de dados, utilizou dispositivos experimentais:
questionarios, observacdes, entrevistas semidirigida e gravagdes. Os questionarios foram

divididos em dois: questionario diagndstico com dois objetivos, saber se os estudantes ja tinham
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usado ambientes de Geometria Dindmica e conhecer quais nocbes de transformacgdes

geométricas eles tinham.

O questionario final foi composto por oito perguntas, cuja finalidade era levantar
informacdes a respeito do ambiente computacional Cabri-3D, e as atividades desenvolvidas
pelos estudantes. As observagdes foram realizadas por dois professores colaboradores da
pesquisadora e as entrevistas foram feitas no ultimo encontro, com quatro estudantes, com o
objetivo de conhecer como se desenvolveu a experiéncia dos alunos com o Cabri-3D, além da
mobilizacdo de noc¢des de transformacgdes geométricas no espaco. A autora considerou que 0s
estudantes estabeleceram relacbes entre as ferramentas e recursos do Cabri-3D e seus
conhecimentos matematicos e, mobilizaram conhecimentos de transformacBes geométricas,
pois suas acdes evidenciaram a mobilizacdo de esquemas pré-estabelecidos e/ou a criacdo de

novos esquemas de utilizacao.

Nieto e Hernandéz (2009) criaram uma oficina para as construcoes de representacoes
de sélidos Platénicos e Arquimedianos utilizando as ferramentas do software Cabri-3D, com a
finalidade de incentivar professores a incluir em seus procedimentos didaticos o software Cabri-
3D para despertar o interesse de seus alunos para o estudo de matematica, mais especificamente,
0 estudo de poliedros. Os autores tinham como objetivos apresentar instrucdes para a construgéo
geométrica dos sélidos Platonicos e Arquimedianos no Cabri-3D, familiarizar professores e
alunos com o software e sensibiliza-los sobre a importancia das ferramentas tecnolégicas na
sala de aula. No desenvolvimento da oficina, 0s autores apresentaram roteiros para a construgdo
dos solidos Platénicos e Arquimedianos, ou seja, tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro,
icosaedro, tetraedro truncado, cuboctaedro, cubo truncado, octaedro truncados,
rombicuboctaedro, cuboctaedro truncado, cubo rombo, icosidodecaedro e dodecaedro truncado,

mas nao apresentaram suas COﬂStI’UQf)ES.

A dissertacdo de Almeida (2010) teve como objetivo revisitar 0 objeto matematico
Solidos Arquimedianos, gerados por meio de truncatura de sélidos platonicos, por meio de suas
construcdes no ambiente de geometria dindmica Cabri-3D. Para investigar o processo de
construcdo desses solidos, recorreu a um estudo bibliografico de livros e artigos cientificos. Seu
referencial tedrico se baseou na Transposi¢cdo Didatica e na Problematica Ecoldgica de
Chevallard, para promover a articulacdo entre a analise epistemoldgica e a analise didatica,
além de apontar outras caracteristicas que determinam a sobrevivéncia do objeto matematico

Sélidos Arquimedianos enquanto objeto de ensino, e na teoria dos Registros de Representacdo
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Semidtica de Duval, para identificar e analisar quais registros sdo mobilizados para a construcao

desses solidos, bem como evidenciar os tratamentos e conversdes efetuados.

As analises das construgdes realizadas ajudaram a autora a perceber que apenas 0s
tratamentos figurais ndo sdo suficientes para a construcdo dos Solidos Arquimedianos no Cabri-
3D, fez-se necessario mobilizar um registro discursivo como suporte para que os pontos de
corte em sélidos platonicos pudessem ser encontrados. A autora constatou que o Cabri-3D se
confirmou como um habitat para o estudo dos Solidos Arquimedianos, na medida em que
reconheceu como objeto todos os saberes que determinam a existéncia desses sélidos enquanto

objeto de ensino.

A dissertacdo de Rodrigues (2011) abordou uma proposta dedicada a analise do
“Caderno do Professor” distribuido em 2008 pela Secretaria de Estado de Sdo Paulo aos
professores de ensino médio das escolas publicas do Estado. Sua pesquisa se restringiu a
examinar a parte do estudo de volumes de sélidos, também denominado de estereometria. Tinha
como objetivo avaliar em que medida esses cadernos, na abordagem da estereometria,
contemplam a especificidade da disciplina em seu carater abstrato e se proporciona ao professor
condicdes de superacdo das dificuldades que aquelas especificidades acarretam para 0 processo
de aprendizado. Em sintese, a pesquisa procurou observar se o material distribuido aos

professores trouxe uma abordagem conceitual de volumes.

A autora concluiu que o referido Caderno possibilita uma abordagem conceitual de
volume de poliedros geométricos, para o segundo ano do ensino médio, embora ndo contenha
atividades que utilizem aplicativos computacionais ou videos. Considerou isso como falha que
frustra as expectativas em relacdo ao referido material, visto que prometia trazer esse tipo de
atividade. Além disso, a autora ressalta que o Caderno do Professor, como proposta de atividade
complementar, ndo contempla o conceito de semelhanca, apontado como de fundamental

importancia.

A dissertacdo de Silva (2011) teve como objetivo resgatar elementos e construcoes
usados na disciplina de Desenho Geomeétrico, como auxiliares no estudo de Geometria Espacial.
Foram observados e analisados o desenvolvimento dos trabalhos dos alunos de duas turmas de

segundo ano do Ensino Médio em duas escolas particulares da cidade de Belo Horizonte.

Durante seu trabalho houve um crescimento gradativo do interesse por parte dos
alunos, e do conhecimento, culminando numa melhora de rendimento no estudo posterior de

Geometria Espacial. Como resultado, o autor verificou, entre os alunos, expectativas e posturas
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favoraveis a proposta de pesquisa, bem como notério empenho ao desenvolver as atividades e,
posteriormente, em relacionar e aplicar o conhecimento adquirido nos estudos de Geometria

Espacial.

A dissertacdo de Muraca (2011) teve como objetivo pesquisar e analisar uma
experiéncia formativa (inserida em um processo de formacéo continuada) que privilegiasse uma
abordagem exploratério-investigativa, quanto as reflexdes feitas por professores relativas a
conceitos geométricos e ao ensino de geometria na Educacao Bésica. Para atingir seu objetivo,
0 autor dividiu a pesquisa em: (i) construir uma experiéncia formativa baseada em atividades
exploratorio-investigativas; (ii) desenvolver essas experiéncias com um grupo de professores;
(ii1) analisar as problematizagdes, as discussoes e reflexdes coletivas ao longo do processo e/ou

as (re)conceituacdes ocorridas.

Sua pesquisa foi parte do projeto de Educacdo Continuada de Professores de
Matematica do Ensino Fundamental e Médio: Constituicdo de um Nucleo de Estudos e
InvestigacOes de Processos Formativos, com a finalidade de incorporar a prética docente
resultados de pesquisas da area de Educacdo Matematica. Coletou os dados por observacéao

direta, gravacdo de encontros e registros produzidos pelos sujeitos da pesquisa.

O autor utilizou andlise interpretativa por triangulacéo de dados e os resultados obtidos
indicaram que a experiéncia formativa, privilegiando uma abordagem exploratério-
investigativa, levou a problematizacdes relacionadas aos contetidos de Geometria de Posicdo
que possibilitaram reconceituac@es, especialmente para retas paralelas, retas reversas, posicoes
de reta e plano, figuras espaciais, tais como quadrilatero. Quanto as atividades que
problematizaram o ensino, elas possibilitaram ao grupo pesquisado a reflexdao sobre o uso de
tecnologia, particularmente softwares de Geometria dindmica, no sentido de (re)pensar

metodologias ou estratégias para a pratica pedagdgica.

Em sua dissertacdo, Possani (2012) procurou investigar a apropriacdo do calculo para
a medida do volume do icosaedro regular, por alunos do 3° ano do Ensino Médio, a partir de
uma sequéncia de atividades mediadas pelo uso do software Cabri-3D. A investigacao apoiou-
se nos pressupostos da Engenharia Didatica, na Teoria das Situagdes Didaticas, e também na
Teoria dos Registros de Representagdo Semidtica, mais especificamente, nas diferentes

apreensdes de uma figura.

O autor prop0s aos estudantes que refletissem sobre situagdes-problema, trabalhando

com diversos objetos geométricos e, compreendessem como calcular o volume do icosaedro
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regular a partir da modificacdo de uma figura, utilizando o Cabri-3D. A sequéncia de ensino
proporcionou aos estudantes, condicOes para refletir sobre geometria espacial. Ajudou os
sujeitos a entender os mecanismos que 0s levaram a construir a formula que permitiu calcular
a medida do volume de um icosaedro regular, além de uma melhor compreensdo das

propriedades de alguns objetos geométricos envolvidos na construcéo.

A dissertacdo de Palles (2013) teve como objetivo o estudo da visualizacdo geométrica
de registros figurais dindmicos por meio da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica
a partir da dissertacdo de Possani. Na andlise da sequéncia a autora percebeu que o papel
heuristico da figura, em grande parte das atividades, poderia ter sido mais bem explorado se as
atividades ndo ficassem restritas a um “passo a passo”, ou seja, se os alunos tivessem a

oportunidade de explorar a figura para encontrar solugdes.

A autora utilizou como metodologia um estudo de caso por ser uma pesquisa de
natureza empirica baseada em uma anélise documental, tomando como estudo uma sequéncia
didatica para o calculo da medida do volume do icosaedro constante no trabalho de Possani.
Segundo a autora os tratamentos figurais e, consequentemente, as apreensdes, também
poderiam ser mais trabalhados, pois a maioria das atividades requer a apreensdo sequencial e a

apreensao perceptiva, trabalhando pouco com a apreensao operatoria.

A dissertacdo de Oliveira (2013) teve como objetivo refletir a respeito do ensino de
geometria espacial de posi¢do, do estudo de poliedros a luz das analises de dois livros didaticos
de matematica utilizados em escolas publicas e da utilizacdo de recursos computacionais,

mediante o0 emprego de softwares educacionais.

O autor propos a utilizacdo do software educacional “Uma Pletora de Poliedros”, o
qual faz parte de um projeto da UFF (Universidade Federal Fluminense) como recurso para
complementar ao livro didatico para o ensino do calculo da medida do volume do dodecaedro
e do icosaedro a partir de conceitos matematicos ja conhecidos pelos alunos do Ensino Médio.
Sua aplicacdo se deu com duas listas de atividades e apesar das dificuldades iniciais percebidas
no manuseio dos softwares, o autor concluiu que as atividades aplicadas com esse recurso

proporcionaram maior participacdo e entrosamento dos alunos.

Silva e Almouloud (2013) fizeram um estudo a respeito da elaboracdo de formulas
para o calculo da medida do volume de sélidos e apresentaram uma andlise praxeoldgica da
truncatura no cubo envolvendo o software Cabri-3D, para assim determinar a medida do volume

do octaedro regular resultante. Consideraram que o Cabri-3D se mostrou um ambiente
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favoravel para a construcdo dos procedimentos necessarios para a deducdo da formula para a
medida do volume do octaedro regular.

Em nossa revisao bibliografica, observamos que apenas dois trabalhos trataram de do
desenvolvimento de uma férmula para o calculo da medida do volume, um a partir de um
icosaedro dado e outro a partir de truncaturas de um cubo para obter um octaedro regular e um
cuboctaedro, ambos utilizando ferramentas do Cabri 3D. Em nenhum dos trabalhos
encontramos a deducao das formulas a partir da decomposicdo dos poliedros regulares ou das
condicdes de uma piramide poder compor ou ndo esses poliedros utilizando as construcées

propostas por Euclides.

Apresentamos a seguir o estudo de alguns livros didaticos sobre os poliedros regulares

convexos com a finalidade de explorar as abordagens apresentadas.

2.3 Breve estudo de livros didaticos

O livro didatico de matematica tem um papel importante para professores e alunos da
Educacao Basica. De acordo com Silva Junior e Regnier (2008) o professor de matematica
procura nos livros didaticos uma funcao de apoio, para completar sua formacdo ou mesmo para
compreender algo que ndo aprendeu em sua formacdo inicial, seja relativa ao conteudo, a

metodologia ou a pedagogia.

Nesse sentido o livro didatico pode ser considerado como instrumento de uso
profissional que oferece suporte para o aprendizado do professor, como determinante para
organizar o contetido a ser desenvolvido em sala de aula no processo de ensino e de
aprendizagem. Acompanhando estas argumentagdes, encontramos nas OrganizacOes
Curriculares para o Ensino Médio-OCEM (BRASIL, 2006) referéncia sobre o uso do livro

didatico em sala de aula:

O texto didatico traz para a sala de aula mais um personagem, seu autor, que
passa a estabelecer um dialogo com o professor e seus alunos, refletindo seus
pontos de vista sobre o que é importante ser estudado e sobre a forma mais
eficaz de se trabalharem os conceitos matematicos. [...] o livro didatico vem
assumindo, ha algum tempo, o papel de Unica referéncia sobre o saber a ser
ensinado, gerando, muitas vezes, a concepgdo de que “o mais importante no
ensino da matematica na escola ¢ trabalhar com o livro de capa a capa”.
(BRASIL, 2006 p.86)

Isso reforga a influéncia que o livro didatico tem na prética docente, gerando muitas

vezes, a perda da autonomia do professor como responsavel pelo processo educativo e didatico
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em sala de aula. E importante salientar que o livro didatico deve ser visto como um recurso

dentre varios, que auxiliam o desenvolvimento do trabalho do professor em sala de aula.

Assim, vamos analisar como é tratada a medida de volume dos poliedros regulares
convexos em alguns livros didaticos do Ensino Médio; observaremos ainda se existe alguma
abordagem desenvolvida para a generalizagdo da medida de volume. Procuramos selecionar os
livros, de forma a considerar alguns publicados antes do Movimento da Matematica Moderna
no Brasil sendo que consideraremos o periodo (1957-1960), sendo que desta época
analisaremos um livro de 1963; alguns cuja publicacdo se deu quando este movimento estava
sendo abandonado, que consideraremos o periodo de (1975-1998) e alguns que foram
publicados quando ocorreu a publicacdo dos PCN (Parametros Curriculares Nacionais-1998) e
que constam no Programa Nacional de Livros Didaticos para o Ensino Médio (PNLDEM?), que
consideraremos (1999-2013).

De acordo com Carvalho (2008) o0 Movimento da Matemaética Moderna no Brasil teve
inicio com a ideia central de adaptar o ensino de matemaética a novas concep¢des. Nos livros
didaticos lancados nesse periodo, estavam presentes a preocupacao com as estruturas algébricas
e com a utilizacdo da linguagem simbdlica da teoria dos conjuntos. A coeréncia com o
Movimento da Matematica Moderna exigia um trabalho com a geometria sob o enfoque das
transformacdes e, como a maioria dos professores ndo dominavam o assunto fazia com que
muitos deixassem de ensinar geometria sob qualquer enfoque. Ainda segundo Carvalho (2008),
a partir do ano de 1970, iniciou-se um movimento de resgate do ensino de geometria, visando

ampliar sua participacdo no ensino integral do educando.

Nossa andlise dos livros selecionados, busca o tratamento dado a medida do volume
de poliedros convexos e, por isso, optamos por analisar: a definicdo de poliedro, a relacéo de
Euler, os poliedros de Platdo, os poliedros regulares, como foi apresentado o estudo de volumes,
uso ou nao do principio de Cavalieri, uso ou ndo da trisseccdo do prisma para definir volume
de pirdmide e, como se deu a apresentacdo da medida de volume, se foi apenas do tetraedro ou
se foi abordada a medida de volume de uma piramide qualquer. No quadro 1 apresentamos 0s

nomes dos livros objeto de nosso estudo.

! Foi publicada a resolucdo CD FNDE n° 38, de 15/15/2013 que institui o Programa Nacional de Livro Didatico
para o Ensino Médio (PNLDEM). Em 2004, seu primeiro ano de execucdo, o PNLDEM 2004 distribuiu livros de
matematica e portugués para alunos do 1° ano do Norte e Nordeste. No ano seguinte houve distribuicdo de livros
de matematica e portugués para todos os anos e regides. Fonte: http://www.fnde.gov.br/programas/livro-
didatico/livro-didatico-historico. Acessado em 19/01/2016.
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Quadro 1 — Relagdo dos livros didaticos pesquisados

Livro | Ano Autor Nome do Livro
Geometria Elementar segundo os programas elementares
1 1957 Irméos Isidoro Dumont as escolas superiores — Livro VI — Colegéo de livros

didaticos — FTD — SP.

CURSO DE MATEMATICA para os cursos de segundo

2 1960 Manoel Jairo Bezerra grau. (Antigos cursos classicos e cientificos) — Companhia
Editora Nacional — SP.

MATEMATICA para o primeiro ano colegial —
Companhia Editora Nacional — SP.

Matematica Segundo grau — Volume 2 — Companhia
Editora Nacional — SP.

Matematica segundo grau — VVolume 2 — Editora Atica —

3 1963 Ary Quintella?

4 1976 Paulo Boulos, Renate Watanabe

5 1984 Vitor Setani

SP.
6 1988 Chico Nery e José Jakubovic Curso de Matematica — volume 2 — Editora Moderna — SP.
Luiz Tavares Laureano, Olimpio
7 1994 Rudinin Vissoto Leite, Vincenzo Matematica — volume Unico — 2° grau — Editora Atica — SP.
Bongiovanni

Benigno Barreto Filho, Claudio
Xavier da Silva
Carlos Alberto Marcondes dos Santos, | Matematica novo ensino médio — volume dnico — Editora
Nelson Gentil, Sergio Emilio Greco Atica — SP.

. Matematica — série Brasil — Ensino Médio — volume Unico
10 2003 Oscar Guelli _ Editora Atica — SP.

8 1998 Matematica aula por aula — volume 2 — Editora FTD — SP.

9 2000

Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David

Mauro Degenszajn, Roberto Périgo Matematica — volume Unico — Editora Atual — SP.

11 2007

Matematica Contextos & Aplicacdes — volume 2 — Editora
Atica — SP.

13 2013 Joamir Souza Novo olhar matematica — volume 3 — Editora FTD — SP.

12 2012 Luiz Roberto Dante

Fonte: producéo do autor.

Iniciamos nossa analise com alguns livros publicados antes do Movimento da
Matematica Moderna no Brasil, no periodo de (1957-1960). O livro do Irmé&o Isidoro Dumont
(1957) € um livro destinado ao aluno e, é recomendado para o professor, no inicio do volume,
que: “o cuidado de despertar o conhecimento intuitivo do aluno para os elementos basicos da
geometria: espaco, linha, ponto, plano. Numerosos exemplos devem também ilustrar estes
conceitos basicos”. (DUMONT, 1957, p.3).

Na figura 6, o autor apresenta a definicdo de poliedro regular e a existéncia de cinco
poliedros regulares. Na sequéncia associa a cada um a quantidade de poligonos cuja interseccao
formam um vértice em cada poliedro e, ainda, argumenta que o tetraedro é formado por 4
triangulos equilateros unidos 3 a 3 em torno de um vértice, o hexaedro é formado por 6
guadrados unidos 3 a 3, 0 octaedro por 8 triangulos equilateros unidos 4 a 4, o dodecaedro por
12 pentagonos regulares unidos 3 a 3 e o icosaedro regular por 20 triangulos equilateros unidos
de 3 a 3. Ressaltamos que o0 autor ndo destaca que os poliedros apresentados sdo convexos,

porém evidenciam que em cada vertice formado a soma dos angulos deve ser inferior a 360°;

2 http://www.ebah.com.br/search?q=Ary+Quintella. Acessado em 13/01/2016.
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basta examinar quais sdo os poligonos regulares cujos angulos unidos de 3a3,4a4e5ab5,

tém uma soma menor que 360°.

Figura 6 — Cinco poliedros regulares convexos — Livro 1

Regular é o poliedro que tem: 1.° faces formadas por
poligonos regulares iguais; 2.° fngulos sélidos iguais.

H4 cinco poliedros regulares : o tetraedro (fig. 421), o
hexaedro (fig. 422), o oclaedro (fig. 423), o dodecaedro (fig.
424), e o icosaedro (fig. 425).

Fig. 423.

Fig. 424,

Fonte: Dumont (1957, p.291)

Na afirmacdo “3 a 3” fica implicito que serdo unidos os vértices de trés triangulos
equilateros para formar um vértice do tetraedro e que serdo unidos os Vvértices de trés
pentagonos regulares para formar um vértice do dodecaedro regular. Para a afirmacédo “4 a 4”
estd implicito que serdo unidos os vértices de quatro tridngulos equilateros para formar um
veértice do octaedro e, finalmente, na afirmacdo “5 a 5” fica implicito que serdo unidos cinco

tridngulos equilateros para formar um vértice do icosaedro.

Os autores apresentam a relacdo de Euler, figura 7, designando por f o nimero de lados
em cada face, por v o numero de arestas reunidas em cada vértice, por F o nimero de faces, por
V 0 nimero de vértices e por A o numero total de arestas, apresentando a contagem desses

elementos em um quadro e concluindo com o enunciado da relagdo como um Teorema.
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Figura 7 — Relacéo de Euler — Livro 1

Be J designa o ndmero de lados de cads face, v o
numero de arcetas rounidaz em eada wéefiee, F o nimero
das [aces, V o ndmero dos vértices ¢ A o nimero total
das arestas, temos o quadro seguinte para os einco poliedros

repgulares :

FOLIEDLOS T T r v A
Tetrgedra. . onaaieiaena 3 3 4 4 i
Cub, e eien e i eararn e i K i} & 12
Octaedra oouau.. nn g 3 4 8 & 132
Dodesaedra oo iiaians 3 3 12 20 a0
Iecsamden ..o . oeen. .. 3 5 20 12 a0

ok Teoremn, — Emn qualjuees palicdro, o mimero rfus.:;r::_-:!'as
Fie;l-a dois € igunl ao rimero dog virlices mofs o ndmero das faces (EULen)
1.

Fonte: Dumont (1957, p.292)
Como nossa investigacdo se concentra na medida do volume de poliedros regulares
convexos verificamos como esse contetdo foi abordado. O autor apresenta primeiro a medida

do volume do paralelepipedo retangulo enunciando um teorema.

Na figura 8 o autor enuncia um teorema, mas ndo o demonstra, apenas apresenta um
exemplo numérico para a medida do volume do paralelepipedo retangulo a partir da ideia de
contagem de cubos unitarios. Em seguida, enuncia um corolério para a definicdo da medida do
volume do cubo.

1° O volume de um cubo vale a 3?2 poténcia de sua aresta — O cubo de aresta a
é um paralelepipedo retangulo cujas trés dimensdes valem a. Seu volume é:
V=a-a-a=a

2° O produto de AB por BC é igual a area da base do paralelepipedo; logo, o

volume de um paralelepipedo é igual ao produto da base pela altura.
(DUMONT, 1957, p. 302).

Notamos que apresenta a medida do volume do paralelepipedo retangulo referindo-se
a contagem de cubos de dimens@es unitarias, no entanto, para a medida do volume do cubo,
ndo se refere a contagem e sim a medida da aresta do cubo, ndo justificando a passagem da

contagem que tem como resultado um numero natural, para uma medida qualquer que pode ser
qualquer namero real.
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Figura 8 — Medida do volume de um paralelepipedo — Livro 1

535. Teorema, — O wolume de um paraleleptpedo
relangulo é igual ao produlo das
suas trés dimensdes.

Seja (fig. 437) o paralelepi-
pedo BEC, e AB=5 m., BC=3 m.
e All=4, suas dimensdcs.

A base déste paralelepipedo
contém 5X3 on 15 metros qua-
drados; por ¢ima de cada quadrado
podemos assentar um cubo de um
metro de aresta; assim obteremos uma camada tendo por
volume 15 m*® ¢ um metro de altura.

Como a altura deste paralelepipedo ¢ de 4 m, pode-
remos formar quatro camadas iguais a esta;  teremos
para o volume do s6lido :

HX3X4=060 m?,
isto ¢, um ntmero de metros etbicos ignal ao produto
das trés dimensoes.

Se a, b, ¢ forem as 3 dimensdes ¢ V o volume do
paralelepipedo retingulo, teremos :

V=abe.

Fig, 497,

Fonte: Dumont (1957, p. 302)

O autor enuncia, por teorema, que o “volume de uma piramide é igual ao terco do
produto da base pela altura”. (DUMONT, 1957, p.315) apresentando trisse¢do de um prisma de
base triangular (figura 9).

Figura 9 — Trissec¢do de um prisma em trés piramides — Livro 1

Seja um prisma, triangular qualquer ABCDES (fig.
452) ; tracemos o plano SAC; forma a pirdmide trian-

Fig. 453, Fig. 4064,

gular SABC. Depois, tragando o plano SDC (fig, 453),
dividimos a parte restante em duas outras pirdmides
triangulares SACD e SCDE. As tebs pirfimides assim
determinadas sfio equivalentes.

Com efeito, as pirimides SABC e SCDE sfio equiva-
lontes (fig. 454) por terem bases iguais ABC e SDE ¢
alturas iguais & altura do prisma.

Outrossim, as pirimides SCDE e SACD sfio também,
equivalentes, por terem bases iguais DAC e DEC, o
mesma. altura, a distAneis do vértice S ao plano do
paralelogramo ACDE.

Fonte: Dumont (1957, p. 316-317)
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Na figura 10, o autor apresenta a trisseccdo de um prisma em trés pirdmides

equivalentes para apresentar a medida do volume de uma pirdmide qualquer.

Figura 10 — Pirdmide qualquer — Livro 1

Sendo equivalentes as trés pirdmides, cada wma é o

térgo do prisma. Portanto, téda a pirdmide triongular &

s o térgo do prisma de mesma base e de

mesma altura ¢ o seu volume é igual ao
treo do produto da base pele aliura.

2.0 Caso. — O volume de qualquer
mirdmide é igual ao térgo do produlo da
base pela olbwa.

Soja & pirdimide qualquer SABCDE
Mo (fig, 455). Se tracarmos os planos SBE
¢ SBD, dividiremos a pirfimide em piré-
Fig. 486 mides triangulares, tendo a altura comum

Fonte: Dumont (1957, p.316)
Em seguida, a medida do volume de uma piramide qualquer, dividindo a piramide
dada em piramides triangulares, com altura comum, o segmento SO, para chegar na medida do

volume de uma piramide qualquer, como mostra a figura 11.
Figura 11 — Férmula para o calculo do volume de uma piramide qualquer — Livro 1
7ol. SABCDE = -,-E-B.-\I'IXS()-}- -;I;-BDEXSO

+—;—-m DX ):.—.~_';-S() (BAE-+BDE-BCD) =

L ABCDEXSO.

Designando por V o volume de uma pirfimide, por B
a base e hfa altura:

B

V= 3

Fonte: Dumont (1957, p.316)
Para a medida do volume de um tetraedro regular, o autor parte do seguinte problema:
“Achar o volume do tetraedro regular conhecendo a aresta a.” (DUMONT, 1957, p.332). Como
mostra a figura 12, o autor considera o triangulo equilatero da base para encontrar a medida de
sua altura AE. Em seguida, considera o triangulo SAO, retangulo em O, para determinar a
medida da altura OS, do tetraedro regular. Como a base é um tridngulo equilatero, a medida de

2
, . 3 . . . A=
sua area € calculada por B = % e considerando que a medida do volume de uma pirdamide

’ B-h .
qualquer é calculada por V = —-a medida do volume do tetraedro regular de aresta a, pode ser

~ 32
calculada entdo por V = a1;/—'
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Figura 12 — Medida do volume do de um tetraedro regular — Livro 1

586. Problema. — Achar o wolume do tetraedro
regular conhecendo a aresta a.
A base é um tridngulo eqiiild-

’/‘%\ tero (fig. 469), cuja 4rea é (437) :
v Da V5
LG ‘\ / 4
D0k P)/ A altura SO ou & d4, no tridn-
4 gulo retdngulo SAO :
Fig. 469. h2 & 02 _ K—(—)z

Como o tetraedro é regular, O é o ponto de encontro

das medianas da base, e AO=—§—AE.

Mas o tridngulo 1‘eﬁingulo AEB dé:

- ’,.' S SR e
T
donde AO ———x.__\/3_ \/§ : Kﬁz:(;_"
%2a2
Logo Mo o
V2
donde h= a\\//§, :

Se V designa o volume do tetraedro regular, temos :
Vv_ih a?}/3 il V2. VB v V2
B T 3 e e 12

Fonte: Dumont (1957, p. 332-333)

O autor apresenta entdo (figura 13) a representacdo de um octaedro regular como
composicao de duas piramides de base comum a partir e 0 seguinte problema: “Achar o volume
do octaedro regular, conhecendo a aresta a” (DUMONT, 1957, p.333). Considerando o
quadrado ABCD de lado a, afirma que a medida do volume de um octaedro regular de aresta a

3
pode ser obtido pela formula: V = g(T) oz, 4 = 3‘/5

Figura 13 — Medida do volume de um octaedro regular — Livro 1

587. Problema, — Achar o volume do oclaedro
regular, conhecendo o areste a.

O octaedro regular (fig. 470) compoe-se de duas
pirdimides que tém por
base comum o quadrado
ABCD de lado a e de
superficie a®,

Por outra parte, a
altura® 88’ ¢ igual &
diagonal do quadrado de
lado « e vale a}/ 3 (369).

Logo, a altura SO ou
50 de cads pirfmide vale
12 o V3. Fig. 470,

Temos, pois, pml o volume V:

Ve 1Ly 41\/2 V2
.i VSR 3 ;

O volume do octaedro regular vale 4 vézes o volume

do tetraedro regular de mesmo lado.

Fonte: Dumont (1957, p. 333)
Conclui que “o volume do octaedro regular € 4 vezes o volume do tetraedro regular de

mesmo lado” (DUMONT, 1957, p.333). Isso significa que o octaedro regular pode ser
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decomposto em quatro tetraedros. O autor ndo apresenta o Principio de Cavalieri, nem tao
pouco os poliedros de Platdo e ainda, ndo encontramos célculos para medida do volume do

dodecaedro e icosaedro regulares.

Bezerra (1960), 22 edicdo, em seu livro: CURSO DE MATEMATICA para 0s cursos
de segundo grau (antigos cursos classicos e cientificos) destinado ao aluno, definiu superficie
poliédrica como a superficie formada por quatro ou mais regides poligonais pertencentes a
planos diferentes de maneira que dois a dois tenham um lado em comum. Para o autor, uma
superficie poliédrica é convexa quando pertence ao mesmo semiespaco determinado pelo plano
suporte de qualquer uma de suas faces, e diz-se concava quando nédo pertence inteiramente a,
pelo menos, um dos semiespacos determinados pelo suporte de uma de suas faces. Com isso,

definiu poliedro como um conjunto de pontos do espaco limitado por uma superficie poliédrica.

Como mostra a figura 14, enuncia a relacdo de Euler a partir de um teorema e, na
sequéncia, um teorema para poliedros regulares: “[...] o nimero de lados de uma face de um
poliedro regular ndo pode superar cinco” (BEZZERRA, 1960, p.372), com propdsito de
associar poligonos regulares a formacdo de superficies poliédricas convexas de poliedros,

apresentando a demonstracéo.

Figura 14 — Relagdo de Euler e poliedros regulares — Livro 2

5. Teovema. (Chamado teorema de ISunpr).

Em todo poliedre convexo o ndmero de arestas mais
dois ¢ igual ao nlimero de faces mais o nimero de
vértices.

Isto & A+2=T+V (a)

sendo A, I ¢ V o niimero’ de arestas, faces ¢ vértices de um
poliedro convexo (fig. 37).

Suprimindo uma face do poliedro convexo considerado
obtemos uma superficic poliddrica, convexa aberta (fig. 37)
cujo ndmero de arestas e de vértices é o mesmo do poliedro.

De acérdo com o lema demonstrado, temos: ’

AF1=F-14V .7, A42=F-+T cqd.

6. Policdros regulares

PreviaNares. Jé definimos o que eram poliedros regu-
lares. Vejamos agora algumas consideragtes sébre ésses polie-
dros.

Niio é ficil de concluir & primeira vista que existam po-
liedros regulares, entretanto, um déles ¢ conhecido da Geo-
metrig intuitiva; éste é o cubo ou hexaedro regular. Apre-
sentaremos 4 seguir os outros poliedros regulares, que sio em
nimero limitado, 20 contrarie do que aprendemos a respeito
dos poligonos regulares, que existem eom um nidmero qual-
quer de lados,

Representaremos, nos teoremes 2 seguir, o mimero de
faces, vértices e arestas do poliedro por I, ¥V e 4 respectiva-
mente.

1.2 TeoreMA, O ndmero de lados de uma face
de um poliedro regular nio pode superar a cinco.

Fonte: Bezerra (1960, p. 372-273)
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A partir da relagdo de Euler enunciou outro teorema, “[...] S6 existem cinco poliedros
regulares” (BEZZERRA, 1960, p.374), ou seja, tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e
icosaedro, apresentando a demonstracao.

Figura 15 — Cinco poliedros regulares — Livro 2

Sihiiae [T VA0
Tetraedro....... 3 4 4 6 3
Hexaedro....... 4 6 8 12 3
Octaedro........ 3 8 6 i2 4
Dodecaedro. .. .. 5 12 20 30 3
Tcosaedro....... 3 20 12 30 5

Fonte: Bezerra (1960, p. 374-275)

Como vemos na figura 15 o autor utiliza a relacdo de Euler para apresentar o nimero
de faces (F), o nimero de vértices (V), o numero de arestas (A) além do numero de lados do
poligono que limita cada face (n) e do nimero de arestas (p) que formam cada um de seus
angulos sélidos, para cada um dos poliedros regulares. Nao encontramos citagdes do autor a
respeito de poliedros de Plat&o.

Figura 16 — Volume do paralelepipedo e do cubo — Livro 2

14. Volume de um paralelepipedo retingulo. Par- Gllomie iy st ok 0 393
: ; ; 5
tindo-se do teorema seguinte. Dotis paralelepipedos retdngulos
sma base eslio enlre si como as suas alturas, e, mediante . )
eyt doce “liw UL S0 88 gt A E sendo « e b as medidas dos lados da base, entdo
certas consideragoes, chega-se a conclusio de que o volume

de um paralelepipedo retingulo é igual ao produto da medida V=Sh
de suas trés dimensoes. 2

Consideraremos, todavia, para simplicidade, e de modo
andlogo a0 que se procede modernamente com um grande isto &, o volume do paralelepipedo retingulo ¢ ignal ao produto
nimero de conceitos da Geometria Fuclideana, que, por da 4rea da base pela altura.
definigio, o volume de um paralelepfpedo retdngulo é igual
a0 produto da medida de suas trés dimensdes.

15. Volume do cubo. Como o cubo é um paralele-
pipedo de dimensdes iguais, temos:
Assim, sendo @, D, ¢ as dimensdes de um paralelepipedo

, ’ V=a00=a
retdngulo, seu volume serd:

T dizemos que o volume de um cubo é o cubo de sua

V =abe
aresta.

Fonte: Bezerra, (1960, p.392-393)

Para o volume do paralelepipedo retangulo (figura 16) o autor enunciou o teorema “O
volume de um paralelepipedo retangulo é igual ao produto da medida de suas trés dimensdes”
(BEZERRA, 1960, p.392). N&o explicita a utilizacdo do Principio de Cavalieri para deduzir a
férmula para o célculo da medida de volume quando se refere ao “produto da medida de suas
trés dimensdes™: V = a - b - c¢. Em seguida considerou a e b como sendo as medidas dos lados

da base para apresentar outra formula, V = S, - h, onde S, representa a medida da area da base
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e h a medida da altura. O autor considerou um paralelepipedo com trés medidas iguais para
definir a medida do volume do cubo, “Como o cubo é um paralelepipedo de dimensGes iguais,
temos: V = a-a-a = a®”. (BEZERRA, 1960, p. 393).

Figura 17 — Trisseccédo do prisma em trés piramides — Livro 2

8. Teorema. 106 Volume da pirimide

Todo prisma triangular 6 equivalente a trés pirdmides D

a b
(tetraedros) equivalentes.

Mas o tetraedro EADF é equi-
valente a0 tetraedro Z4ABC, pois, to-
mando o ponto A como vértice de
FADI, vemos que ésses dois tetrae-
dros tém para bases & base do pris-
ma e para altura a altura do prisma,

Seja um prisma triangular ABCDEF (fig. 73).

Tragando os planos AEC e AEF ficam formadas trés
plntles L il [0 © LA e portanto sio equivalentes (n.° 7).

Os dois dltimos tetraedros sio equivalentes (n. 7) pois e e
tém as bases AFD ¢ ACF iguais (tritngulos determinados 77T B Kt erare DU O G
no paralelogramo ACFD pela sua diagonal AF) e 2 mesma

: % a trés pirdmides equivalentes.
altura (distAncia do vértice E ao plano das duas bases). z D q

Fonte: Bezerra (1960, p. 405-406)
Na figura 17, o autor apresenta a medida do volume de uma pirdmide pelo teorema,
“Todo prisma triangular € equivalente a trés piramides (tetraedros) equivalentes”. (BEZERRA,
1960, p.405), apresentando, em seguida, sua demonstracdo com a divisdo do prisma em trés

piramides equivalentes.

Para uma piramide de base qualquer, o autor apresenta, na figura 18, a medida de seu
volume enunciando um teorema e o demonstrando na sequéncia. Ndo trata da medida do

volume de um tetraedro regular, nem dos poliedros: octaedro, dodecaedro e icosaedro.

Figura 18 — VVolume da piramide — Livro 2

10. Volume da pirAmide triangular. Seja um prisma Geometria — Primeiro ano 407
triangular de altura % ¢ drea da base S, (fig. 73). Seu volume
serd V1=8,Xh

primitiva, tédas com a mesma altura h ¢ tendo para dreas de

Como ésse prisma ¢ equivalente ao triplo de uma pird- 5 5 SAT 74
mide triangular de base e altura respectivamente iguais, entio suas bases 81, Sz, . . . -, entfio o volume VV da pirimide serd:
o volume da pirAmide serd Ve Sih | Sah | , Sngh _ (S14+Sa+... +Sn2g)l

Vi SpXh SHIRAREO IS R 3 3
=T ou V ='3—‘
Porém S;+Ss+..... +Sn-2=3,, logo:

11. Volume de uma pirdmide de base qualquer. . _SpXh
Seja uma pirimide de altura k e cuja base seja um poligono Vii= YT
qualquer de drea Sp. ‘

Como podemos decompor essa pirdmide em n -2 pirimi- I dizemos que o volume de wma pirdmide é a tér¢a parte
des triangulares cujo vértice comum ¢ o vértice da pirimide do produto da drea da base pela sua altura.

Fonte: Bezerra (1960, p. 405-406)

Notamos que neste periodo (1957-1960) os autores apresentaram em seus livros
abordagens equivalentes para o estudo dos poliedros convexos. A medida de volume de
poliedros convexos foi apresentada, em alguns casos a partir da contagem e, em outras, a partir
de teoremas e demonstracdes. N&o encontramos em nenhum deles qualquer férmula para o

calculo da medida do volume do icosaedro e do dodecaedro.
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Em seguida apresentamos a andlise de um livro didatico da década de (1960-1970),

Ary Quintella (1963) na 192 edi¢do de seu livro, destinado ao aluno. Como mostra a figura 19,

o0 autor define poliedros e seus elementos. A seguir os classifica em convexos ou ndo convexos

e regulares ou ndo. Para ele, um poliedro é

regular quando todas as faces sdo poligonos

regulares. Em seguida apresenta a relagdo de Euler, como um teorema valido apenas para

poliedros convexos.

Figura 19 — Definicao de poliedro — Livro 3

1. Defini¢Bes. Poliedro ¢ o corpo limitado por super-
ficies planas (fig. 51).

As porgdes de plano que limitam o poliedro chamam-se
aces,
! As intersecoies de duas faces chamam-se aresios. Cada
aresta & pois, comum a duas faces. As arestas do poliedro sfio
lados dos poligonos das faces. i \

Os vértices dos poligonos denominam-se vértices do polie-
dro (A, fig. 51); um vértice é comum a vérias faces. Na
fig. 51, I, o vértice A &€ comum a trés faces, em Il € comum a
quatro, Assim, em cada vértice fica formado um fingulo
sdlido,

Diagonal & o segmento que une dois vértices nfio situados
na mesma face. Na fig. 50 o segmento BH & uma diagonal

do poliedro.

n

Fonte: Quintella (1963, p.123)

Utilizou entdo a relacdo de Euler (fig

ura 20) para enunciar o teorema: “existe apenas

cinco poliedros regulares convexos” (QUINTELLA 1963, p.127).

Figura 20 — Demonstragéo do

1) POLIEDROS REGULARES

4. Teorema fundamental.

l Existem npenas cinco poliedros regulares convezon

Demonstragio.
De actrdo com o teorewma de Buler, temos:
V4PwA+2 ... m
Se o poliedro é regular, todas as faces =io iguais e, por-|
tanto, tddas terSo 0 mesmo ndmero n de lados, Resulta que/
o nimero total de lados dus faces é =F ¢, como dois lados so|
confundem numa dnica arcsta, temos a equacio: |

AF m2d sl

s @
Anitlogamente, s¢ 0 mimero de lados que concorrem cm|
cada vértice for p o niimero total désses lados serd pV o,
copsiderando que cada dois Jados se confundem em uma
arests, conclui-se: =

pV w24 . . pV =aF e VHL’—

(3)

Substituindo os valores de ¥V e 4 na equagfo (1), vem:!

af +p—L;—+2

donde (2n + 2p—~np) F = 4p

G Fr=mye-mr .

Fonte: Quintella

| resultando:

teorema fundamental — Livro 3

Como p > 3, o numeeador da dltima fragio ¢ positivo, ¢
devemos ter também:

20 + (2 =-n)p > o
(2-~njp>-2n
os dois

donde

ou, 1

por ~-1:
2n
n-2

m=-2)p<2n.'.p<
2n >
u~2>3

2n>3n-6 e n <6

Daf, as trés hipiteses: n =3, ne=4 o n = 5.

(3)

¢, por ser p 2 3:

Primeira Ih'pdm';: n =3
Em virtude da condigio (5), resulta:
3<p<t
Existem, pois, trés paliedros regulares de faces triangulares
em 208 valores:
p=3,pmdtep=>5

que

Segunda hipblese: n = 4.
Temos, entio (condigio 5):
3<p<4
e o finico valor de p ¢ 3.
Existe apenas um policdro regular de faces quadrangulares,
Terceira hipblese: n = 5,

Tercmos:
3gp<

| Logo, o tinico valor fl': P €3 e exisle apenns um poliedro
regular de faces pentagonais,

(1963, p.124-125)
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Com esta demonstracdo, na figura 21, o autor mostrou que apenas poliedros formados
com tridngulo equilateros, quadrados ou pentadgonos regulares podem formar os cinco poliedros

regulares convexos. O autor ndo apresentou referéncias sobre poliedros de Platéo.

Figura 21 — Cinco poliedros regulares — Livro 3

Fonte: Quintella (1963, p.129)

Na figura 22, apresenta a formula para o calculo da medida do volume de um
paralelepipedo retangulo, como sendo o produto da medida de suas trés dimensdes e apresenta
duas consequéncias. Na primeira, substitui o produto das duas primeiras dimensdes pela medida
da area da base e na segunda, considera as trés dimensfes iguais para apresentar uma formula
para o calculo da medida do volume de um cubo. Para o autor dimensao refere-se a um numero

e portanto deve ser uma medida, no caso, de comprimento.

Figura 22 — volume de paralelepipedo e do cubo — Livro 3

A medida do volume do paralelepipedo retdngulo é igual
ao produto das medidas de suas trés dimensdes.

Abreviadamente escreve-se:

V = abc

e diz-se:

O volume do paralelepipedo retingulo é igual
so produto das trés dimensdes.

Conseqiiéncias.

1.*) Como o produto das duas primeiras dimensdes é a
érea da base e a terceira dimensio é a altura, o volume pode
ser, também, expresso pela férmula:

V = Bh

onde B representa a drea da base e h, a altura, do parale-
lepipedo.

2.4) O cubo é um paralelepipedo retingulo de dimensdes
iguais; temos, entdo:

Fonte: Quintella (1963, p.142-143)
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Para introduzir a medida de volume de piramides, o autor apresentou a trissec¢ao do
prisma de base triangular. Na figura 23, o autor mostra como foram realizados os cortes no

prisma para a obtencdo de trés piramides equivalentes. Em seguida apresentou a medida de
volume de uma piramide.

Figura 23 — Trissec¢do do prisma — Livro 3

Seja o prisma A B C D E F (fig. 70). )
Considerando o plano das concorrentes AE e AF, o prisma
fica decomposto em duas pirimides: a primeira (ADEF),
triangular e a segunda (ABCFE), quadra.ngulnf. .
Tragando BF, o plano das concorrentes BF ¢ BA divide
a tltima pirdmide nas duas triangulares, .ABCF e ABFE, que
gfio eqiiivalentes, por serem iguais 08 tridngulos das bases e
a altura comum (distincia do ponto A ao plano BCFE).
Da mesma forma, a primeira pirimide (ADEF) é eqiii-
valente A segunda (ABCF) pois os trifingulos D_EF e ABC
siio iguais ¢ & altura de ambas é a altura do prisma.
Assim, as trés pirimides siio eqilivalentes.

Po. 70

Fonte: Quintella (1963, p.158)
O autor utilizou a trisseccdo do prisma em pirdmides equivalentes (figura 24) para
deduzir a medida de volume de uma piramide.
Figura 24 — Volume de uma pirdmide — Livro 3

b) Céleulo do volume da pirdmide.

Demonstragio.

1.°) Consideremos uma pirimide triangular SABC (fig. 71).

De acérdo com o segundo teorema, o volume dessa pirfi-
mide serd um tér¢o do volume do prisma ABCMNS, da mesma
altura, pois o mesmo prisma pode ser decomposto em grgs
pirdmides triangulares eqfiivalentes, sendo_uma delas a pird-
mide dada SABC.

Representando por ¥’ o volume do prisma e por V, o
da pirimide, teremos: v
Ve —
3
Substituindo o volume V* do prisma-pelo valor conhecido
(Bh), conclui-se:

V-T

Fonte: Quintella (1963, p.158)
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Como ja considerou B como a medida da area da base e h como a medida da altura,

. . e A , B-h
concluiu que a medida do volume de uma piramide pode ser calculada pela formula V = e

Em sequida apresentou a medida do volume para uma piramide qualquer.

Observamos que o autor apresentou na figura 25, uma piramide de base pentagonal e
dividiu sua base em trés triangulos para deduzir que a soma dos volumes das piramides

triangulares equivale a medida do volume de uma pirdmide qualquer.

O autor a partir da representacdo de um tetraedro regular anteriormente apresentado e
a2

12

P B-h . . .
daféormulaV = Y deduziu a formula para calcular a medida de seu volume: V =

Figura 25 — Volume de uma piramide qualquer — Livro 3

2.°) Consideremos uma pirdmide qualquer SABCDE .::

fig. 72). ) )

e Tracemos, do vértice A, as diagonais do poligpno da base.
Fstas diagonais e o vértice da pirfmide deten:mumm planos
que dividem a pirimide dada em pirdmides triangulares.

Mo, 72 Pra. 73

Assim, se representarmos por v, vs, v ... 08 vqlumes
e por 8, s;, 83 ... as freas das bases das pirAmides triingu-
lares, teremos, de acordo com a primeira parte, por ser a
altura h comum a tddas as pirimides:

h 8
LR -

3 3 3

Somando membro a membro, conclui-se:

V=-7’;-(a.+a-;+ ise)e

Fonte: Quintella (1963, p.159)
Em seguida, como mostra a figura 26, o autor considerou o octaedro regular formado
por duas piramides quadrangulares SABCD e S’4ABCD de base comum, o quadrado ABCD de
lado medindo a e as alturas das piramides medindo SO e S’O para determinar uma férmula para

o célculo da medida de seu volume.
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Figura 26 — Octaedro regular — Livro 3

2*) Volume do octaedro regular. O octaedro regular
€ a soma de duas pirdmides quadrangulares SABCD e S’ABCD
(fig. 74). A base, comum as duas pirimides, é um quadrado de
lado a e as alturas sio, SO ¢ S'0. Logo, o volume sers a soma:

1 o T
V=?.a’.60+?a3.80'=%02.SS’.

S8’ é igual a diagonal AC do quadrado de lado a; logo
temos: S8 = ay3

e, portanto:

ou

Fonte: Quintella, (1963, p. 161).
Notamos que os livros publicados no periodo (1957-1963) apresentaram abordagens
equivalentes e, embora, o livro de Quintella tenha sido publicado em 1963, durante o
movimento da Matematica Moderna, ndo observamos mudanca significativa sob influéncia do

movimento para este autor.

Boulos e Watanabe (1976), no volume 2, apresentaram uma ordem inversa para 0
estudo de sélidos, primeiro abordaram prismas, depois piramide, encerrando com a definicédo
de poliedro convexo, poliedro regular e a aplicacdo da relacdo de Euler. Os autores
apresentaram o principio da Cavalieri, a trisseccdo do prisma e, a medida do volume do
tetraedro regular e do octaedro regular por meio de exercicios resolvidos.

Figura 27 — VVolume do prisma — Livro 4

Volume

RS
\\A
+

Imagine um recipiente como o desenhado a0 lado, cuja forma

é a de um prisma. Seja & sua altura, e B 2 4rea de base. ) N 7
Se vocé quiser enché-lo com 4gua, uma questdo natural é o /,

saber o quanto de dgua vocé necessita. Intuitivamente, este tanto f ——i

de 4gua que vai encher o recipiente todo é o seu volume. : (s \
Veremos na se¢do 16 que, partindo de postulados a serem area B

dados, pode-se chegar & conclusio de que o volume em questdo

é B+h.

Em geral:

O volume de um prisma de 4rea de base B e altura & é
V=B-h

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p. 103)
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Na figura 27, os autores introduziram medida de volume de um prisma qualquer a
partir de um problema resolvido em que o consideram como um recipiente que tem capacidade,
ou seja, ndo é um sélido. No exemplo, a capacidade se confunde com volume e uma férmula

para o calculo da medida de seu volume é apresentada. A seguir da mesma forma apresentam

(figura 28) a medida do volume de um cubo.

Figura 28 — VVolume do cubo — Livro 4

3) Quantos metros cilbicos de dgua sdo necessirios para preencher uma
lata em forma de cubo de aresta medindo a metros?

: Solugdo
e S e A drea da base é B = a2, ¢ como a altura € @, temos:

a a ’ V=0%+a=ad°

Logo, sdo necessirios @3 metros cabicos.

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p. 105)

Ao abordar o conteudo sobre pirdmide os autores apresentam a férmula e justificam

que, mais a frente apresenta sua deducéo (figura 29).

Figura 29 — Volume de uma piramide qualquer — Livro 4

Volume

Do mesmo modo que fizemos no caso do prisma, vamos dar
a férmula do volume de uma pirdmide, deixando para depois as
consideracdes de como se chega a essa formula.

O volume de uma pirdmide de 4drea de base B e altura # é

1
—SBh

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p.116-117)

Os autores definem o tetraedro da seguinte maneira: chama-se tetraedro a uma
piramide triangular. Um tetraedro é regular se todas as suas arestas sdo congruentes.
(BOULOS E WATANABE 1976, p.110). Apresentam a formula para o volume de um tetraedro
a partir de um exercicio resolvido e o octaedro regular (figura 30) como uma composic¢éo de
duas piramides de base quadrada congruentes e, com isso deduzem a formula para o calculo da

medida de seu volume.
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Figura 30 — VVolume do octaedro regular — Livro 4
Exercicios resolvidos

1) Ache a édrea da superficie e o volume de um octasdro regular de aresta
medindo b.

Solugdo

A drea ¢ 8 vezes a 4rea de um trifingulo eqiiitétero de lade medindo b:

2
a5 25 oy

Quanto ao volume, é o dobro do volume de uma pirimide quadranguiar
regular {ver fig. a0 lado):
2
V=2-. -5 1)

Mas, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao AVOA, temos:

h=Va*-m? 2

Por outro lado, no AOMA (ver fig. ac lado), aplicando o Teorema de
Pitagoras, vem:

2
2 - B2 BN _ 2
m* = )+ (5 2 o
Substituindo em (2), /l
m
a
PRV C RN ol af2
2 V2
A a2 M

Fonte: Boulos e Watanabe (1976. P. 160-161)
N&o encontramos procedimentos para o calculo da medida do volume do dodecaedro
ou do icosaedro regulares, mas para justificar as formulas utilizadas anteriormente (figura 31)

0s autores apresentam o Principio de Cavalieri.

Figura 31 — Principio de Cavalieri — Livro 4

O mesmo principio se aplica mais geralmente. Suponha dois
solidos com “bases” num plano «, tais que todo plano B/« que
Passaremos agora a justifcer algumas formulas e volume j2 encontrz.l um sc’)1~id‘o tamb?n.l encontra voutro. Suponl}a também
dadss. Para isso vamos admitir inicialmente o seguinte postulado: que as intersecgOes dos solidos com § tém a mesma drea. Entdo
os solidos tém mesmo volume (este é o Principio de Cavalieri).
Observe que a argumentagdo acima nio prova o principio, em
absoluto, mas nos mostra que ele é plausivel.

6. Volumes. Principio de Cavalieri

PY1 | O volume de um paraklepipedo reto-retingulo de
dimensdes ¢, b, ¢ é

¥ =abe

(isto &, drea de uma base pela altura correspondente)

A seguir apresentaremos um outro postulado, conhecido como
Principio de Cavalieri. Para entendé-lo, considere trés solidos como
se mostra na figura;

—7~ 9 &

Empilhando-os assim:

o PV2 Dados dois sélidos e um plano, tais que todo plano
' (Principio| paralelo ao dado, interceptando um’sélido também
de intercepta o outro, e estas intersec¢Ges tém mesma
Cavalierd | 4rea, entdo os solidos tém mesmo volume.
p— Além desses, vamos precisar de um outro postulado:

PV3 Se dois solidos tém intersec¢do de volume nulo, entio
o volume da reunido dos solidos é a soma dos volumes
voeé obtém 3 sblidos de mesmo volume. E claro: o volume de cada dos dois s6lidos.”

solido ¢ a soma dos volumes de cada um deles.

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p. 145)
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O principio de Cavalieri pode ser interpretado como reunido infinita de areas
consideradas como base que comp&em o volume de um poliedro. A seguir (figura 32) os autores

abordaram também a trisseccéo de um prisma triangular.

Figura 32 — Trisseccdo do prisma e volume de pirdmide — Livro 4

A idéia é ir um prisma triangular de mesma base ¢
mesma altura que a pirimide. Veremos que o volume do prisma
& trés vezes o volume ¥ da piramide, através da d posi¢io do
prisma em trés pirdmides de mesmo volume:

3V = Ak (aqui usamos PV3)
onde A é a érea da base e h a altura. Dai,

1
V= -§Ah

Vejamos como sc faz a decomposigdo:

Sejam A, B, C os vértices da base da pirdmide, e V' seu vértice.
© prisma de mesma base e mesma altura que a pirdmide pode ser
construido considerando os segmentos A4’ e BB’ paralelos e con-
gruentes ao segmento VC.

a) As pirimides (I) e (II) tém mesmo volume.
De fato,

i. AAA’B = AABB’

base de (I) base de (1)

(por construgdo do prisma)

2. V é vértice comum de (I} ¢ (1I0),

o que mostra que (I} ¢ (II}) tém mesma altura; como suas bases
se situam num mesmo plano, o Lema 1 se aplica, ¢ (I) e (ID) tém
mesmo volume.

b) As pirdmides (II) e ({II) tém mesmo volume.
A argumentagdo é andloga:
1. AVBB’ = AVBC
2. A é vértice comum de (I e (Iil).

Logo, (II) e (III) tém mesma altura, bases num mesmo plano,

A B com mesma frea. Pelo. Lema 1, a afirmac¢fo fica justificada. 3
v Assim o prisma ficou di e em trés pi des (1), (AD),
v (III) de mesmo volume, como restou provar.
Agora estamos em condi¢Ses de provar o resultado inicial-
mente proposto:
O volume de uma piramide é um tergo de produto da drea
da base pela altura.
A B A De fato, sendo # a altura da pirimide e 4 a drea de sua base,
idere uma piramide fri lar de altura h e drea da base 4,
4 cuja base estd no mesmo plano da base da pirimide dada.
c

O prisma se decompde om trés pirdmides:

1. pirdmide AVAB’
IL. pirimide AVBB'
11 pirimide AVBC (¢ a dada inicialmente)

X

Assim, qualquer plano paralelo ao plano das bases que inter-
cepta uma das pirimides intercepta a ontra, e as secgdes transversais
tém mesma 4rea (pelo Corolédrio da segdo 2, pdg. 113, j4 utilizado
no Lema 1). Pelo Principio de Cavalieri, as duas pirimides tém
mesmo volume ¥, que, pelo Lema?2, vale

mesma érea A

1
V= TAP:.

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p. 148-149)
Na figura 32, a partir da trisseccdo do prisma os autores deduziram a formula para o
calculo da medida de volume de uma piramide com base triangular e apresentaram a férmula
da medida de volume para uma piramide qualquer. Em seguida definiram: poliedro, poliedro

regular, relacdo de Euler e os cinco poliedros regulares convexos.

Definiram poliedros regulares (figura 33) e a partir de um teorema apresentam entéo
os cinco poliedros regulares convexos, identificando o poligono que caracteriza cada face,

juntamente com a quantidade de faces, vértices e arestas que cada poliedro possui.

N&o encontramos referéncias aos poliedros de Platdo e, nem tdo pouco, a respeito da

medida de volume do dodecaedro ou do icosaedro regulares.
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Figura 33 — Poliedros regulares — Livro 4
Poliedro regular

Um poliedro convexo é regular se

19) suas faces s3o pol:gonos regulares, congruentes enire
s, e

29) seus dngulos poliédricos sdo congruentes entre si.

Desde aproximadamente 388 a.C. j4 se conhecia o seguinte:

Teorema
Se ¢ & um poliedro convexo regular, entdo ocorre uma das
possibilidades:
13) @ é um tetraedro regular.
F =4 (triangulos eqiiiliteros congruentes)
V=4
/ A=6
223) & é um cubo.
F =6 (quadrados congruentes)
V=8
o A =12
: 32) & é um octaedro regular.
F =8 (tridngulos eqiildteros congruentes)
_ V=6
V 4=12

< 3> 43) @ é um dodecaedro regular.
F = 12 (pentagonos regulares congruentes)
V =20

.

52) uin icosaedro regular.

20 (tridngulos eauxlﬁteros congruentes)

)

B
hw"q%

ftnn

onN

1
3

o

4
\

Nota: Portanto as faces de um poliedro convexo regular so
podem ser tridngulos eqiiildteros, quadrados ou pentigonos regulares
e existem apenas 5 tipos de poliedros convexos regulares.

Eles foram chamados, no decorrer dos séculos, de “corpos
cdsmicos” ou “solidos platdnicos™, pois Platao os usava para
explicar fendmenos cientificos.

Fonte: Boulos e Watanabe (1976, p. 159-160)
Observamos nos autores a preocupacao em apresentar defini¢bes com a utilizacdo da
linguagem da teoria dos conjuntos, com representacdes dos poliedros que satisfazem a relacédo
de Euler, sem demonstracbes, mas preocupando-se com a compreensdo dos conteudos

abordados por meio de exemplos.

O livro didatico Matematica segundo grau volume 2 de Setani (1984, p. 3) destinado
ao aluno, apresenta algumas observages a respeito do capitulo de geometria espacial:

Devido a aridez que reveste o capitulo de Geometria Espacial e as dificuldades
inerentes a tal assunto, decidimos aborda-lo de forma menos formal possivel. Para
isso, em algumas ocasifes, a linha de demonstracdo de teoremas € colocada de
maneira totalmente intuitiva, acompanhada de figuras.
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Observamos a preocupacdo em apresentar a teoria em “doses minimas” (SETANI,
1984, p.3) apresentando uma reducdo nas demonstragdes por julgar que os teoremas
apresentados sdo de acesso facil, além de exercicios de fixacdo com problemas que considerou

praticos e de interesse do aluno.

O autor apresentou medida do volume de um paralelepipedo retdngulo indicando

diretamente a formula (figura 34) e a medida de volume de um cubo como consequéncia.

Figura 34 — Volume do paralelepipedo — Livro 5

d) O volume do paralelepipedo (V)

Uma idéia intuitiva de volume de um sélido, em particular de um paralelepipedo, é a quantidade
de espaco por ele ocupado. '

Quando se quer medir o “volume’ de um sélido, compara-se esse so6lido com uma unidade e,
desta comparagdo, resulta um niimero que serd a medida do volume.

A unidade de volume é um cubo de aresta medindo uma unidade de comprimento. O volume do
cubo unitério é 1, por definigdo.

Assim, quando dizemos que um s6lido S tem um volume s, queremos dizer que o sélido S contém
s vezes o cubo unitério.

Demonstra-se que o volume do paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b, ¢ é abc.

s D
2

V=a-b-c

V= (a- b)c

V = (Area da base) - (Altura)

Fonte: Setani (1984, p.233)

Observamos que, para o autor, medir volume é comparar o que se quer medir com 0
volume de um cubo de aresta unitéria sendo o resultado dessa compara¢do a medida do volume.
No entanto, no final afirma que o volume é o produto das dimensdes do paralelepipedo, ou seja,
dimensdo é medida de comprimento e, ainda, apresenta o volume como multiplicacdo das
palavras “area da base” por “altura”.

Figura 35 — Principio de Cavalieri — Livro 5

Principio de Cavalieri

Dados dois sélidos, A e B, e um plano, suponhamos que todo plano paralelo ao plano dado,
ao interceptar um dos sélidos, intercepte também o outro. Se resultarem seccdes transversais de
mesma érea, entdo os solidos A e B tém o mesmo volume.

Fonte: Setani (1984, p.238)
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Com a apresentacdo do principio de Cavalieri (figura 35), o autor generaliza que
solidos que possuem &rea da base equivalentes e mesma altura tém mesmo volume. A partir do
Principio de Cavalieri compara um paralelepipedo com um prisma reto e conclui que o volume

de um prisma é igual ao volume de um paralelepipedo retangulo.

Na figura 36, o autor apresentou a férmula do volume de um paralelepipedo retangulo
como sendo a medida da area da base pela medida da altura, utilizando a no¢éo intuitiva do

principio de Cavalieri, sem preocupar-se com demonstracao.

Figura 36 - volume do paralelepipedo retédngulo — Livro 5
Teorema
O volume de um paralelepipedo é igual ao produto da 4rea da base pela altura.

Seja o paralelepipedo de altura A e 4rea da base A.

e = S
[t/ —

Num plano «, colocamos o paralelogramo da base desse paralelepipedo e também um retdngulo
de mesma 4rea que-o paralelogramo:

mesma drea

o

Consideremos agora o paralelepfpedo dado e um prisma reto de altura A, tendo como base o
retangulo:

Qualquer plano transversal produzira figuras equivalentes as bases, ou seja, de dreas iguais &s
das bases:
A=A ;
- A= A"
A= A"
Portanto, pelo principio de Cavalieri, os dois s6lidos tém mesmo volume.
Volume paraielepipedo = V°lumeparalelepipedo retangulo
Volume paraielepipedo = A= h (pégina 233)

Volume paralelepipedo = (Area da base) - (Altura)

Fonte: Setani (1984, p.238-239)

Na sequéncia (figura 37) apresenta a férmula para o céalculo da medida do volume de

uma piramide pelo teorema: “O volume de uma pirdmide de base triangular ¢ igual a um tergo

do produto da altura pela area da base.” (SETANI, 1986, p.261).
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Figura 37 — Trissec¢do do prisma de base triangular — Livro 5

£

Obtemos, assim, um prisma reto de bases FDE e F’DE” e altura h, cujovolume é S - A.
Observe que o prisma é formado por trés piramides, todas de mesmo volume:

@ piramide DFDE Areqs das bases iguais (AF'D'E” e AFDE) e alturas
° pirdmide FF'D'E” iguais (f).

0 pirémide D'FEE Avreas das bases iguais (AFE'E e AFE'F) e alturas
m pirdmide DFEF’ iguais (disténcia de D’ ao plano da base).

Logo:
Volume ;) = Volume

Volume () = Volume gy

Note que a pirdmide (Il), FF'D’E’, ¢ também a piramide (), D°FeF

Assim:
Volume (;) = Volume ;) = Volume (i @
Volume ;) + Volume () + Volume iy = Volume do prisma
Volume ;) + Volume (3 + Volume gy = S - h @
De(Me (2. temos:
Volume m = ;— S-h
Mas
Volume () = Volume da piramide dada
Entédo:

Volume da piramide = % S+h

Volume da piramide = % (Area da base) - (Altura)

O teorema que acabamos de demonstrar permite calcular o volume de uma pirdmide qualquer de
vértice V. Para isso, basta dividir a base da mesma em tridngulos, dividindo conseqiientemente a pira-
mide em pirdmides de base triangular com vértice em V. Observe a figura e note que o volume da pira-
mide hexagonal é a soma dos volumes das pirémides VABC, VACD, VADE, VAEF:

Fonte: Setani (1984, p.262)
Acrescenta que “uma piramide triangular regular, em que as seis arestas Sao

congruentes, denomina-se tetraedro regular. ” (SETANI 1984, p.251).

O autor apresenta também a medida do volume de uma piramide qualquer (figura 38)
relacionando a divisao do poligono da base em triangulos, a partir de um de seus vértices. Nao
encontramos referéncias a respeito da defini¢do de poliedros, poliedros regulares, poliedros de

Platdo, relacdo de Euler nem tdo pouco medida do volume do octaedro, do dodecaedro ou do

icosaedro regulares.
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Figura 38 — Volume de uma pirdmide qualquer — Livro 5

v

Temos:
V = Vyasc *+ Vvaco + Vvaoe + Vvaer

s;h+ L s,h+ L s,h+ Los,n

N 3 3 3

]

w|= W=

v= h(S, +S;, +S; +S,)

V=

onde S,, S;, S; e S, sd0 as 4reas das bases das piramides VABC, VACD, VADE e VAEF, e S é a 4rea
da base da piramide hexagonal.

Generalizando o raciocinio acima temos o seguinte teorema:

Fonte: Setani (1984, p.263)

Nery e Jakubovic (1988), no livro “Curso de Matematica” volume 2, destinado ao
aluno, destacaram como principais caracteristicas de sua obra a motivacdo, a simplicidade e
uma metodologia onde o aprendizado se da ao longo do processo de forma equilibrada. Os
autores iniciaram o estudo de sélidos geométricos definindo poliedros, seus elementos e
superficie poliédrica. Para eles um poliedro € constituido por dois tipos de pontos: 0s pontos
que estdo no interior do sélido e os pontos que estdo na superficie poliédrica. Apresentaram a
definicdo de poliedros convexos e poliedros regulares, para entdo apresentarem a definicdo de
poliedros de Platdo e os apresentam na figura 39.

Chamamos de poliedro de Platdo aos poliedros que tém todas as faces do mesmo tipo,
e ainda, 0 mesmo numero de arestas em cada vértice. Os poliedros de Platdo ndo
precisam ter como faces poligono regulares. Os poliedros de Platdo que tém como
faces poligonos regulares sdo chamados de poliedros regulares. A dupla exigéncia, de
que o poliedro seja de Platdo e tenha como faces poligonos regulares, limita o nimero
de poliedros a cinco: tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. (NERY
e JAKUBOVIC 1988, p.253).

Figura 39 — Os cinco poliedros regulares convexos — Livro 6

1 )
'
I” "
tetraedro regular : hexaedro regular octaedro regular

” dodecaedro regular

Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.254)

icosaedro regular
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Os autores consideraram importante, como uma das etapas do estudo, a construgdo em
cartolina de modelos geométricos (figura 40) e apresentaram a planificagdo das superficies
poliédricas do dodecaedro e do icosaedro.

Figura 40 — Planificacéo das superficies do dodecaedro e do icosaedro regulares — Livro 6
Planificacdo de alguns sélidos

Achamos importante, como uma das etapas do estudo dos s6lidos geomé-
tricos, que vocé construa em cartolina os seus proprios modelos geométricos. Com o
intuito de ajudddo nessa tarefa, apresentamos a seguir as planificacSes de alguns
solidos mais complicados e o desafiamos a .conseguir, sozinho, construir mai.
algumas.

S 6

dodecaedro regular icosaedro regular
Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.254)
Os autores apresentaram a planificacdo para salientar que a superficie poliédrica do
dodecaedro regular e do icosaedro regular sdao formadas por poligonos regulares (na realidade
superficies poligonais regulares), no entanto apresentam “planifica¢do de s6lidos” o que ndo é

possivel por sua propria natureza.

Para a relacdo de Euler, os autores apresentaram o seguinte teorema: “Num poliedro
convexo qualquer, sejam V o nimero de veértices, A 0 nimero de arestas e F 0 nimero de faces,
vale a relagdo: V — A+ F = 2”. (NERY e JAKUBOVIC 1988, p.262), demonstrando em
seguida.

No estudo de volumes, apresentaram diretamente a férmula para o calculo da medida
do volume de um cubo (figura 41) a partir de um exemplo particular para depois deduzir a
formula geral. No entanto, a férmula é deduzida por contagem de cubinhos de 1cm?, como os
autores anteriores, também consideram que o volume e a aresta sdo representados por nimeros.
Figura 41 — VVolume de um cubo — Livro 6
Volume do cpbo

Se um cubo tiver arestas de 5 cm, ele serd formado por cinco camadas de
1cm de altura, e cada uma dessas camadas serd formada por 5 « 5 cubinhos de
1 cm® cadaume, portanto, esse cubo terd um volume de:

.5+5.5=5cm?

Usando o raciocinio anterior para um cubo de aresta a, concluimos que seu
volume é:

fl!
”

/i

|
1
T
|
|
P

-~

Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.266-267)
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Em relacdo ao volume do paralelepipedo (figura 42), os autores consideraram a base
retangular de medidas a e b e a altura medindo ¢ concluindo com a formula. Em seguida,
consideram que o produto das duas primeiras medidas representa a medida da area da base e
apresentam entao, o volume como sendo o produto da multiplicagao das palavras “area da base”
por “altura”. Como 0s autores conduzem ao raciocinio usado anteriormente, acreditamos que,
embora explicitem a multiplicagdo de medidas, elas ainda estao relacionadas a contagem.

Figura 42 — VVolume de um paralelepipedo — Livro 6

Volume do paralelepipedo

Imagine um paralelepipedo retingulo cujas arestas da base megamacbe
cuja altura mega ¢,

Com o mesmo raciocinio usado para o cikulo do volume do cubo, podemos
concluir que o volume do panalelepfpedo retingulo é

! At

f 4 - el c
Ly =a.b.c g

paral I .;.‘

| /.*’ B Z
‘._..——./

Note que o volume do panalelepipedo retingulo pode ser interpretado como:

]
Vearal (drea da t?zu) « (altura) |

Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.266-267)

Antes de enunciar o Principio de Cavalieri 0s autores se preocuparam em mostrar que
ndo € possivel encontrar a medida do volume de alguns sélidos por contagem de cubos de
medida unitaria (Figura 43) como feito até 0 momento.

Figura 43 — Introdugéo ao Principio de Cavalieri — Livro 6

Principio de Cavalieri

Quando calculamos o volume do cubo € do paralelepipedo, imaginamos que
os mesmos fossem formados pela justaposigdo de cubinhos de volume conhecido.
Agora, para calcular o volume de um prisma hexagonal ou de uma piramide qual-
quer, nio podemos utilizar esse mesmo raciocinio, pois é impossivel encaixar
cubinhos nos cantos desses poliedros.

AT

(7

Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.269)

Apresentam por exemplos, mas ndo enunciam, o Principio de Cavalieri (figura 44) e o
utilizam para justificar a formula para a medida do volume do prisma, citado anteriormente,
agora considerando que uma medida pode ser representada por um numero real, isto €, como

resultado de um processo de medicao e ndao apenas a contagem.
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Figura 44 — Principio de Cavalieri — Livro 6

Calculo do volume do prisma
Considere um prisma de altura h e com base de drea B.

Colocamos esse prisma juntamente com um paralelepipedo retingulo, tam-
bém de altura h e base de drea B, ambos apoiados num plano a:

R B A

(4

Observe, pela figura anterior, que qualquer que seja a distdncia do plano de
corte () ao plano de apoio (), tem-se: S; = Be S, = B

Portanto: S; = S,.

Concluimos, pelo principio de Cavalieri, que:

Volume do prisma = Volume do paralelepipedo
ou seja:

\Y% = (drea da base) . (altura)

prisma
ou ainda:

O volume do prisma com drea da base B e altura h é;

I s e >

T
i

Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.270)
Na figura 45, os autores apresentaram a trisseccdo do prisma em trés piramides
equivalentes de mesma altura, destacando que a medida do volume do prisma € igual trés vezes

a medida do volume de uma das piramides.

Em seguida destacaram que qualquer pirdmide ndo triangular ¢ formada pela
justaposicdo de piramides triangulares de mesma altura, sem apresentar a demonstracdo. A
medida do volume do octaedro regular foi abordada apenas como exercicio proposto. N&o

encontramos referéncias para a medida do volume do dodecaedro e do icosaedro regulares.
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Figura 45 — Trissec¢édo de um prisma triangular — Livro 6

Agora vamos comparar os volumes de uma pirdmide e de um prisma. Observe
que todo prisma triangular pode ser decomposto em trés pirdmides equivalentes:

-

B — (- & -+

Entio:

Vv =V +VH+VIII

prisma 1

As pirAmides I e IT tém mesma base e mesma altura, logo, como acabamos de
ver, tém mesmo volume. O mesmo acontece com as pirimides II e III. Sendo V o
volume dessas pirémides, temos:

V =V+V+VouV

prisma =3V

prisma
logo:

1
V=== Vorisma

Sendo B  4rea da base do prisma e h sua altura, concluimos que:
1
V= -5 B.h
Fonte: Nery e Jakubovic (1988, p.270)
Bongiovanni, Vissoto e Laureano (1994) em seu livro destinado ao professor,

destacaram os seguintes comentarios a respeito da proposta do livro:

Este volume Unico seleciona e organiza os conteudos, garantindo um
programa significativo. Um programa significativo é aquele em que os
conteudos contribuem para a formacao geral do adolescente, desenvolvendo a
observagdo e o raciocinio l6gico, contribuindo para a aquisi¢do da linguagem
matematica, enfatizando o processo de construcdo dos conceitos, oferecendo
ao professor essa opcdo. (BONGIOVANNI, VISSOTO e LAUREANO, 1994,

p.3).
Nesta edicdo, 0s autores se preocuparam em apresentar os contetidos em volume unico
e adequar as necessidades béasicas dos professores porque a carga horaria para o Ensino Médio

foi reduzida, optando pelos contetidos que consideraram adequados ao curriculo.

Os autores apresentaram no estudo dos prismas a medida do volume de um bloco
retangular como V = A, 4. - h onde, 4,4 representa a medida da area da base e h a medida
da altura fazendo referéncia a contagem de cubos de aresta unitaria como unidade de medida.

A seguir (figura 46) apresentaram o principio de Cavalieri.
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Figura 46 — Principio de Cavalieri — Livro 7

Se dois ou mais sélidos de mesma altura estdao sobre um plano
a, e qualquer plano paralelo a « determina nesses sélidos figuras
planas de mesma érea, entdo esses sélidos tém o mesmo volume.
(principio de Cavalieri)

Fonte: Bongiovanni, Vissoto e Laureano, (1994, p.240)
Em seguida apresentaram a trisseccdo do prisma de base triangular (figura 47) e a
partir dela deduziram a formula para o calculo do volume de uma pirdmide de base triangular.

Figura 47 — Trissec¢do do prisma triangular — Livro 7
Volume da pir@mide e do cone

Todo prisma triangular pode ser decomposto em trés piramides trian-
gulares, como vocé vé na seqiiéncia de desenhos abaixo:

Fonte: Bongiovanni, Vissoto e Laureano (1994, p.348)
Definiram tetraedro e propuseram um exercicio para encontrar a medida de seu

volume. N&o apresentaram referéncias a respeito de poliedro, relacdo de Euler, poliedros de

Platdo, medida do volume do octaedro, do dodecaedro ou do icosaedro regulares.

Barreto Filho e Silva (1998) no volume 2, destinado ao professor apresentaram
primeiro o estudo de prisma e piramide para depois abordaram a definicdo de poliedros.
Apresentaram a férmula da medida do volume de um prisma reto e de um paralelepipedo
retdngulo com sendo V = A, - h onde A, representa a medida da area da base e h representa a

medida da altura. Na sequéncia apresentaram o principio de Cavalieri (figura 48).
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Figura 48 — Principio de Cavalieri — Livro 8

Considere dois s6lidos com bases num plano ., S¢ qualquer plano 5, paralelo ac e
secante aos solidos, determinar nos mesmos superficies §, ¢ 8, com dreas iguais, pode-
mos afirmar, pelo Principio de Cavalieri, que os dois sdlidos tém o mesmo volume.

Logo,o volume do prisma triangular € igual 20 volume do paralelepipedo retangulo,
ou seja:

vp:hﬂ;l wingular v;urﬂ:::—,tq:d\: reclagulo

Portanto: Vs =4 * b l

Fonte: Barreto Filho e Silva, (1998, p. 211)
Os autores iniciaram a abordagem da medida de volume do prisma triangular e do

paralelepipedo retangulo pelo principio de Cavalieri e deduziram que o volume do prisma é o

produto da medida da area da base pela medida da altura. Mais uma vez area e volume estéo

associadas a nimeros.

Figura 49 — Trissec¢do do prisma triangular e volume de piramide qualquer — Livro 8

Volume da pirdmide

O volume da pirimide corresponde a% do produto da drea da base pela altura:

Para compreender melhor
essa férmula, observe que um pris-
ma triangular pode se decompor
em trés pirimides triangulares de
mesmo volume. Portanto, o volu-
me de cada uma dessas pirimides
€ igual a terca parte do volume do
prisma triangular. (Pode-se fazer
uma experi€ncia cortando um pe-
daco de sabio.)

Fonte: Barreto Filho e Silva, (1998, p. 222)
Para as piramides os autores utilizaram a trissec¢do do prisma triangular (figura 49)

para deduzir a medida de volume de uma piramide triangular.
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Figura 50 — Volume da uma pirédmide qualquer — Livro 8

Consideremos uma piramide qualquer com a mesma altura / ¢ a mesma drea da
base de uma pirimide triangular que, quando seccionadas por qualquer plano B parale-
lo ao plano o das suas bases, determinam sceccoes S, €§,, com dreas iguais

W AT

Pelo Principio de Cavalieri, isso nos permite dizer que o volume dessa pirimide
qualquer € igual ao dessa piramide triangular.

\J =V

pirkmide qQualquer pirimide triangulss

L
= 7 (area da base X altura)

pirievide qualquer

Fonte: Barreto Filho e Silva, (1998, p. 222)
A partir do Principio de Cavalieri (figura 50) os autores deduziram que a medida do

volume de uma piramide qualquer pode ser calculada pela mesma férmula, pois uma piramide

de base qualquer pode ser decomposta em piramides de base triangular de mesma altura e ter a
. P 1 .
medida de seu volume calculada pela formula V = 3 Ap - honde A, representa a area da base

e h representa a medida da altura. Observamos que estes autores utilizaram linguagem natural
para indicar o produto da “area da base” pela “altura”, ou seja, estdo utilizando o simbolo de

multiplicacdo para relacionar palavras escritas.

O volume do tetraedro regular foi apresentado pelos autores por um exercicio resolvido

3
onde deduzem a férmula da medida do volume de um tetraedro regular por V = %E No final

do capitulo definiram poliedros de Platdo “é necessario que todas as suas faces tenham o mesmo
namero (n) de arestas e que, dos vértices parta 0 mesmo nimero (m) de arestas”. (BARRETO
e SILVA 1998, p.262). Em seguida definiram poliedros regulares, representando os cinco
poliedros, mas ndo apresentaram a relacéo de Euler.

Apresentaram os calculos para a medida do volume de um octaedro regular a partir do
volume de duas piramides de base quadrada, no entanto nao fizeram referéncias a medida do

volume do dodecaedro ou do icosaedro regulares.

O livro de Santos, Gentil e Greco (2000) destinado ao professor, destacou na
contracapa que estava de acordo com as Diretrizes Curriculares Nacionais para o Ensino
Médio. No capitulo sobre geometria espacial métrica apresentaram a definicdo de poliedro

como sendo um solido limitado por quatro ou mais poligonos planos (referindo-se a regides
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poligonais), diferenciaram também poliedro concavo de convexo, apresentando exemplos para
todos os casos. Definiram entdo um poliedro convexo regular como sendo aqueles que suas
faces sdo regides poligonais regulares, cada uma com o mesmo numero de lados e, para todo
vértice, converge 0 mesmo numero de arestas. Apresentam entdo exemplos de poliedros
regulares convexos (figura 51) destacando seus elementos e modelos da planificagdo de suas
superficies, sem destacar que s6 podemos criar a planificacdo da superficie, pois os poliedros

sdo soblidos.

Figura 51 — Poliedros regulares — Livro 9

Poliedro Planificaciio Elementos

4 faces
triangulares
4 vértices

6 arestas

tetraedro

6 faces qua-
drangulares
8 vértices
12 arestas

‘ triangulares
6 vértices
‘ 12 arestas
octaedro )

12 faces
pentagenais
20 vértices
30 arestas

vz T EVAVAVAVAVANE I

/ \\ / \\\\/ 7 -\\ /,.f ‘»\\// \\ / tlr;angu}ares
\ '\ veértices
\/W\/ e

icosaedro

Fonte: Marcondes, Gentil e Greco, (2000, p.287)
Em seguida, apresentarem a relagéo de Euler (figura 52) e, definiram Poliedros de

Platao.

Diz-se que um poliedro é platdnico se, e somente se:

a) For convexo;

b) Em todo vértice concorre 0 mesmo nimero de arestas;

¢) Toda face tiver o0 mesmo nimero de arestas;

d) For vélida a relacéo de Euler. (SANTOS, GENTIL E GRECO, 2000, p.288)
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Figura 52 — Poliedro Platonico e ndo Platénico — Livro 9

[
'
1

|3

1

(@ = (b)
Fonte: Santos, Gentil e Greco (2000, p.288)

A partir dessa definigcdo os autores utilizaram a figura 52 para argumentar que a figura

52 (a) representa um poliedro platénico e a figura 52 (b) representa um poliedro ndo-platénico.

Apresentaram diretamente a medida de volume de um prisma e de um paralelepipedo
reto, sem abordar o principio de Cavalieri, pela formula V = A, - h, considerando que A,
representa a medida da area da base e h representa a medida da altura. Em seguida apresentaram
a formula para o calculo do volume de um cubo: V = a - a - a = a3. No estudo das piramides
apresentaram a formula para o célculo da medida do volume de uma piramide qualquer, sem
especificar o volume de um tetraedro regular, embora o tenham definido como sendo: Toda
pirdmide triangular recebe o nome de tetraedro. Quando possui como faces triangulos
equilateros, ele é denominado regular (IBID, 2000, p.307). Ndo apresentaram a deducédo da

férmula para a medida do volume de um octaedro, dodecaedro ou icosaedro.

O livro de Guelli (2003), destinado ao aluno, apresentou a definicdo de poliedros
exemplificando com figuras de poliedros convexos e ndo convexos. Em seguida apresentou a
relacdo de Euler e definiu poliedros regulares, mas ndo apresentou definicdo para os poliedros

de Platdo.

No estudo de prismas apresentou a formula para o célculo da medida do volume de
um paralelepipedo retangulo conforme a figura 53:

Figura 53 — Volume do paralelepipedo retangulo — Livro 10

V=a-b-h

e

h . l
[i> 4rea de uma base

b V:Ah'h

a

Em geral, qualquer uma das arestas de um prisma reto ndo contida nos planos das bases ¢ a altura do
prisma.

Fonte: Guelli, (2003, p.281)
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Para o Principio de Cavalieri, 0 autor considerou trés prismas com bases quadrangular,
triangular e pentagonal com areas das bases equivalentes e mesma altura (figura 54) para

concluir que também possuiam volumes equivalentes.

Figura 54 — Principio de Cavalieri — Livro 10

Considere dois corpos geométricos e um plano. Suponha que todo plano, paralelo ao plano dado, inter-
ceptando um dos dois corpos interceptard também o outro, produzindo segdes transversais com 4reas iguais.
Entdo os dois corpos geométricos tém o mesmo volume.

B W
\_——/ \u—-—"

Os trés prismas da figura tém seges transversais de reas iguais A, e a mesma altura h.

Y

Vpamlelep]’pedo retingulo = Vprisma triangular . Vprisma pentagonal

N i
N
N |
B e o
|
> 1
-0 T
1981
L
= —
3.0
1D
1
-5

O volume de um prisma é o produto da drea de uma base pela altura:
V= Ab -h

Fonte: Guelli, (2003, p.281)

Na figura 55, o autor apresentou uma situagdo problema que consiste em construir
modelos de um prisma de base triangular e de uma piramide com base equivalente a base do
prisma e de mesma altura. Em seguida solicitou que o modelo de piramide fosse cheio com
areia fina e que esse contetdo fosse derramado no modelo de prisma para verificar que o volume

da pirdmide corresponde a um ter¢co do volume do prisma.
Com essa verificagdo, o autor deduz que a medida do volume de uma piramide
triangular pode ser obtida pela férmula V = §Ab - h. Em seguida apresentou duas piramides,

uma com base triangular e outra com base quadrangular de mesma altura para deduzir que a
medida do volume de uma pirdmide qualquer, pelo principio de Cavalieri, pode ser obtida pela

mesma formula.
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Figura 55 — VVolume da piramide triangular e da piramide qualquer — Livro 10

Volume de piramides

LABORATORIO DE MATEMATICA
Construa com cartolina uma piramide triangular e um prisma triangular com bases congruentes e alturas
iguais. Encha a piramide com areia fina e depois derrame o contetido no prisma. Verifique que sao necessérias trés
piramides de areia para encher o prisma.

N N

[ | h ,r: A\ Vprisma = Ab - h
fih 2\ 1 1
I \\ Vpermide = ? Vprisma"' Vpirémid_e o ? A,-h
1 §
Ap ,//
- o
\\
s
N
'“:/ v
O volume de uma pirdmide triangular € igual a um terce do volume do prismade  K----- -----------
mesma area da base e mesma altura. /

Como se calcula o volume de uma piramide qualquer?
Considere duas pirdmides cujas bases estdo contidas no mesmo plano.
Se elas tém a mesma érea da base e a mesma altura, entio as se¢des transversais equidistantes do vértice

tém a mesma area.

//\51:' /k:s‘
/ f _ ki 85
) ~
£ f hi
R AR - Lo
\\‘ \ "/
QY
2 2
Sabemos que S o Koo B8 0K ponanes S, =85,
A h? A h?

Como as segdes transversais nas duas pirdmides tém a mesma drea, pelo postulado de Cavalieri, as duas

pirdmides tém o mesmo volume.
O volume de uma piramide é um tergo do produto da édrea da base pela altura.

Fonte: Guelli, (2003, p.283)

Mais a frente, o autor apresentou a trisseccao do prisma triangular em trés piramides
com area da base equivalentes e mesma altura (figura 56) para deduzir que o volume da
piramide representa um ter¢o do volume do prisma. N&o encontramos referéncia a respeito da

medida do volume do octaedro, do dodecaedro ou do icosaedro.
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Figura 56 — Trisseccédo do prisma triangular — Livro 10

21. O volume de uma pirdmide triangular € um terco do produto da altura pela drea da base.

D c

g
B
= Formamos um prisma triangular (reto) com a mesma base e a mesma altura da piramide.

= Dividimos o prisma em trés piramides: :
D E E v

. A C
A¥ A c B
* As pirdmides VAED e VACE, de vértice V, tém o mesmo volume.
As bases ADE e ACE sao formadas por tridngulos congrucntces ¢, portanto, tém a D E

mesma drea.

As duas pirdmides tém a mesma altura porque em ambas ¢ a distancia do vértice
V ao plano ACED.

Podemos demonstrar pelo postulado de Cavalieri que as duas pirdmides t¢ém o
mesmo volume.

= As piramides ACEV e ABCV, de vértice A, tém o mesmo volume.
As bases CEV ¢ BCV sio formadas por tridngulos congruentes e tém a mesma area.
Elas tém a mesma altura, que é a distancia de A ao plano BCEV, que contém as duas bases.

As duas piramides tém o mesmo volume e, portanto, as trés piramides tém o mesmo
volume:

]

V

= |
vpinlmi\le VABC T "‘3"‘ Vnr]sm.: ARCEDV

Vpirjmide T % Ay h

W

Fonte: Guelli, (2003, p.297)
lezzi et al (2007), destinado ao professor, apresentaram a definicdo de poliedros
diferenciando, com figuras, os convexos e ndo convexos. Definiram a relagcdo de Euler e
destacaram que todo poliedro convexo é euleriano, porém nem todo poliedro euleriano é

convexo.

Definiram poliedros de Platdo como sendo aqueles que preenchem as seguintes
condigdes: “todas as faces tém o mesmo nimero n de arestas; todos os angulos poliédricos tém
0 mesmo numero m de arestas; vale a relagdo de Euler” (IEZZI et al 2007, p.426). Afirmaram
por uma propriedade que existem exatamente cinco classes de poliedros de Platdo, fazendo a
demonstragdo. Apresentaram entdo a defini¢cdo de poliedros regulares convexos (figura 57) e
utilizaram a definicdo de poliedro de Platdo para afirmar que existem exatamente cinco

poliedros que satisfazem as duas condigdes.



Figura 57 — Poliedros regulares convexos — Livro 11

Poliedros regulares

Um poliedro convexo é regular quando:

B suas faces sao poligonos regulares e congruentes;
p- seus angulos poliédricos sdo congruentes.

Pelas condigdes estabelecidas acima, podemas
" observar que os poliedros regulares sao poliedros de
Platdo. Assim, existem exatamente cinco poliedros

regulares. Sao eles:

tetraedro
regular

Q\
5

dodecaedro
regular

hexaedro regular
(cubo)

octaedro
regular

A,
KA

Nz

icosaedro
regular

Fonte: lezzi et al, (2007, p.427)
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No estudo dos prismas definiram a medida do volume de um paralelepipedo retangulo

por contagem de cubos de volume unitario (figura 58).

Figura 58 — Volume do paralelepipedo retangulo — Livro 11

Volume

Paraintroduzir a nogao de volume de um prisma,
vamos apresentar inicialmente o cubo unitario, que
tem aresta unitaria (aresta de comprimento 1) e vo-
lume unitario (seu volume é 1).

.
1
11

Seja, agora, por exemplo, um paralelepipedo
retangulo de dimensdes 5 cm, 2 cm e 3 cm, repre-
sentado abaixo:

1
3cm

1

i
AL il 1//Qm

A | T 1
+ T T T
i H H | i
i ¥ Il ’:_ ¥
IS Bt EEp et B -
A
P N NN It el I g
A i 3
L —or -t
‘}"T Lo L A
AL bk}
H
|
E N
v 2

Decompondo cada dimens&o em unidades de
comprimento (cm), teremos cinco unidades (5 cm),
duas unidades (2 cm) e trés unidades (3 cm), res-
pectivamente. Isso sugere gue o paralelepipedo pode
ser dividido em 5 - 2 - 3 cubos unitarios (1 cm®) e o
volume desse paralelepipedoé5cm-2cm-3 cm =
=30cm’.

De modo geral, o volume V de um paralelepipedo
retangulo de dimensdes a, b e c € dado pela formula:

e,notando quea- b é a &rea da base (4,) ec éaaltura
(h) do paralelepipedo; podemos escrever:

Fonte: lezzi et al, (2007, p.435)

Observamos que os autores utilizaram a contagem de cubos de volumes unitarios para

deduzir a formula da medida do volume representada por V = A4, - h, onde A, representa a
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medida da &rea da base e h a medida da altura, e a partir dela, os autores deduziram a formula

para o calculo da medida do volume de um cubo comoV =a-a-a = a3.

Os autores consideraram como aceito o principio de Cavalieri (figura 59) e
apresentaram dois prismas, um com base triangular e outro com base quadrangular com mesma
area da base e mesma altura para definir o volume de um prisma como sendo o produto da
medida da area da base pela altura. Notamos que os autores ndo apresentaram a demonstracdo
do principio de Cavalieri e nem tdo pouco do volume do prisma.

Figura 59 — Principio de Cavalieri — Livro 11

A,=A2=-‘»V1=Vz

0 principio de Cavalieri sera aceito também como
postulado, sendo utilizado na demonstragéo do se-
guinte teorema: “0 volume de um prisma é igual ao
produto da altura pela area da base”.

Sejamh eA, respectivamente, a altura e a rea da
base de um prisma. Seja, também, um paralelepipedo
retangulo de mesma altura h e mesma rea da base A.

Suponhamos que as bases dos dois prismas es-
tejam no mesmo plano.

Nessas condi¢des, para ambos os prismas, to-
das as segdes transversais possuem a mesma drea
A.1sso, pelo principio de Cavalieri, significa que os dois
sélidos possuem o mesmo volume.

Como o volume de um paralelepipedo retangulo
é igual ao produto da area da base pela altura, o mes-
mo ocorre com o volume do prisma:

vprisma =Ay-h

Fonte: lezzi et al, (2007, p.436)

A formula para a medida do volume de uma pirdmide (figura 60) foi definida pela

trissecgdo de um prisma triangular e apresentada no final como um produto de “palavras”.

Figura 60 — Trissec¢do do prisma — Livro 11

Volume: V

0 volume de uma piramide triangular vale um ter-
¢o do volume de um prisma triangular de mesma
base e mesma altura, As fipuras abaixe mostram a
decomposi¢io de um prisma triangular em trés
tetraedros de mesmo volume:

Assim, a pirdmide DABC, par exemplo, corres-

ponde a um tergo do volume do prisma ABCDEF,

0 procedimento é andlogo para qualquer tipo de
piramide (quadrangular, pentagonal, etc.). Portanto,
o volume de uma pirdmide qualquer é dado pela fér-
mula:

V= % - (4rea da base) - (medida da altura)

1
Vs-—A."h
3 b

Fonte: lezzi et al, (2007, p.436)
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Os autores definiram também que: tetraedro regular é uma pirdmide regular em que

a3z
12

N&o encontramos referéncia a respeito da medida do volume do octaedro, do dodecaedro ou do

as quatro faces sdo congruentes, (IEZZI et al 2007, p.446) e deduziram a férmula V =

icosaedro.

Dante (2012) no livro Matematica & Aplicacdes, destinado ao professor, apresentou
os poliedros como figuras espaciais concavas ou convexas e definiu poliedro convexo e néo
convexo. Em seguida, apresentou a relacdo de Euler e a exemplificou com algumas figuras de
poliedros convexos. Definiu poliedros regulares destacando que existem apenas cinco poliedros
regulares convexos, apresentando em seguida a demonstracdo, e os representou (figura 61)
juntamente com a planificacdo de suas superficies para enfatizar que essas superficies séo

formadas por poligonos regulares. O autor apresenta ainda a defini¢do de Poliedros de Platéo.

Figura 61 — Poliedros regulares convexos — Livro 12

Examine estes desenhos:

Octaedro: 8 faces trangulares equiiteras

odro: 4 faces tiangulsees equiliteras ;
ooty — @ 4 arestas Qe concormem em Cada vértice.

& 3 arestas que concortem em cada virtice.

Cubo: 6 faces quadradas e 3 arestas que
concormem em cads wirtice

lcosaedro; 20 faces triongulares equildteras ¢ 5 arestas
Que CONCOrem em Cacls verTie.

\ / .
= ~— ['/ ’( \;,~ A
A\ fe" |
{ A\ A
Yo — ]
— N \ A/
) NG 4
{ 3 -~

Dodecaedro: 12 faces pentagonals regulbros congruenics
& 3 arestad que cancormem em cada wirtice

Fonte: Dante, (2012, p. 211)

Observando a figura 62, notamos que o0 autor apresentou a medida do volume de um
paralelepipedo retangulo relacionando a um cubo unitario, deduzindo a formula para a medida
do volume como V = A, - h. Em seguida considerou o cubo com sendo um caso particular de

paralelepipedo retangulo apresentando a formulaV = a-a-a = a3.
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Figura 62 — Volume do paralelepipedo retangulo — Livro 12

7. Aideiaintuitiva de volume

Suponha que queiramos medir a quantidade de espaco ocupado
por um sélido S. Para isso, precisamos comparar S com uma unidade
de volume. O resultado dessa comparagao é um nimero que exprime
quantas vezes o sélido S contém a unidade de volume. Esse n(imero
é a medida do volume de S, que costumamos dizer, simplesmente, | | |

volume de S. p— et —
Por exemplo, o volume do sélido S ao lado é de 12 unidades de Sollda’s, Unidade de volume: U
volume: 12 U, ou seja:

volumedeS =12U

Cubo unitario

Vamos estabelecer como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade de
comprimento. Ele sera chamado de cubo unitdrio. 1 [
Qualquer cubo cuja aresta mega 1 terd, por definicéo, volume igual a 1. —

Volume do paralelepipedo retdngulo ou bloco retangular

O bloco retangular ¢ um poliedro formado por 6 faces retangulares. Ele fica de-
terminado por trés medidas: o seu comprimento (a), a sua largura (b) e a sua altura (c).
Indicaremos o volume desse bloco retangular por V(a, b, ¢) e 0 volume do cubo unita-
rioporV(1,1,1) = 1.

O volume do bloco retangular é proporcional a cada uma de suas dimensées, ou seja, se mantivermos cons-
tantes duas das dimensées e multiplicarmos a terceira dimensao por um niimero natural qualquer, o volume também
sera multiplicado pelo mesmo nimero natural. Isso pode ser observado no exemplo abaixo:

V(a, b, 3c) = V(a, 3b, ¢) = V(3a, b, c) = 3V(a, b, c)

3 7 3= a i
&y o L o
’ b_‘ ;

Fonte: Dante, 2012, p.219

Na sequéncia o autor apresenta o Principio de Cavalieri para o estudo do volume de
prismas. Em seguida (figura 63) definiu a medida do volume de uma pirdmide por meio da

trissecdo de um prisma de base triangular.

Figura 63 — Trissec¢do do prisma, volume da piramide — Livro 12
Céleulo do volume da pirdmide triangular

Vamos agora decompor um prisma gular em trés pirdmides, como ind as figuras:
I3 s " e ¥
u ) u
L] < b < [} <
A A
@ o ® " @ ©
o
* # A
L ] <

Observagbes:

19) As piramides 1 e 1l tém bases congruentes e alturas iguals. De fato, os tridngulos ABC e DEF séo congruentese a
distancia de D ao plano (ABC) ¢ igual A distincia de € ao plano (DEF) - altura do prisma original. Logo, I e Il tém
mesmo volume,

22) As pi ides e lll tém bases cong «© alturas iguals. De fato, o triingulo CEF é congruente ao
tridngulo BCE, pols cada um deles é a mctade do paralelogramo BCFE, ¢ a altura de cada uma dessas pirdmides
& a distincia de D ao plano (BCFE). Logo, Il e Ml tém o mesmo volume, Assim. V, = V, e V, =V ¢, portanto, os
tréés volumes sdo Iguals.

Lembrando que V., =V, | V, +V_ efazendoV, = V, =V, =V, temos que:

Vs
v,,__,-zv:v-—";—-

ComoV,,,, = #rea da base - altura, temos:

area da base - altura
Vou vﬂm!—v-}k Y 3

Fonte: Dante, 2012, p.231
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Como podemos ver na figura 63 o autor apresentou a formula para o calculo da medida
do volume de uma pirdmide triangular por uma divisao por 3 de uma “multiplicacdo de
palavras” nao a representando simbolicamente. Em seguida faz uma observacao de que essa
“formula” vale para uma piramide qualquer.

Figura 64 — VVolume do tetraedro regular — Livro 12

« 0 é o centro do tridngulo equildtero ABC
o AD é a mediana relativa ao lado BC

«X0=275
3

a3

« AD éa altura do AABC relativa ao lado BC: AD = 5

Das observagoes feitas, podemos tirar que:
oA a3 _av3
3 Z <}

Considerando o tridngulo retangulo AOV (O é reto), temos:
2
— — e 3 . 2 2
AV = 7 + Vit [ 22 PRSIV N
3 3 3 NS 3

Vamos, agora, calcular o volume:

Fonte: Dante, 2012, p.233
O autor considerou, na figura 64, um tetraedro regular, para deduzir a formula para o

a?\2
12

calculo da medida do volume de um tetraedro regular de aresta medindo a, ou seja, V =

N&o encontramos referéncias a respeito da medida do volume para octaedro, dodecaedro ou

icosaedro.

O livro de Souza (2013) destinado ao professor, no estudo de poliedros apresentou a
definicdo de poliedros como sélidos limitados por superficies planas poligonais. Em seguida
apresentou a relacdo de Euler e a exemplificou. O autor definiu que um poliedro de Platdo
satisfaz simultaneamente as condig¢des: “todas as faces t€m o mesmo nimero de arestas; de cada
veértice partem 0 mesmo nimero de arestas; a relacdo de Euler é valida.” (SOUZA 2012, p.74).
Enunciou, em seguida, que: Em relacéo aos Poliedros de Platdo, temos a seguinte propriedade:

Existem 5, e somente 5, classes de poliedros de Platéo, apresentando a demonstracao.

Também definiu que um poliedro convexo é regular quando as faces sdo poligonos
regulares e congruentes entre si e, de cada vertice, partem o mesmo numero de arestas. (SOUZA
2012, p.76).



76

Figura 65 — Poliedros regulares convexos — Livro 13
A

<3
Tetraedro regular: 4 faces t7langulares equiliteras
e 3 arestas que parlemn dé cada vértice.

«
Hexzedro regular ou cuk:o: 6 faces quadradas
g 3 arestas quo partem de cada vértice.

«

Dctacd-c rogular: 8 fazes trlangulares
equilatsras € 4 argstas qua poram de
cada veértice.

«

Dodecaedro regular: 12 faces
psntagonais regulares & 3 arestas
que pariem de cada vésilce,

«

Icosardro reguiar; 2L [aces langulaies
equiliteras e 5 arestas que partem de
cada vortice,

Nuztrages:

Aeared el
aiklorg

Portanto, existem 5, @ soments 5, poliedros regulares.

Fonte: Souza, 2013, p.76

O autor apresentou (figura 65) os cinco poliedros regulares convexos acrescentando a
planificacdo da superficie de cada um deles e as respectivas quantidades de vértices, faces e

arestas.

No estudo dos prismas o autor tratou primeiro da medida do volume de um
paralelepipedo retangulo (figura 66) para depois tratar do volume de um cubo. Podemos
observar que apresenta a medida do volume de um paralelepipedo retdngulo pela contagem de
cubos unitarios, para em seguida apresentar a férmulaV = A, - h, onde A, representa a medida
da area da base e h a medida da altura. Em seguida, o cubo como sendo um paralelepipedo que

possui dimensdes iguaise aformulaV = a-a-a = a3.
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Figura 66 — Volume do paralelepipedo e do cubo — Livro 13

Volume do paralelepipedo reto retangulo

O paralelepipedo abaixo foi construido com cubos de 1cm de aresta, isto &,
cubos com 1cm® de volume. O volume V desse paralelepipedo é igual & soma
dos volumes dos cubos com os quais ele é formado. Para calcularmos o nime-
ro de cubos €, consequentemente, o volume do paralelepipedo, multiplicamos
2 quantidade de cubos em cada camada pelo nimero de camadas.

4 camadas com

cubos em L1
D o | 30 cubos cada
Py 5 A .
V=6-5-4=120 A1
L. 3 L~
nimero S
decamaris Y Wiy

ss=so-[ [ [ [ [ [}

Assim, 0 volume do paralelepipedo é 120 cm®.

Podemos calcular o volume de um paralelepipe-
do reto retangulo utilizando a férmula: V=c-£-h.

A éarea da base do paralelepipedo é dada por
A, =c-£. Dessa maneira, também podemos escre-
ver a seguinte férmula para o volume: V=A,-h.
Para obter o volume de um cubo também multipli-
camos as medidas de suas dimensdes. Porém,
como elas sdo iguais, temos a formula: V=a.a.a
ou V=a®,

llustragdes: Acervo da sdilora

Fonte: Souza, 2013, p.85

Na sequéncia o autor apresenta o Principio de Cavalieri para entdo tratar da medida do
volume de um prisma qualquer (figura 67). A partir desse principio apresenta um prisma
quadrangular e outro hexagonal com bases de area de mesma medida e tendo ambos a mesma

altura, para deduzir a férmula para o calculo da medida do volume: V = A, - h.

Figura 67 — Volume de um prisma qualquer — Livro 13

Agora, utilizando o Principio de Cavalieri, vamos obter o volume de um pris-
ma qualquer. Para isso, consideraremos um paralelepipedo reto retangulo (S,)
€ um prisma qualquer (Sz), apoiados em um plano horizontal o, ambos de altu-
ra h e de bases com areas iguais. Todo plano B, paralelo a «, determina em §,
e §, duas regibes planas de éreas iguais.

llustragBes: Acervo da editora

Pelo Principio de Cavalieri, temos que os dois sélidos tém o mesmo volume:
Vs‘=Vs;

Como estudamos anteriormente, o volume do paralelepipedo reto retdngulo é
dado por Vg =A,-h. Assim, o volume do prisma também & dado por V, =A,-h.

Portanto, podemos determinar o volume de um prisma qualquer multiplican-
do a area da base pela medida de sua aitura.

Fonte: Souza, 2013, p.86
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Apresentou entéo (figura 68) a trissec¢do de um prisma de base triangular para deduzir
a formula para o célculo do volume de uma piramide triangular: V = %h .

Figura 68 — VVolume de uma piramide qualquer — Livro 13

Volume de uma piramide gqualquel

Obtemos o volume de uma pirdmide relacionando prismas e pirdmides. Para
isso, consideramos um prisma de base triangular e o decompomos em trés
piramides triangulares.

fustragdes: Acorvo ¢a 6diters

Podemos notar que as pirdmides 1 e 2 possuem bases congruentes (A ABC= ADEF)
e a mesma altura, correspondente a altura do prisma. Assim, as pirAmides 1 e 2
possuem 0 mesmo volume.

Note também que as bases das piramides 2 e 3 também sdo congruentes
(ABEF=ABFC) e tém a mesma altura, correspondente a distancia do ponto D
ao paralelogramo BEFC. Assim, as piramides 2 e 3 possuem o mesmo volume.

Portanto, as piramides 1, 2 e 3 possuem o mesmo volume, isto é: V,=V,=V,.
Como V,...=V,+V,+V, e considerando V,=V,=V,=V, temos:

V.,
\ =3V=>V=J‘§ﬂa-

prisma
Estudamos anteriormente que o volume do prisma é dado por me=Ah~h.

Assim:
A, h

N,
V= Brisma s
5 =

Fonte: Souza, 2013, p.98
A medida do volume de um tetraedro regular foi apresentada em uma atividade

resolvida e sugeriu o célculo da medida do volume de um octaedro regular. Ndo encontramos

referéncias a respeito da medida do volume do dodecaedro ou do icosaedro regulares.

Notamos que, em todos os livros, a auséncia de abordagem da medida do volume do
dodecaedro e do icosaedro regular, apesar de fazerem parte dos poliedros convexos regulares
apresentados pela maioria dos autores. Apresentamos no quadro 2 os resultados encontrados
para cada uma das edicdes pesquisadas em funcdo da medida de volume dos poliedros regulares

convexos.

Com este levantamento notamos que a medida do volume foi apresentada somente
para alguns dos poliedros regulares convexos, havendo maior concentragdo para o hexaedro e
para o tetraedro. No periodo de (1957-1963) os autores pesquisados utilizavam dimensao e
varios teoremas e suas demonstracdes. No periodo de (1976-1998) notamos que autores

diminuiram os teoremas e as demonstracfes, mas passam a exemplificar mais.
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Poliedros Volume do Volume do Volume do Volume do \(olume do

Ano requlares tetraedro hexaedro octaedro dodecaedro icosaedro
regular regular regular regular regular

1957 Sim Sim Sim Sim Nao Nao
1960 Sim Nao Sim Nao Nao Nao
1963 Sim Sim Sim Sim Nao Nao
1976 Sim Sim Sim Sim Nao Nao
1984 N&o Sim Sim Nao Nao Nao
1988 Sim Sim Sim Sim Nao Nao
1994 Nao Sim Nao Nao Nao Nao
1998 Nao Sim Nao Sim Nao Nao
2000 Sim Nao Sim Nao Nao Nao
2003 Sim Sim Sim Nao Nao Nao
2007 Sim Sim Sim Nao Nao Nao
2012 Sim Sim Sim Nao Nao Nao
2013 Sim Sim Sim Nao Nao Nao

Fonte: producdo do autor.

Finalmente no periodo de (1999-2013) os livros pesquisados estdo de acordo com as
Diretrizes Curriculares Nacionais e atendem o Programa Nacional do Livros Didaticos do
Ministério da Educacdo do Brasil apresentando, para o estudo dos poliedros convexos regulares
mais precisamente o estudo do volume, diversidade de representacdes de poliedros, com a
finalidade de facilitar a compreensdo da medida de volume dos poliedros abordados. As
definicBes de poliedros baseadas na defini¢do de poligono nédo ficam claras, porque 0s autores
definem poligono por unido de segmentos e, portanto, ndo poderia delimitar ou compor uma
face de poliedro. Poucos sdo os que especificam a face do poliedro por uma superficie
poligonal. Por outro lado, embora tratem dos poliedros regulares, o trabalho com volume, é
feito a partir do prisma e da trissec¢do do prisma de base triangular, desses poliedros apenas o
tetraedro e o hexaedro tém seus volumes estudados. Entendemos que os volumes do icosaedro
e do dodecaedro poderiam também ser trabalhado a partir das no¢des de composicdo e
decomposicdo de sélidos, pois constatando que esses poliedros podem ser decompostos em

piramides seus volumes poderiam ser calculados.

Vimos ainda que todos os autores ndo diferenciam uma grandeza de sua medida,
representando comprimentos, areas e volumes por nimeros, nao evidenciando que o0 nimero
resultante de uma medicdo depende da unidade escolhida. Além disso, varios misturam
representacdes especificas da Matematica com a lingua natural escrita, por exemplo, a

multiplicacéo entre palavras.

Assim, buscando encontrar outro panorama decidimos analisar livros paradidaticos,

que apresentamos no que segue.
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2.4 Livros paradidaticos

Como nosso foco de investigacdo € a medida do volume para poliedros regulares
convexos, optamos por analisar também em livros paradidaticos como o assunto é abordado.
Encontramos dois que trabalharam com poliedros regulares convexos: Geometria das
dobraduras de Imenes (1988) e Os Poliedros de Platdo e os dedos da méo de Machado (1990)

que associa cada poliedro de Platdo a um dedo da méo.

Imenes (1988) apresenta um “passo a passo” para a construcao de modelos fisicos de
regides poligonais, por dobraduras em papel, tais como tridangulo equilatero, quadrado,
pentadgono e hexagono e, a partir delas, a construcdo da superficie poliédrica de cada um dos
poliedros regulares. O autor apresentou a sequéncia de dobraduras (figura 69), para chegar a
uma face triangular que compde o tetraedro, o octaedro e o icosaedro. Discute ainda, medidas
dos angulos que surgem durante a dobradura.

Figura 69 — Dobradura para obter uma face triangular

T dobra

1

dobre de mo-|
do que o pon-|
to indicado
caia sobre a
12 dobra

2. dobra

b < -
‘dobre & desdo-| S|

brs, marcandoj g i

o vinco = desdobre

12
|
|

¥
|

dobre, colocando dentro
da aba

A

Fonte: Imenes (1988, p.46-47).

O autor apresenta (figura 70) modelos para o tetraedro regular, octaedro regular e
icosaedro regular obtidos a partir de uma composicdo de modelos de triangulos equilateros

construidos anteriormente.

Figura 70 — Superficie poliédrica do tetraedro, octaedro e icosaedro

N,

Fonte: Imenes (1988, p.50-51-54).
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Encontramos também um procedimento de dobradura que representa uma regido
quadrangular (figura 71) que servird de base para a construgdo de um modelo fisico para um

cubo.

Figura 71 — Dobradura em um quadrado para obter uma face do cubo

Para construlr um cubo com dobeaduras, vamos co
meogar pelas feces, que, 1o 10do, $50 seis, Utiizarormos
papel quadrado,

Fonte: Imenes (1988, p.57-58).
N&o encontramos procedimentos para a montagem de um modelo para o dodecaedro
regular, ndo era objetivo do autor trabalhar com a medida de volume desses poliedros, apenas

com sua COI’]StI’U(;é.O.

Machado (1990) apresenta a morfologia da palavra poligono, de origem grega onde,
poli quer dizer “varios” e gonos quer dizer “angulos” e da palavra poliedro de origem grega
onde -edro provém da palavra hedra que quer dizer “face”. Assim, a defini¢cdo de poligono
depende da definicdo de angulo (por regido ou por semirretas), o autor adota a definicdo por
regido, pois define um poliedro regular como sendo “um poliedro que tenha como faces apenas
poligonos regulares, todos idénticos, e que também apresente todos os bicos (angulos
poliédricos) idénticos entre si € um poliedro regular” (MACHADO, p. 22).

O autor associou a cada um dos poliedros regulares um dos dedos de uma méo,
conforme a figura 72, e ressalta ainda que mesmo se dispuséssemos de todos 0s recursos
imaginaveis, referindo-se a intuicdo, ndo seria possivel construir mais que cinco tipos de

poliedros regulares.
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Figura 72 — Relag&o dos poliedros regulares com os dedos de uma méo

octaedro regular
(8 faces triangulares)

hexaedro regular ou cubo
(6 faces quadradas)

dodecaedro regular
(12 faces pentagonais)

tetraedro regular
(4 faces triangulares) @

f\\ icosaedro regular
(20 faces triangulares}

Fonte: Machado (1990, p.23).
Apresenta exemplos de construcdo com régua e compasso de angulos de 60°, 90° e

120° para a construcgdo, respectivamente, do tridngulo equilatero, do quadrado e do hexagono
regular. Para encontrar a medida do angulo interno de um pentagono regular, o autor recomenda

sua construcdo inscrita em uma circunferéncia.

O autor iniciou a construcdo de modelos para os poliedros regulares a partir de regides
triangulares equilateras, construindo primeiro o tetraedro regular, na sequéncia construiu o
octaedro regular e, depois o icosaedro regular. Usando modelos de regides quadrangulares
construiu o cubo, e por fim, utilizando modelos de regides pentagonais regulares construiu o
dodecaedro regular. Como exemplo, mostraremos a construcao do icosaedro. Inicia mostrando
a unido de cinco modelos de cinco triangulos equilateros para formar um de seus angulos
poliédricos (figura 73) e depois vai acrescentando outros modelos idénticos para completar as
outras faces.

Figura 73 — Icosaedro regular a partir da juncao de cinco tridngulos

v

5 triangulos por bico

icosaedro regular
(20 triéngulos eqdiléteros)

Fonte: Machado (1990, p.37).
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Para a construcdo do dodecaedro regular (figura 74) o autor repete 0 mesmo processo
partindo da construcdo da superficie de um angulo poliédrico, com trés superficies de

pentagonos regulares e congruentes, para depois completar o poliedro com as faces restantes.

Figura 74 — Dodecaedro regular a partir da juncao de trés pentdgonos

3 pentagonos
por bico

dodecaedro regular
(12 faces pentagonais)

Fonte: Machado (1990, p.39).

Encontramos justificativas feitas pelo autor a respeito da quantidade de poligonos
utilizados na formacéo de um vértice, com trés, quatro ou cinco poligonos. Ndo sendo possivel,
segundo o autor, a utilizacdo de seis triangulos porque compde um angulo de 360°. Utilizando
0 quadrado foi possivel formar um vértice com apenas trés quadrados, ndo sendo possivel a
utilizacdo de quatro quadrados porque compde um angulo de 360°. Para o dodecaedro regular,
Machado (1990) explica que foi possivel utilizar somente trés pentagonos, pois a utilizacdo de

quatro pentagonos regulares ultrapassa 360°, ndo sendo possivel sua formacao.

Notamos que, em ambas as obras analisadas, o objetivo era a construcdo de modelos

materiais para superficies poliédricas.

2.5 Documentos oficiais da Secretaria da Educacéo de Séao Paulo

Em nosso percurso de investigacao, entendemos que se faz necessario, além de analisar
como nosso objeto de estudo € tratado na literatura voltada para a sala de aula, verificar também
como os documentos oficiais da Secretaria da Educacdo do Estado de Sdo Paulo-(SEE-SP)
abordam os contetdos de geometria espacial e para quais séries da educacdo basica sdo

recomendados.

Consultando o acervo do Memorial Méario Covas, em Sao Paulo, encontramos duas
Propostas Curriculares para o Ensino de Matematica (PCEM) do 2° grau, uma de 1989 e outra

de 1992. Consultamos também Propostas Curriculares para o Ensino de Matematica-PCEM, de
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2012 com a finalidade de verificar se houve modificacdo da abordagem de conteddos de
geometria espacial.

A PCEM (SAO PAULO, 1989) destaca que o final de 1983 ficou marcado pela
possibilidade conferida as escolas do 2° grau do Estado de Sdo Paulo de reformularem suas
grades curriculares, atribuindo para as escolas a autonomia de modificarem seus curriculos de
acordo com a necessidade e interesse de seus alunos e disponibilidade de seus professores tendo
em vista a realidade de cada escola. A geometria, conforme trata o texto, ficou distribuida na
segunda e na terceira séries do Ensino Médio. O documento sugere para o estudo de cubos e
paralelepipedos, prismas e pirdmides sejam concentrados no célculo da medida de area de

superficies, deixando para a Gltima série o estudo da medida de volume,

Nesse documento os poliedros regulares foram apresentados a partir de suas faces,
triangulares, quadrangulares ou pentagonais, destacando o nimero de poligonos necessarios
para formar um vértice “ou bico”, como o documento ressalta. Segundo o documento, para um
veértice (bico) do tetraedro regular sdo necessarios trés triangulos, para um vértice do octaedro
regular sdo necessarios quatro triangulos, para um vértice do icosaedro regular sdo necessarios
cinco triangulos. Acrescentam que sdo regulares os poliedros regulares que tém todas as faces
congruentes, construidas por poligonos regulares de um s tipo e que, além disso, tém todos 0s
vértices com o mesmo formato, destacando o nimero de poligonos necessarios para formar

cada poliedro.

Embora seja um documento para o segundo grau (atual ensino médio) utilizam a
palavra “bico” em vez de vértice, o que ndo condiz com o nivel de ensino. Além disso, tratam
das faces como poligonos e ndo como regides poligonais, o que implicaria em definir poligono

Como regido e ndo como contorno de uma regiéo.

Em relacdo a medida do volume, tratou do calculo para prismas e piramides, sem

referir-se a outros poliedros como octaedro, dodecaedro ou o icosaedro.

No PCEM (SAO PAULO, 1992) encontramos recomendacdes semelhantes & proposta
anterior, distribuindo a geometria nas segunda e terceira séries do Ensino Médio, porém para a
segunda série aborda somente o estudo do prisma relacionando as formas geométricas e seus
elementos, com objetos concretos do dia-a-dia. Para a terceira série 0 documento orienta a
retomada da geometria, com a pirdmide e os corpos redondos. O estudo de piramides deve ter
como objetivo classifica-las, identificar seus elementos e calcular a medida da area de sua

superficie e a medida de seu volume. Os poliedros regulares sdo apresentados em forma de
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atividade proposta para que o aluno construa modelos para poliedros com tridngulos
equiléteros, quadrados, pentdgonos regulares e hexagonos regulares, com o objetivo de que o
aluno compreenda que sO € possivel formar vértices para poliedros regulares com triangulos
equilateros, quadrados ou pentagonos regulares. O documento aponta que a partir da construgédo
de uma pirdmide de base quadrada, com todas as arestas de mesmo comprimento, é possivel
reunir duas piramides idénticas, com base comum, para formar um octaedro, no entanto néo

apresentou calculo da medida do seu volume.

No PCEM (SAO PAULO, 2012) a geometria espacial métrica concentra-se na segunda
série do Ensino Médio. O documento aponta que o contelido deve ser iniciado por poliedros
convexos, explorando o nimero de Vértices, de faces e de arestas, em seguida deve ser abordada
a medida de area de superficies de alguns poliedros para chegar na medida de volume de
prismas, piramides, cilindros, cones e esferas sem, no entanto, referir-se ao octaedro,
dodecaedro ou icosaedro. O documento ainda ressalta que no caso da geometria, os calculos de
comprimento, areas e volumes constituem o lado mais visivel das relagdes métricas, que se
iniciam na contagem de quadrados ou de cubos unitarios e culminam com sua formalizacdo em

expressdes literais que traduzem medidas e relacdes métricas.

2.6 Justificativa

Em nossa revisdo de literatura focamos em trabalhos que abordassem a geometria
espacial, especificamente abordando o calculo da medida do volume de um poliedro regular
convexo. Nesses trabalhos ndo encontramos nenhum que apresentasse o estudo de todos os
poliedros regulares convexos, pois ora eram abordados com enfoque na origem historica
destacando a medida de volume, ora obtendo os poliedros por truncatura e calculando o volume

de alguns deles.

Procurando trabalhos que nos levassem a compreender procedimentos relevantes e que
pudessem contribuir para o calculo da medida do volume dos poliedros regulares convexos;
encontramos Rommevaux (1999) que se questiona a respeito de o0s alunos conseguirem
aprender a ver tridimensionalmente, uma vez que, é uma questdo de ndo ver em um espaco

tridimensional, mas ver trés dimensGes em uma figura geométrica que tem apenas duas.

A autora conduziu um estudo experimental com alunos de 15 e 16 anos, no qual
utilizou dois registros de representacdo semidtica, o registro figural e a lingua natural definidos

por Duval, e alguns objetos materiais como maquetes. Os resultados mostraram que os alunos
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nédo exploraram todas as possibilidades da maquete e na passagem para a representacao figural
em perspectiva, o reconhecimento dos planos com a coordenagdo dos diferentes elementos,

unidimensional, bidimensional e tridimensional, ndo foi facil para os alunos.

Assim, podemos conjeturar que para o estudo de geometria espacial o uso de software
pode contribuir para a visualizacdo de objetos tridimensionais. Nos apoiamos em Flores (2003,

p.23) quando afirma que a ligagéo

entre a aprendizagem de geometria e 0 saber ver as representacfes das figuras
geométricas tem agucado a busca de variados procedimentos que possam ser
colocados em préatica na sala de aula a fim de aprimorar a desenvoltura do olhar as
imagens, no ensino de geometria.

A autora destaca que a aprendizagem em geometria pode ser compreendida com a
utilizacdo de recursos que contribuam para o desenvolvimento da capacidade de percepcéo de
representacdes de figuras geométricas em planos bidimensionais e, com isso desenvolver a

visualizacdo do objeto estudado tridimensionalmente.

Consultando documentos oficiais, encontramos na Proposta Curricular para o Ensino
de Mateméatica — PCEM (SAO PAULO, 1989, 1992), recomendacio para que tomasse como
base para o ensino a vida cotidiana do aluno, ja no Curriculo para Matematica e suas
Tecnologias (SAO PAULO, 2012), orientam o ensino de poliedros regulares em situacdes do

dia-a-dia do aluno.

Quanto ao ensino de medidas de volume, observamos que tanto na literatura, quanto
nos documentos oficiais estdo voltadas para a métrica e utilizacdo de férmulas dadas, sem

justificativas, na maioria dos casos.

Consideramos entdo que talvez a construcdo geométrica dos poliedros regulares
poderia nos proporcionar relacdes e medidas que ajudassem a construir formulas para o célculo
do volume desses poliedros, o que ndo é possivel com a construcdo de modelos materiais. A
procura por esse tipo de construcdo nos levou aos Elementos de Euclides (BICUDO, 2009) em
que sdo apresentadas as construcfes geométricas para as superficies dos poliedros regulares

convexos, no livro XIII.

Para que possamos desenvolver um estudo sobre as construcGes realizadas por
Euclides e adapté-las para uma linguagem atual®, escolhnemos o software Cabri-3D, porque as

ferramentas oferecidas pelo software auxiliam as construcdes geometricas espaciais, permitem

3 No anexo A mostramos um exemplo da linguagem utilizada por Euclides para a construgéo de um tetraedro
regular
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manipula-las, facilitam a exploracdo e a elaboragdo de conjecturas, além de termos ja

familiaridade com esse software.

2.7 Delimitagdo do problema

Em nossas leituras encontramos alguns trabalhos que desenvolvessem a decomposi¢éo
e a composicdo de poliedros para obtencdo da medida de seu volume, mas nenhum que
explorasse a decomposicdo e composicdo por piramides triangulares e pentagonais, para o
icosaedro e dodecaedro, respectivamente, a partir de sua construcdo. Assim, apresentamos
nossa questdo de pesquisa: A construcdo de poliedros regulares pelo método de Euclides
propicia a obtencdo de uma férmula para o calculo da medida de volume do dodecaedro

e do icosaedro, a partir das no¢cdes de composicdo e decomposicao de sélidos?

Nosso objetivo geral é, entdo, verificar a possibilidade de construir os poliedros
regulares convexos pelo método de Euclides no ambiente Cabri 3D e a possibilidade de
construir uma férmula para o calculo do volume, do icosaedro e dodecaedro que dependa de
resultados dessa construcdo e da nocdo de composicdo e decomposicdo desses poliedros

regulares.

Para responder essa questdo e atingir nosso objetivo geral elaboramos os seguintes
objetivos especificos.

- construir os poliedros regulares convexos pelos processos apresentados por Euclides
em (BICUDO, 2009) utilizando o software Cabri 3D;

- analisar se essas construcdes favorecem a decomposi¢cOes do dodecaedro e do

icosaedro regulares em piramides regulares pentagonais e triangulares, com um vértice comum;

- analisar se essas construcdes favorecem a obtencdo de uma férmula para o calculo

da medida do volume de cada uma dessas piramides e, em consequéncia, desses poliedros.

- verificar, a partir das construcbes, a possibilidade de determinar as condic¢des
necessarias para que uma piramide regular pentagonal ou triangular podem compor um

dodecaedro ou um icosaedro, respectivamente e, assim, possibilitar o processo de composicgéo.

A seguir apresentamos a metodologia e os procedimentos utilizados para responder

nossa questao de pesquisa.



88

2.8 Metodologia de pesquisa e procedimentos

Na busca pelo calculo da medida do volume dos poliedros regulares convexos por
decomposicdo ou composicdo com o auxilio do Cabri-3D, desenvolvemos nossa pesquisa a
partir da leitura, analise e interpretacdo do livro X111 de Euclides (BICUDO, 2009), abordando
a construcdo dos poliedros regulares convexos. Nossa pesquisa € de cunho qualitativo, pois de
acordo com Silveira e Cordova (2009) nos preocupamos em descrever, compreender e explicar
um fendémeno buscando resultados fieis e possiveis, em nosso caso, compreender e explicar as
construgdes dos poliedros regulares por Euclides, buscando relagdes matematicas que permitam
decompor o icosaedro e o dodecaedro, em piramides regulares triangulares ou pentagonais e,
no sentido inverso, determinar as condi¢Ges para que uma piramide desse tipo possa compor ou
ndo um desses poliedros. Em suma, nossa pesquisa é qualitativa porque se caracteriza por uma

hierarquia de descricdo, compreensao e explicacdo dessas construcdes e relagdes matematicas.

De acordo com Silveira e Cordova (2009, p. 32) os pesquisadores que utilizam esse
método “buscam explicar o porqué das coisas, exprimindo o que convém ser feito, mas nao
quantificam os valores e as trocas simbolicas nem se submetem a prova de fatos, pois o0s dados

analisados séo ndo-métricos e se valem de diferentes abordagens”.

Quanto aos procedimentos consideramos que se trata de uma pesquisa documental,
pois buscaremos apreender, compreender e analisar um documento, o livro XIIlI de Os
Elementos de Euclides e, nesse sentido, entendemos que daremos um tratamento analitico ao

documento que ndo encontramos em nossa revisdo bibliogréfica.

Para Corsetti (2006, p. 36) em uma pesquisa documental o ponto de partida ndo ¢ a

pesquisa de um documento, mas

a colocacao de um questionamento — o problema da pesquisa. O cruzamento
e confronto das fontes é uma operacdo indispensavel, para o que a leitura
hermenéutica da documentacdo se constitui em operacdo importante do
processo de investigagdo, j& que nos possibilita uma leitura ndo apenas literal
das informacGes contidas nos documentos, mas uma compreensdo real,
contextualizada pelo cruzamento das fontes que se complementam, em termos
explicativos (CORSETTI, p. 36).

Assim, entendemos que as fontes documentais sao importantes, no nosso caso o livro
XI1I de Os Elementos de Euclides, para levantar questionamentos a partir das construgdes que
nos permitirdo encontrar ou nao relagcbes matematicas que nos proporcionem a construcao de

uma férmula para o célculo da medida do volume, ou a percepcao de relagdes matematicas que
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permitam identificar se uma piramide regular de base triangular ou pentagonal podem vir a

compor um icosaedro ou um dodecaedro, respectivamente.

As construcdes, diferentes das de Euclides realizadas com lapis e papel, serdo
realizadas com o software Cabri 3D, porque por default ja sdo realizadas com perspectiva
cavaleira, técnica imprescindivel para a representacdo de figuras espaciais em um plano. Por
outro lado, o dinamismo das representacdes que o software fornece facilita a mudanca do olhar
do observador (quem constroi) o que facilita a percepcdo das relacbes matematicas que

pretendemos.

Além disso, buscaremos descrever as construcbes e as relagdes matematicas
encontradas em termos de uma transposicao didatica interna, no sentido de Chevallard, com o
objetivo de contribuir para o ensino de solidos geométricos, especificamente, para o ensino de

calculo de volumes.

Para realizar nossa pesquisa dividimos o trabalho em trés partes: na primeira
buscaremos explorar, compreender e descrever em linguagem atual as construgdes realizadas
por Euclides para os poliedros regulares convexos, com o software Cabri 3D, utilizando seu
dinamismo para percepc¢do de relagdes matematicas que favorecam o célculo da medida do
volume do poliedro representado. Na segunda parte, buscaremos explorar a constru¢do do
dodecaedro e do icosaedro regulares, para encontrar relagdes matematicas que permitam a
decomposicdo desses poliedros em piramides e consequente, deducdo de férmulas para o
calculo das medidas de seus volumes. Na terceira parte, utilizando as relagdes e construcdes
realizadas anteriormente, buscaremos o caminho inverso, ou seja, as relacdes matematicas que
permitam dizer se uma pirdmide regular triangular ou pentagonal pode compor ou ndo um

icosaedro ou um dodecaedro regular.

Assim, no que segue apresentamos o referencial tedrico que utilizaremos nesta

pesquisa.
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3 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo serdo abordadas as teorias que ddo suporte a nossa pesquisa, ou seja, a
nocdo de Transposicao Didatica e a Problematica Ecologica de Yves Chevallard, os Registros

de Representagdo Semidtica de Raymond Duval.

3.1 A Nocao de Transposicdo Didatica e a Problematica Ecoldgica

De acordo com Chevallard (1999), um contetido de saber que tenha sido definido como
um saber a ensinar passa por um processo de transformacGes adaptativas didaticas para se tornar

um objeto de ensino. Esse processo é denominado Transposicdo Didatica.

Podemos dizer que a transposicdo didatica pode ser entendida como um caminho
percorrido por um conhecimento cientifico (saber) para ser utilizado em sala de aula. Isso requer
interpretacdo do saber cientifico e adaptacdes didaticas para que possa ser transformado em
saber a ensinar. Um conhecimento, ao ser transportado de um contexto de saber para outro,
passa por modificacdes, ou seja, qualquer conhecimento matematico ao ser ensinado, por mais
que se aproxime do contexto que o originou, adquire outros significados préprios do contexto

em que seré inserido, atribuindo-lhe o status, saber a ensinar.

Chevallard (1999) afirma que dentro do sistema de ensino sdo formados os sistemas
didaticos cujos componentes essenciais sdo: o professor (P), o saber (S) e o aluno (E) a partir
dessa relacdo triangular de interdependéncia um do outro.

Figura 75 — Representacéo do sistema didatico de Chevallard

Fonte: Chevallard (1998, p.26)

Nesse sentido a trajetdria escolar € influenciada pelo saber cientifico associado a outras
fontes que, por sua vez, moldam as a¢Oes do professor no aspecto conceitual e no procedimento
didatico. Para Chevallard (1999), o conjunto das fontes de influéncias que atuam na selecéo dos
conteudos que deverdo compor os programas escolares e determinam todo o funcionamento do
processo didatico recebe o nome de noosfera. “A noosfera atua, entdo, na sele¢do e no trabalho
de transposic¢do didatica dos contetidos de saberes selecionados.” Essa primeira transposi¢ao

(chamada de externa), do saber sabio ao saber a ser ensinado, ou seja, 0 saber entendido como



92

saber escolar que também estd presente nos livros didaticos. No entanto, h4 uma segunda
transposicao didatica (chamada de interna), do saber a ser ensinado ao saber ensinado, que se
refere a0 que realmente acontece em sala de aula e remete a liberdade do professor em

transformar o saber a ser ensinado por meio de suas escolhas didaticas.

De acordo com Almouloud (2007, p. 113) a Teoria da Transposi¢do Didéatica de
Chevallard tem o proposito de fazer uma anélise epistemolodgica do saber, sob o ponto de vista
didatico, em termos de objeto de saber. A problemaética ecologica amplia o campo de analise
da Transposi¢cdo Didatica, e permite abordar os problemas que se criam entre os diferentes
objetos do saber a ensinar. Nessa visao, 0s objetos tém inter-relagGes hierarquicas que permitem
identificar e analisar as estruturas ecoldgicas dos objetos de saber a partir das ideias de nicho e
habitat. Assim, introduz a nocdo de habitat de um objeto matematico como sendo o tipo de
instituicdo onde se encontra o saber relacionado ao objeto de estudo, que por sua vez

determinard a fungdo desse saber, ou seja, determinara o seu nicho.

Assim, o saber a ensinar € aquele que aparece nos programas, livros didaticos e
materiais de instituicGes de ensino e que necessita de adaptacao para ser apresentado ao aluno.
Nesse sentido, podemos dizer que tanto o estudo de poliedros regulares quanto, o de volumes
de solidos sdo saberes que fazem parte do sistema escolar brasileiro como “saberes a ensinar”,
no entanto nao se vé uma relagdo entre os dois, ou seja, 0 desenvolvimento de férmulas para o
calculo do volume desses poliedros, nem tdo pouco qualquer indicio que conduza a construcéao

geométrica desses poliedros que ndo por planificacdo de suas superficies.

Em nossa pesquisa, faremos a reconstrucdo dos procedimentos desenvolvidos por
Euclides (BICUDO, 2009), no livro XIII, para a construcdo dos poliedros regulares realizando
adaptacOes didaticas, tanto na atualizacdo da linguagem utilizadas no enunciado, quanto nas
ferramentas de construcdo. Dessa forma, usaremos o Cabri 3D para as construcdes, tendo em
vista que ele possui todas as ferramentas necessarias para tal, inclusive, e também o
consideraremos como habitat para o estudo que pretendemos, pois acreditamos que parte dos
conhecimentos necessarios tanto para a construgédo dos poliedros regulares, quanto para a busca
das relagdes matematicas que permitem desenvolver uma férmula para o volume desses
poliedros podem ser mobilizados por meio de suas ferramentas. A utilizagdo do dinamismo de
suas representacfes seria um ponto primordial para que a construcdo fosse completada
(Euclides constroi apenas uma face de cada poliedro) e que hipdteses possam ser levantadas ou

percebidas relagdes entre seus elementos.
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Quanto a atualizacdo da linguagem mostramos como exemplo a proposic¢édo 17, do
livro X111 de Euclides, apresentado em Bicudo (2009, p. 586) que assim esta enunciada: “como
construir um dodecaedro e conté-lo por uma esfera, como as figuras anteriores ditas, e provar
que o lado do dodecaedro é uma irracional, o0 chamado ap6tomo”. Este enunciado ¢ seguido da
figura 76.

Figura 76 - Representagdo de uma face do dodecaedro feita por Euclides
E M F

A L D
Fonte: Bicudo (2009, p. 586).
Em linguagem atual podemos enunciar essa proposicdo da seguinte forma: “como
construir um dodecaedro regular circunscrito por uma esfera e provar que a medida de sua aresta
é um irracional. Seguido da figura 77, construida no Cabri-3D.

Figura 77 - Construcé@o de um dodecaedro a partir de um cubo

Fonte: Produgdo do autor

Apresentamos a seguir a Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica de Duval
para que possamos identificar os registros que serdo mobilizados na construcdo dos poliedros

regulares convexos e suas articulagdes com o desenvolvimento das apreensdes.
3.2 Teoria dos Registros de Representacdo Semiotica

Para desenvolver nossa pesquisa a respeito dos poliedros regulares convexos,
buscamos um embasamento tedrico que nos auxiliasse na compreensdo e andlise das
construcgdes realizadas com o auxilio do Cabri-3D e, por isso, recorremos a Teoria dos Registros
de Representagcdo Semiotica de Duval, pois de acordo com Duval (2009) as representacfes ndo

sdo somente indispensaveis para a comunicagdo, mas sdo necessarias para a propria atividade
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matematica. O autor chama de semiosis a apreensdo ou a producdo de uma representacao
semiotica, e noésis o0s atos cognitivos como a apreensdo conceitual de um objeto, a
discriminacdo de uma diferenca ou a compreensdo de uma inferéncia. Ressalta que, a analise
dos problemas de aprendizagem de matematica e dos obstaculos que os alunos enfrentam
regularmente conduz a reconhecer uma lei fundamental do funcionamento cognitivo humano:
ndo ha noésis sem semidsis, quer dizer, ndo ha noésis sem o recurso a uma pluralidade ao menos
potencial de sistemas semidticos, recurso que implica em sua coordenacdo para 0 proprio

sujeito.

Para o autor, 0s sistemas semidticos devem permitir o cumprimento de trés atividades
cognitivas inerentes a toda representacdo. Primeiramente, construir um trago ou um
ajuntamento de tracos perceptiveis que sejam identificaveis como uma representacdo de alguma
coisa em um sistema determinado. Em seguida, transformar essas representacoes, apenas pelas
regras proprias ao sistema (que chama de tratamento), de modo a obter outras representacoes
que possam construir uma relacdo de conhecimento em comparacdo as representagdes iniciais.
Enfim, converter as representacdes produzidas em um sistema em representacdes de um outro
sistema (que chama de conversao), de tal maneira que estas Gltimas permitam explicar outras
significacGes relativas ao que € representado. Essas duas transformacdes podem ser
exemplificadas com o auxilio da figura 78, em que no registro figural por uma série de
tratamentos construimos uma face de um dodecaedro regular partindo da representacdo de um
cubo. Por outro lado, a conversao pode ser observada em uma interpretacdo possivel da figura
para um registro da lingua natural, associado as notac@es simbdlicas, no sentido de desenvolver

um discurso justificativo para a regularidade do pentagono construido.

Figura 78 — Conversdo de registro figural para registro da lingua natural

Registro figural Registro da lingua natural associado a notagdo simbdlica
.......... ey Y U
Y O tridngulo YRB é retangulo em R e o tridngulo USC é
F N, R
N 77’? J retangulo em S. Por construgéo, temos que YR = US e que
B — Vi) RB =SC. Logo, YB = UC . Mostremos agora que 0s
\ triangulos TCX e USC sdo congruentes. O triangulo TCX é
A% retangulo em T e o tridngulo USC é retangulo em S. Por
7 P\ construcéo, sabemos que TC = SC e que US = TX. Logo,
4 CX = UC . O mesmo acontece com os triangulos TXB e YRB
:.:‘: que nos da BX = YB. Assim, j& mostramos que
. L\L o UC = CX = XB = BY

Fonte: producdo do autor.

Tratando de registro figural, Duval (1999) diferencia visdo de visualizacdo. Para ele,

a visao refere-se a percepcao visual e a imagem visual, e envolve duas funcgbes cognitivas
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essenciais. A primeira permite dar acesso direto a qualquer objeto fisico, e por isso a percep¢ao
visual é sempre apresentada como um modelo para a nogdo epistemologica de intuicdo. A
segunda, consiste em apreender simultaneamente diversos objetos ou um campo inteiro, ou seja,
a visao parece dar imediatamente uma apreensdo completa de qualquer objeto ou situacéo, e é
denominada de funcdo sindptica. Para o autor, a percep¢do visual executa, de uma maneira
muito imperfeita, a funcdo sindptica, porque estamos imersos em um mundo tridimensional e
apenas um lado das coisas pode ser visto e, portanto, a apreensdo completa requer movimento,
tanto do observador, quando do que esta sendo visto. Assim, a percepcao visual sempre focaliza
em uma parte particular do campo e pode saltar para uma outra parte, pois ndo hé percepcéao

visual sem exploracao.

De acordo com Duval (2012) ver uma figura em geometria € uma atividade cognitiva
mais complexa do que o simples reconhecimento do que uma imagem mostra, ela depende do
papel que tem na atividade matematica. Afirma ainda que pensar em figuras pressupde
exploracdo de suas propriedades e 0s sujeitos que interagem com essas representacfes ficam
suscetiveis a interpretacdo. O autor chama essas interpretacdes de apreensdes e as classifica em

quatro tipos: sequencial, perceptiva, discursiva e operatoria.

Para o autor, a apreensdo sequencial é explicitamente solicitada em atividades de
construcdo ou em atividade de descricdo que tém como objetivo a reproducdo de uma figura
dada. Essa apreensdo refere-se as ordens para a construcdo de uma figura, que dependem de
suas propriedades e de restricdes técnicas provocadas pelos instrumentos utilizados e nédo
apenas pelo enunciado. A apreensao sequencial de um triangulo equilatero inscrito em uma
circunferéncia feita no Cabri-3D, em verdadeira grandeza (figura 79) implica na construcdo de

um plano auxiliar perpendicular ao plano de base e com vista frontal para o observador.

Figura 79 — Apreensdo sequencial para a constru¢do de um tridngulo equilatero

Traca-se uma reta r perpendicular ao plano de base
passando por um ponto E qualquer. Por um ponto qualquer
do plano de base e a reta r traga-se um plano, perpendicular
a este, para ser suporte da circunferéncia de centroem D e
raio DE, que determina o ponto A na intersec¢do com a reta
r, um dos vértices do tridngulo.

=

Os outros dois vértices, B e C, sdo obtidos a partir da
interseccdo dessa circunferéncia com a circunferéncia com
centro em E, raio ED, determinando o triangulo equilatero
ABC.

/

Fonte: producéo do autor.
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No entanto, poderiamos construir um tridangulo equildtero inscrito em uma
circunferéncia, sob um outro ponto de vista (figura 80), por exemplo, construido no préprio

plano de base, neste caso a apreensao sequencial para a construcdo seria outra.

Figura 80 - Outra apreensdo sequencial para a constru¢do de um tridngulo equilatero

No plano de base criar os pontos D e E, tragcar uma
circunferéncia de centro em D e raio DE. Uma outra
circunferéncia de centro em E e raio ED determina
na interseccdo com a circunferéncia inicial dois
pontos B e C, vértices do triangulo. O terceiro
vértice, A, serd obtido na interseccdo da reta
definida pelos pontos D e E com a circunferéncia
de centro em D.

Fonte: producdo do autor.

Uma outra apreensdo definida pelo autor é a perceptiva de formas que ocorre a partir
do contato do sujeito com uma figura, em um contexto de atividade e que gera duas reacoes
contraditdrias: uma imediata e automatica e outra controlada pelas interpretacdes dos elementos
figurais. Essas reacdes geralmente estdo em conflito porque a figura mostra objetos que se
destacam independentemente do enunciado, e outros que embora enunciado nas hipoteses
podem ndo aparecer espontaneamente. Nos dois exemplos, anteriores, o fato dos triangulos
representados serem equilateros pode gerar um conflito. Outro exemplo de apreensao
perceptiva pode ser observado em uma representacdo figural apresentada por Euclides para a
construcdo de um tetraedro regular (figura 81). A reacdo imediata nos diz que temos uma
circunferéncia, com centro em H, que passa pelos pontos E, F e G, um ponto K, fora dela; e um
ponto L em sua regido interior. Essas interpretacdes entram em conflito com as informacoes de
que os pontos E, F, G e K pertencem a uma superficie esférica e que o triangulo EFG é, na
verdade, a face de um tetraedro inscrito nessa esfera.

Figura 81 — Apreenséo perceptiva de um tetraedro inscrito em uma esfera dado por Euclides

E
K

Fonte: Bicudo (2009, p. 577)
A apreensdo discursiva, para Duval (2012) corresponde a explicitacdo de outras
propriedades de uma figura, além daquelas que estdo assinaladas por uma legenda ou por

hipbteses. Uma figura geométrica ndo mostra, a primeira vista, todas suas propriedades a partir
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de seu tracado ou de suas formas, mas a partir do que é dito e por isso pode ser considerada
como uma teorizagdo da representacdo figural, tornando assim, de certa maneira, a figura
geométrica um fragmento do discurso tedrico. No exemplo anterior a apreensdo discursiva
ocorre a partir do enunciado que permite a percepcdo de um tetraedro regular e de sua
construcdo; além de outras propriedades que talvez possam ser enunciadas a partir da
exploracdo da construcdo que faremos no Cabri-3D.

A quarta e Ultima apreensdo, de acordo com Duval (2012), é a operatoria que se refere
a modificacGes que podem ser feitas nas figuras para ajudar na resolucdo de um problema
proposto tanto, graficamente, quanto geometricamente ou mesmo mentalmente. Essas
modificacfes podem ser de trés tipos: a mereoldgica, a Gtica e a posicional. A modificacdo
mereoldgica, se faz em funcdo da relacdo parte todo, porque podemos dividir a figura em
partes, em varias subfiguras, ou ainda a incluir em outra figura de modo que ela se torne uma
subfigura. Por sua vez, a modificagdo ética, transforma uma figura em outra por ampliacéo,
reducdo ou mesmo deformacdo. Por fim, a modificacdo posicional, transforma a figura
alterando a orientacdo e a posicdo, podendo-se desloca-la ou rotaciona-la. Como exemplo de
uma apreensdo operatoria a partir de uma modificacdo mereoldgica (figura 82), a divisdo um
octaedro regular em partes, das quais se destaca uma piramide que tem como base uma de suas
faces e como Vértice seu centro.

Figura 82 — Apreensdo operatdria em um octaedro por uma modificagdo mereoldgica
E

Fonte: producéo do autor.
Como exemplo de outra apreensao operatoria a partir de uma modificacdo posicional

(figura 83) em que transladamos a piramide em destaque no exemplo anterior por um vetor v.

Figura 83 — Apreensao operatoria em um octaedro por uma modificagéo posicional

Fonte: producéo do autor.
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Para exemplificar uma apreensdo operatéria por uma modificacdo Otica (figura 84)
apresentamos a ampliacéo da piramide do exemplo anterior.

Figura 84 — Apreensédo operatéria de uma piramide por uma modificacdo ética

Fonte: producéo do autor.

A articulacdo entre dois ou mais tipos de apreensdo pode, segundo Moretti e Brandt
(2015), ser solicitada na resolucdo de um problema em geometria e apontam, principalmente,
quatro dessas articulagbes. A figura geométrica como resultado da articulacdo entre as
apreensdes perceptiva e discursiva, sendo a segunda subordinada a primeira, pois é necessario
que a figura, seja geométrica, deve ser vista a partir de hipdteses e ndo apenas de formas ou
propriedades evidentes. Nao ha figura geométrica sem legenda. A visualizacdo como resultado
da articulacdo entre as apreensGes perceptiva e operatoria. A heuristica e demonstracéo que
articula a apreensdo operatéria (subordinada a apreensao perceptiva) e a apreensao discursiva.
A construcdo geomeétrica gue resulta da articulacdo entre a apreensao sequencial e a apreensdo

discursiva que também requer a apreensao perceptiva.

Em termos de Transposicao Didatica entendemos que a externa ja ocorreu, tendo em
vista que tanto os poliedros regulares convexos, quanto o calculo de medida de solidos estdo
contemplados na matemaética escolar, como ja vimos. Entendemos que contribuiremos, com
nosso trabalho, para possiveis transposi¢des internas, na medida em que buscamos a
possibilidade de construir esses poliedros utilizando ferramentas do Cabri-3D, bem como de
realizar um estudo matematico a respeito de relagdes e propriedades que possam ser
estabelecidas a partir da construcéo.

Quanto aos Registros de Representacdes Semioticas acreditamos que durante todo o
trabalho necessitaremos fazer conversdes de registros, assim como tratamentos em cada um
deles. E, ainda, a possibilidade de, com a realizacédo das atividades propostas identificar acoes
que podem propiciar as apreensdes ja descritas. Assim, no que segue apresentaremos as
construcdes dos poliedros regulares propostas por Euclides utilizando o Cabri-3D e adaptando

0s enunciados para uma linguagem atual para tal.
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4 OS POLIEDROS REGULARES E SUAS CONSTRUCOES POR
EUCLIDES

Neste capitulo apresentamos o estudo dos poliedros regulares convexos. Iniciamos por
uma breve descricdo da obra Os Elementos de Euclides, na sequéncia mostramos algumas
caracteristicas do software Cabri-3D e finalizamos com os procedimentos de construcao desses

poliedros apresentados na obra de Euclides, no livro XIII, (BICUDO, 2009).
4.1 OS Elementos de Euclides

De acordo com Bongiovanni (2005), Os Elementos de Euclides é o mais antigo texto
matematico grego, constituido por 13 livros que expde o conhecimento matematico elementar
da época de Tales (600 a.C) até Euclides (300 a.C). Esta obra prima da matematica grega, é

considerada por muitos a obra de referéncia para estudos em Geometria.

Veras (1970) afirma que a vida de Euclides se limita ao periodo de 365 a 325 a.C e
que escreveu sua obra nos Gltimos anos de vida. E uma sintese, ndo s6 da producio geométrica
grega, mas também um compéndio que usa linguagem geométrica plana e espacial. As
demonstracdes, 0 mecanismo de concatenacao dos teoremas apresentados na obra, ressaltam a
geometria como uma ciéncia autbnoma, pois as defini¢ées euclidianas, segundo o autor, podem
ser classificadas como a esséncia das coisas ou correspondem a elementos sintese, inteligiveis
ja que propiciam a clareza na linguagem. Os postulados sdo de carater pratico, compativeis

entre si e 0s axiomas ou no¢des comuns sdo verdades auto evidentes.

Bongiovanni (2005) apresentou uma organizagdo da estrutura axiomatica dos 13 livros

como mostra o quadro 3.

Salientamos que a obra de Euclides foi traduzida para o portugués por Irineu Bicudo e
publicada em 2009 e é dela que estamos considerando as constru¢es de Euclides. Nossa
pesquisa se concentra no livro X111 que trata dos poliedros regulares convexos, especificamente,
nas proposicoes 13, 14, 15, 16 e 17 que tratam da construcao dos poliedros regulares tetraedro,
octaedro, hexaedro, icosaedro e dodecaedro.
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Quadro 3 — Estrutura do livro Elementos de Euclides

Propriedades dos tridngulos, teoria das 23 definicdes. 9 axi 5
Livro | paralelas (proposicdes 27 a 32) e figuras GOes, 9 axiomas,
equivalente postulados, 48 proposicGes
Livro 1l Algebra geométrica 2 definices, 14 proposicdes
Livro 111 A geometria do circulo 11 definic6es, 39 proposicdes
Livro IV Poligonos regulares 7 definices, 16 proposicdes
Livro V A teoria das proporc6es 18 definices, 25 proposicdes
Livro VI Tales e figuras semelhantes 4 definicGes, 33 proposi¢des
Livro VII Teoria dos conjuntos 23 definicGes, 39 proposi¢des
Livro VIII Teoria dos ndmeros 27 proposicdes
Livro IX Teoria dos nimeros 36 proposi¢des
Livro X NUmeros incomensuraveis 4 definicBes, 115 proposicbes
Livro XI Geometria espacial de posicao 28 definicGes, 39 proposi¢des
Livro XII Avreas e volumes 18 proposicoes
Livro X1l Poliedros regulares 18 proposicles

Fonte: Bongiovanni (2005, s.p.)

Procuramos transformar as orientacfes expressas no livro XIII do texto de Euclides
para uma linguagem atual, tanto da lingua natural, quanto da matematica, os enunciados das
construcdes e as argumentacbes e propriedades levantadas. Ao mesmo tempo teremos que
adaptar esses enunciados e argumentos para inserir termos especificos na utilizacdo de um
software para construgdes geomeétricas, no nosso caso, o Cabri-3D. Dessa forma, no que segue
apresentamos algumas vantagens da utilizacdo do software Cabri-3D em vez de lapis e papel

para as construcdes que realizaremos.

4.2 Cabri-3D

O ambiente Cabri-3D traz para a educacao matematica ferramentas importantes para
construgdes geométricas, pois oferece a possibilidade de manipulagdo de representacfes de
objetos por meio de seu dinamismo, o que facilita as articulagdes entre apreensoes ja citadas,
ou seja: a figura geométrica, a visualizacao, o levantamento de conjecturas e demonstracées. A
construgdo e manipulacdo de figuras geométricas que representam objetos espaciais €
importante no ensino, porque favorece o que Duval (2005) chamou de desconstrucdo
dimensional, ou seja, uma mudanca na maneira de olhar uma figura. Para o autor a
desconstrucdo dimensional se faz necessariamente em articulagdo com uma atividade

discursiva, no nosso caso, 0s enunciados das construgdes. As construcdes realizadas no
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Cabri-3D permitirdo, por seu dinamismo, a manipulacdo da figura e a percepgdo de que a
representacdo no plano de um poliedro (que em um modelo material teria dimenséo 3) é
composta de pontos (dimensdo zero), de segmentos (dimensdo um) e de regides planas

(dimensao 2).

Além disso, a construcdo em lapis e papel de figuras espaciais exige conhecimentos
de técnicas de perspectiva e torna a construcdo mais complexa por permitir apenas um ponto
de vista. No entanto, no Cabri-3D as técnicas de perspectivas fazem parte do software e, muitos
usuarios ndo a percebem e, ainda, o dinamismo permite a mudanca de ponto de vista durante a

construcdo, ou seja, posso colocar a figura em uma posigéo que facilite essa tarefa.

Outra vantagem do Cabri-3D em relacéo ao lapis e papel é a possibilidade de poder
esconder todos os tracados auxiliares e deixar visivel apenas o resultado final da construcéo.
Esses tracados podem ser recuperados e se tornarem visiveis sempre que 0 usuario assim o

desejar.

Entre os softwares de geometria dindmica disponiveis, tivemos acesso ao Cabri-3D e
ao Geogebra-3D, sendo este Ultimo gratuito. Verificamos que ambos apresentam ferramentas
semelhantes e permitiriam a construcdo dos poliedros regulares que pretendemos, no entanto,
optamos pelo Cabri-3D por estarmos mais familiarizados com ele e o utilizarmos ha algum

tempo.

Uma das ferramentas que utilizamos foi a translacdo por um vetor (figura 85), para
destacar uma piramide contida em um dodecaedro regular, realizacdo que demandaria tempo e
uma certa complexidade se realizada em lapis e papel, ou por outros tipos de modelos, como 0s

feitos em cartolina a partir da planificacdo de superficies.

Figura 85 — Translagéo por vetor de uma pirdmide contida em um dodecaedro regular

Fonte: producédo do autor.
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Entendemos que apresentaremos uma nova possibilidade de trabalho com os poliedros
convexos, que realizada com o Cabri-3D abre caminhos para organizacdo de sequéncias de
ensino que associem a construcdo de poliedros as relacbes matematicas que possibilitam
deduzir formulas para o célculo de medida de volume. Essas constru¢Ges em linguagem atual,
tanto da lingua natural, quanto matematica € o que apresentaremos na sequéncia, iniciando pela

construcdo de um tetraedro regular.
4.3 Tetraedro regular

Antes de iniciarmos a construcdo do tetraedro regular é necessario apresentar a
proposicdo 12, do livro XIII, que diz: “um tridangulo equilatero inscrito em um circulo, o lado
do tridngulo é, em poténcia, o triplo do raio do circulo” (BICUDO, 2009, p.576) que esta

acompanhado da figura 86.

Figura 86 — Tetraedro regular inscrito em uma esfera por Euclides
A

R

B\L/C

E

Fonte: Bicudo, 2009, p.576
Em linguagem atual essa proposicdo poderia ser assim enunciada: “se um triangulo
equilatero esta inscrito em uma circunferéncia entdo o quadrado da medida do lado desse
triangulo é igual ao triplo do quadrado da medida do raio da circunferéncia”, ou seja,
AB? = 3BE?.

A construcéo, proposta por Euclides, quando feita no Cabri-3D, parte do tracado de
uma reta r perpendicular ao plano de base passando por um ponto E qualquer (figura 87). Por
um ponto qualquer do plano de base e a reta r, tragamos um plano perpendicular a este, para ser
suporte da circunferéncia de centro em D e raio DE, que determina o ponto A na intersec¢ao
com a reta r, um dos Vvértices do triangulo. Os outros dois Vértices, B e C, séo obtidos a partir

da interseccdo dessa circunferéncia com outra circunferéncia com centro em E e raio ED.
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Figura 87 — Construcdo de um triangulo equilétero inscrito em uma circunferéncia

r

Fonte: producéo do autor.

Temos que mostrar agora que AB? = 3BE?.

Construido, na figura 87, o triangulo equilatero ABC, inscrito em uma circunferéncia
de centro em D e raio AD = BD = CD. Como a reta AD intercepta a circunferéncia no ponto
E, temos AE = 2DE e AE*divide CB em duas partes de mesma medida, isto é, M é ponto médio
de CB e DE. De onde podemos concluir que ‘:—IZ = % e ainda que AD = 2DM. Por ser o triangulo
ABC equilatero, o arco BEC representa um terco da circunferéncia e o arco BE representa entdo
um sexto da circunferéncia. Logo, BE representa o lado de um hexagono regular inscrito na
circunferénciae, portanto, BE = DE. Como AE = 2DE entdo AE? = 4DE? = 4BE?. Mas, por
outro lado, como o tridngulo ABE é retangulo em B vem que AE? = AB? + BE?. Assim,
4BE? = AB? + BE? que nos da: AB? = 3BE?. Podemos ent#o concluir que AB = BE+/3, ou

ainda que AB = r+/3 em que r representa a medida do raio da circunferéncia em que o tridngulo

equilatero esta inscrito.

Voltando a Euclides encontramos a proposi¢do 13, que diz como “construir uma
piramide e conté-la pela esfera dada e provar que o diametro da esfera é, em poténcia, uma vez
e meia o lado da piramide”, (BICUDO 2009 p.586), acompanhada da figura 88.

4 Em relaco as notagdes, utilizaremos AE para representar segmento e AE para representar sua medida.
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Figura 88 — Construcéo de uma piramide contida em uma esfera apresentada por Euclides

E
K

@ A B
Fonte: Bicudo, 2009, p.577.
A partir de uma semicircunferéncia de diametro AB determinamos o ponto C de tal
modo que AC = 2BC. Por C tracamos uma reta perpendicular ao diametro que determina na

circunferéncia o ponto D.

Como o tridngulo ADB é retangulo em D, sabemos que CD? = AC - CB (1) e que

2 2
AD? = AB - AC (2). De (1) vem que AC = - que substituido em (2) nos da AD? = AB - .

2

Mas como AB = 3CB, por construgéo, temos AD? = 3CB '%‘
Logo, AD? = 3CD? ou seja, de acordo com a proposicdo 12, AD representa o lado de
um triangulo equilatero inscrito na circunferéncia de raio CD. Assim, a construgio do tetraedro
inscrito em uma esfera é justificada pela relacdo entre o didmetro dessa esfera e a aresta do

tetraedro.
Euclides refere-se ao tetraedro regular circunscrito por uma esfera e, em linguagem
atual, a proposi¢ao 13 seria: “construir um tetraedro regular inscrito em uma esfera e provar

que o quadrado da medida do diametro da esfera € igual a % do quadrado da medida da aresta

do tetraedro”, ou seja KL? = %KEZ.

Vamos inscrever um tetraedro em uma esfera (figura 89). Por um ponto qualquer no
plano de base tracamos uma reta r perpendicular a esse plano. Determinamos, nessa reta, 0s
pontos P e K e por ele tragamos a esfera de centro em P e raio PK, que determina o ponto L da

intersecgdo com a reta r.
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Dividimos entdo o diametro em trés partes para determinar o ponto H de tal forma que
KH = 2HL. Podemos também, determinar os pontos L e H na reta r e tomar o simétrico N de

L em relagéo ao ponto H.

Figura 89 — Construcéo do tetraedro regular inscrito em uma esfera

Fonte: produgéo do autor.

O ponto P é médio de HN e centro da esfera. Tragamos o plano a, que passa pelo ponto
H e € paralelo ao plano de base e, a intersec¢do desse plano com a esfera nos dé a circunferéncia
de centro H. A partir da proposi¢do 12, tomamos um ponto I, qualquer na circunferéncia de
centro H, para tracar a circunferéncia de centro em | e raio IH para obter os pontos E e G, na
intersecgéo da circunferéncia de centro H, que determinardo a aresta EG do tetraedro. A reta
que passa por | e H, determinara na interseccao com a circunferéncia de centro H, o ponto F de
tal forma que FH = 2HM, sendo M o ponto médio da aresta EG. Assim ficam determinadas as
arestas EF, FG e GE que, pela proposicdo 12, representam os lados de um tridngulo equilatero.
Por outro lado, se observamos o tridngulo KEL e sabemos que KE representa uma aresta do
tetraedro e que KH = 2HL. Logo, analogamente, KF e KG representam as outras arestas do

tetraedro regular.

Para verificar que, de fato, o tetraedro é regular temos que mostrar EF = EK, isto é,

que o triangulo KEF é equilatero.

Podemos observar, na figura 90, o plano B, determinado pelos pontos K, E e F, uma
circunferéncia passando pelos mesmos pontos e o triangulo KEF. Como KEF € equilatero
inscrito em uma circunferéncia, entdo KE? = 3QJ?. O triangulo KEJ esta inscrito em uma

semicircunferéncia e, portanto, é retangulo em E, entdo KJ? = KE? + EJ?. Como K] = 20Q],
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entdo KJ? = 4QJ?. Temos que 4QJ? = KE? + EJ?, mas EJ = QJ (lado do hexagono inscrito

em uma circunferéncia), entdo 4QJ% = KE? + QJ?, ou seja, KE? = 3QJ>.

Figura 90 — Mostrando que o triangulo EFK ¢é equilatero

Fonte: producéo do autor.

Agora cabe provar que KL? = %KE2 da proposic¢do 13. Observando a figura 91 vemos
que o triangulo KEL esta inscrito em uma semicircunferéncia e, portanto, € retangulo em E. Por
construcao, sabemos que KL = 3HL, ouseja, HL = %KL (1) e, sabemos ainda, que EL? = HL -
KL (2). Substituindo (1) em (2) vem que EL? = %KLZ.

Figura 91 — Tetraedro regular inscrito na esfera

Fonte: producéo do autor.

Por outro lado, KL? = KE? + EL?, ou seja KL? =KE2+§KL2, 0 que permite

concluir que KL? = %KEZ, ou seja, 0 quadrado da medida do diametro da esfera € igual a uma

vez e meia 0 quadrado da medida da aresta do tetraedro regular inscrito nessa esfera.
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Assim, feita a construcdo do tetraedro regular, como proposto por Euclides, utilizando
as ferramentas do Cabri-3D levantamos a hipdtese de que essa construcdo possibilita encontrar

medidas que permitam determinar outras férmulas para o célculo de seu volume.

Ressaltamos que nas constru¢bes com o Cabri-3D, encontramos trés maneiras
diferentes de construir uma circunferéncia: por um segmento em um plano, por dois pontos
distintos em um determinado plano ou com a ferramentas esfera e curva de intersec¢cdo. Em
nosso trabalho utilizaremos essas trés maneiras optando pela mais conveniente dependendo da

situacao.

Analisando as etapas da construcao realizadas, notamos que o Cabri-3D possibilitou a
conversdo de um enunciado em lingua natural e notagdo simbolica para o registro figural e deste
para o algébrico, para realizar as demonstragdes que justificam as construcées. A construcdo no
Cabri-3D permitiu que os tracados auxiliares fossem escondidos e apenas ficasse visivel o que

se quer mostrar, como na figura 91.

Continuamos nossa investigacdo, com a construcao do hexaedro regular ou cubo.
4.4 Hexaedro regular

No livro X111 de Euclides encontramos a proposic¢ao 15 que descreve como ““construir
um cubo e conté-lo por uma esfera, como a piramide, e provar que o didmetro da esfera é, em
poténcia, o triplo do lado do cubo”, (BICUDO 2009, p. 581) acompanhada da figura 92.

Em linguagem atual a proposi¢@o 15 pode ser “construir um cubo circunscrito por uma
esfera e provar que o quadrado da medida do didmetro da esfera é igual ao triplo do quadrado

da medida da aresta do cubo”, ou seja KG? = 3KE?.

Figura 92 — Construcéo de Euclides para o cubo

E H
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| N
| \\“\

T

Fonte: Bicudo 2009, p.581.

Euclides circunscreve uma esfera em um cubo com a ajuda da primeira construcéo da

figura 92, que é a mesma feita para o tetraedro. Enquanto o cateto AD representa a aresta do
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tetraedro, aqui o cateto BD representa a aresta do hexaedro. Ele usa a primeira figura para
mostrar que em uma semicircunferéncia de diametro AB se criarmos um ponto C de modo que
AC = 2CB entdo AB? = 3BD?, ou seja se BD ¢ aresta de um hexaedro entdo trés vezes sua

medida ao quadrado sera igual ao quadrado da medida do diametro da esfera que o circunscreve.

Para a construcéo do cubo no Cabri-3D podemos escolher varios caminhos para tracar
0 quadrado inicial, mas observando a figura de Euclides, decidimos iniciar pelo quadrado
representado por EFGH. Para isso, tragamos por um ponto qualquer do plano de base, uma reta
perpendicular a ele (figura 93) e, por ela e um outro ponto qualquer do plano de base

determinamos o plano a e nele construimos o quadrado pretendido.

Figura 93 — Construcéo do quadrado para formar o cubo

Fonte: producéo do autor.

Com retas perpendiculares ao plano a passando pelos pontos E, F, G e H (figura 94),
criamos o0s pontos K e N, a partir de circunferéncias de centro em E e raio EH, e de centro em
H e raio HE, em um plano auxiliar determinado pelos pontos E, H e K. Tracando
perpendiculares ao plano de base, passando por K e N, determinamos os pontos M e L. Assim,
os pontos E, H, G, F, L, M, N e K determinar&o os vértices do cubo e os tracados dos segmentos

que representam suas arestas completam a COﬂS'[I’UQéO.

Agora devemos provar que KG? = 3KE?, ou seja, KE é uma aresta do cubo entdo KG

é didmetro da esfera que circunscreve esse cubo.
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Figura 94 — Construcéo do cubo a partir do segmento EF

Repssss
T

Fonte: producéo do autor.

Na figura 95, observando o triangulo GHE, contido em uma face do cubo, retangulo
em H e o tridngulo GEK retangulo em E, podemos dizer que GE? = GH? + HE2. Mas como
GH = HE vem que GE? = HE? + HE?, entdo GE? = 2HE?.

Figura 95 — Diagonal do triangulo retdngulo GEK, retangulo em E

Fonte: producéo do autor.

Por outro lado, no triangulo GEK, temos que GK? = GE? + KE? e como KE = HE
vem que GK? = 2HE? + HE?, ou seja, GK? = 3HE?. Logo, a medida do didmetro da esfera
ao quadrado é igual ao triplo da medida da aresta do cubo inscrito elevado ao quadrado, ou
ainda KG = HE+/3. Podemos entender que, segundo Euclides, GK é diametro da esfera que
circunscreve o cubo de aresta KE. De fato, na figura 96, podemos observar que o triangulo EGK
é congruente ao triangulo MGK, pois possuem dois lados congruentes, KE = GM e GE = KM

e ainda tém o lado KG comum.
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Figura 96 — Hipotenusa do triangulo GMK, retangulo em M

Fonte: producéo do autor.

Como esses triangulos séo retangulos em E e M, respectivamente, estdo inscritos em
uma semicircunferéncia de mesmo diametro, o que nos permite dizer que os pontos E, K, M e
G sdo pontos da esfera que circunscreve o cubo e tem centro no ponto P, médio de KG como

mostra a figura 97.

Figura 97 — Cubo circunscrito em uma esfera.

Fonte: producéo do autor.

Assim, a construcdo do hexaedro inscrito em uma esfera é justificada pela relacdo que
existe entre a medida do diametro dessa esfera e a medida da aresta do hexaedro. Além disso,
podemos levantar a hipotese que essa construcao possibilita encontrar medidas para deduzir

outras formulas para o célculo da medida do volume de um hexaedro.

Com base na teoria dos Registros de Representacdo Semioética de Duval (2012) ver
uma figura em geometria é uma atividade cognitiva mais complexa do que um simples
reconhecimento daquilo que a imagem mostra. Notamos que para construir uma representacao

que traduzisse a construcdo de Euclides, figura 97, utilizamos uma sequéncia de construcdes
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que pode ser interpretada como apreensao sequencial no ambiente Cabri-3D. Em cada uma das
etapas foi necessario a utilizacdo de, além do registro da lingua natural, no enunciado,
utilizamos o registro figural e o registro algébrico para comprovar as relacdes descritas por

Euclides. Continuamos nossa investigacao, com a construcéo do octaedro regular.

4.5 Octaedro regular

Na proposicdo 14 de Euclides encontramos como “construir um octaedro e conté-lo
por uma esfera, como nas coisas anteriores, e provar que o diametro da esfera é, em poténcia,
0 dobro do lado do octaedro”, (BICUDO 2009, p.579), sequida da figura 98.

Figura 98 — Construcdo apresentada por Euclides, do octaedro regular inscrito na esfera

A C B

Fonte: Bicudo, 2009, p.580.
Euclides refere-se a um octaedro regular, cujas arestas respeitam as relagdes que
apresenta para o triangulo ABD. Esse octaedro pode ser circunscrito por uma esfera e €

construido por duas piramides de base quadrada representada por ELGM.

Na primeira construcdo da figura 98, Euclides representa o didmetro AB do
semicirculo ADB considerando C o ponto médio de AB e BD como a aresta do octaedro regular.
Mostra ainda que nessas condicdes AB? = 2AD? considerando que no tridngulo ADB,

retangulo em D, vale que AB? = AD? + DB?, mas como AD = DB vem que AB? = 2AD?.

Em linguagem atual podemos escrever a proposi¢cdo 17 como “construir um octaedro
regular inscrito em uma esfera e provar que o quadrado da medida do didametro da esfera é igual

ao dobro do quadrado da medida da aresta do octaedro regular, isto é LM? = 2LE?.”

Na constru¢cdo com o Cabri-3D (figura 99) decidimos construir o octaedro em uma
outra posicdo. Assim, construimos a reta r perpendicular ao plano de base e nela tomamos 0s
pontos E e G para que EG represente o didmetro da esfera, determinamos o ponto K seu ponto

médio e por ele tracamos a reta t perpendicular ar.
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Figura 99 — Construcéo do octaedro regular

Fonte: producéo do autor.

Por r e um ponto qualquer do plano de base construimos o plano o como auxiliar no
tracado da circunferéncia de centro em K e raio KE. Na interseccdo da reta t com essa
circunferéncia determinamos os pontos F e H. Obtemos assim o quadrado EFGH como
Euclides orienta. Tracamos entdo a esfera de centro em K e raio KE e a reta s perpendicular ao
plano a, passando por K. A intersec¢cdo da reta s com a esfera nos da os pontos L e M vértices

do octaedro regular.

Euclides depois da construcdo do octaedro passa entdo a mostrar que os triangulos da
superficie poliédrica sdo equilateros para concluir que o octaedro construido é regular. Em
nossa construcdo (figura 99) podemos concluir que o lado do quadrado ELGM tém a mesma

medida de lado do quadrado EFGH porqgue os dois tem como diagonal o diametro da esfera.
Temos que provar agora que LM? = 2LE?.

Podemos dizer que LM? = LE? + EM?, pois o triangulo LEM é retangulo em E. Mas
como LE = EM temos que LM? = LE? + LE? do que concluimos que LM? = 2LE?, ou seja,
0 quadrado da medida do didmetro da esfera é igual ao dobro do quadrado da medida da aresta
do octaedro regular. Esse resultado pode ser representado ainda por LM = LE2 e
considerando que LM = 2r, em que r representa a medida do raio da esfera circunscrita,
concluir que LE = rv/2. Podemos entender entio o octaedro como sendo composto por duas
piramides de base quadrada com arestas medindo r+/2 em que r representa a medida do raio da

circunferéncia que circunscreve o quadrado da base dessas piramides que tem como altura a

mesma medida desse raio.
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Assim a construcdo do octaedro inscrito em uma esfera é justificada pela relacdo que
existe entre a medida do didmetro dessa esfera e a medida da aresta do octaedro. Por outro lado,
o calculo da medida de seu volume nédo apresenta grandes problemas no ensino porque podemos
entender o octaedro como a composicdo de duas piramides de mesma altura e de base comum
quadrada, no entanto podemos levantar a hipdtese de que a construcao realizada, como proposto
por Euclides, pode fornecer medidas que possibilitem outras formulas para o célculo da medida

do volume de um octaedro.

O Cabri-3D nos da outras possibilidades de construcdo (figura 100), por exemplo, a
sugerida por Euclides em que a base quadrada das piramides que compdem o0 octaedro esta
contida em um plano perpendicular ao plano de base.

Figura 100- Outra construcgdo para o octaedro regular

Fonte: producédo do autor.

Continuamos nossa investigacdo com a construgdo do dodecaedro regular.

4.6 Dodecaedro regular

Euclides, na proposigdo 17, do livro XII1, apresenta como “construir um dodecaedro e
conté-lo por uma esfera, como as figuras anteriormente ditas, e provar que o lado do dodecaedro
¢ uma irracional, o chamado ap6tomo”, (BICUDO 2009 p.586), acompanhada da figura 76,
retomada aqui como figura 101. Em linguagem atual podemos escrever essa proposicdo como
“construir um dodecaedro circunscrito por uma esfera e provar que a medida da aresta do

dodecaedro € um irracional”.
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Figura 101 — Construcéo de Euclides de uma face do dodecaedro regular
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Fonte: Bicudo 2009, p.586.

Como Euclides utiliza nesta e em outras construgcdes a divisdo de um segmento em

média e extrema razdo apresentamos agora tal construgdo. Dizemos que um segmento é

dividido em média e extrema razdo quando a razdo entre 0 menor segmento obtido e o maior €

igual a razdo entre o maior segmento obtido e o segmento que esta sendo dividido. Se

considerarmos um segmento qualquer AB (figura 102) dividi-lo em média e extrema razéo

. . — EB _ AE .
significa determinar um ponto E em AB de tal forma que: 5 = ap Ouseia AE? = AB - EB.

Figura 102 — Divisdo de um segmento em média e extrema razéo

Fonte: producéo do autor.

Dado AB e M seu ponto médio, contido em um plano a, perpendicular ao plano de

base, tragamos por B uma reta perpendicular a esse segmento e nela determinamos o ponto O

AB . . A= I
de tal forma que BO = - A seguir, tracamos a circunferéncia com centro em O e raio OB e a

semirreta AO que intercepta a circunferéncia nos pontos C e D. Tragando a circunferéncia de

centro em A e raio AC determinamos em AB o ponto E que o divide em duas partes. Dizemos

que o segmento AE é 0 segmento aureo de AB.
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Poderiamos ter feito a mesma construgdo com AB contido no plano de base (figura

103), mudando assim o ponto de vista do observador e sua apreensdo perceptiva da figura.

Figura 103 - Divisdo de um segmento em média e extrema razao — outra construcao

0]

=

Fonte: producéo do autor.

Mostremos que essa construcdo garante a proporcionalidade da divisdo em média e

extrema razdo, ou seja, que AE? = AB - EB.

Sabemos que AB? = AD - AC porque a reta AB é tangente a circunferéncia de centro
O, sabemos também que AD = AC + CD e, portanto, AB? = (AC + CD) - AC. Como AC =
AE, temos AB? = (AE + CD) - AE = AE? + CD - AE. Considerando agora que AE = AB —

EB e que CD = AB, pois BO = %, vem que AB? = AE? + AB - AB(AB — EB) de onde vem
que AE? = AB - EB.

Agora vamos determinar os valores desses segmentos em fungdo da medida m do
segmento AB, que usaremos mais a frente em outras construces ou demonstracdes.

2
Considerando o triangulo ABO, retangulo em B, temos que A0? = AB? + (ATB) que pode ser

2 _ . 2
representado por A0? = m? +% , considerando entdo que A0? = STm vem que A0 = mT\/g

Assim, podemos dizer, que AE = mT‘/g - % pois AC = AE. Podemos agora calcular também a

mV5 m) __ 3m-my5
2 2) 2

medida do segmento menor EB, ou seja: EB = AB — AE = m — (

Voltando a constru¢cdo do dodecaedro, Euclides a inicia construindo duas faces
consecutivas de um cubo, na figura 104 representadas por ABCD e CBEF. Cada uma dessas
faces e dividida em quatro partes, a partir dos pontos medios das arestas, para obter os pontos

P e O, respectivamente.

Em seguida determina os pontos R, S, T que dividem, respectivamente, NO, 0] e HP em

média e extrema raz&o, sendo os segmentos RO, OS e TP os maiores segmentos da diviso,

. . NR RO.S] OS_HT TP .
dizemos entdo que! —=—7 —=—€—=—, respectlvamente.
RO NO'0OS 0J TP HP
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Figura 104 — Divisdo em média e extrema razao dos segmentos ON, OJ e PH

Fonte: producédo do autor.

Continuando com a construcdo proposta por Euclides devemos tragar retas
perpendiculares as duas faces do cubo, passando pelos R, O, Se T (figura 105). Tracamos entéo
a circunferéncia de centro em R e raio RO e determinamos na interseccdo com a reta
perpendicular, que passa pelo ponto R, o ponto Y.

Figura 105 — Construcéo de perpendiculares as faces do cubo
.............. :Y E E r,-“

Fonte: producéo do autor.

A seguir, tracamos uma reta paralela a aresta EF pelo ponto Y para determinar, nas
outras duas retas perpendiculares, que passam pelos pontos O e S, os pontos V e U. Com centro
em T e raio TP tracamos uma circunferéncia que determina na perpendicular, que passa pelo
ponto T, o ponto X. Os pontos Y, U, C, X e B, como mostra a figura 106, representam os vértices

de uma face do dodecaedro.
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Figura 106 — Construgéo de uma face do dodecaedro

Fonte: producédo do autor.

A seguir Euclides mostra que, de fato o pentagono obtido € equilatero. Mostremos,
baseados na figura 107, que os tridangulos NRB e JSC s&o congruentes. O triangulo NRB é
retangulo em N e o tridngulo JSC é retangulo em J. Por construgdo, temos que /JC = NB, e que
RN = §J. Logo, RB = SC.

Figura 107 — Construgéo dos tridngulos retangulos observados por Euclides

Fonte: producédo do autor.

Mostremos agora que os triangulos YRB e USC sdo congruentes. O triangulo YRB ¢
retangulo em R e o tridngulo USC é retangulo em S. Por construgdo, temos que YR = US e que
RB = SC, como acabamos de mostrar. Logo, YB = UC. Mostremos agora que os triangulos
TCX e USC séo congruentes. O triangulo TCX é retangulo em T e o triangulo USC é retangulo
em S. Por construcdo, sabemos que TC = SC e que US =TX. Logo, CX = UC. O mesmo
acontece com os tridngulos TXB e YRB que nos dd BX = YB. Assim, jA mostramos que

UC =CX =XB = BY.
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Mostraremos agora que os triangulos BCX e BUY sdo congruentes. Temos que 0
pentagono regular esté inscrito em uma circunferéncia, entdo BC = BU porque sdo duas de suas
diagonais . Como o tridngulo BCX é isdsceles, pois CX = XB e XB = BY, podemos concluir
que BY = YU. Portanto, mostramos que UC = CX = XB = BY = YU. Como o pentagono pode
ser circunscrito por uma circunferéncia podemos concluir que esta contido em um mesmo

plano.

Figura 108 — Pent&gono regular, medida dos angulos internos

Fonte: producéo do autor.

Para mostrar que o pentagono YUCXB é equiangulo, Euclides o inscreveu em uma
circunferéncia (figura 108) e argumentou que como 0 pentdgono € regular divide a

circunferéncia em cinco angulos congruentes de medida 108°.

A partir da construcdo dessa primeira face do dodecaedro podemos construir as outras
repetindo a construcdo para cada par de faces consecutivas de um cubo, como mostra a figura
109, ou usar simetria para obter as outras faces, quando possivel.

Figura 109 — Construcéo do dodecaedro a partir do cubo

Fonte: producéo do autor.

A seguir, Euclides mostra que existe uma esfera que circunscreve o dodecaedro. Como

0s Vvértices do cubo sdo também vertices do dodecaedro regular entdo o centro da esfera sera o
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ponto médio de uma diagonal do cubo e seu raio terd a metade da medida dessa diagonal. Para
mostrar que a esfera circunscreve realmente o dodecaedro (figura 110) Euclides mostra que o
segmento YZ tem a metade da medida da diagonal do cubo, ou seja, que YZ também é raio da
esfera. Para isso, traca a reta que passa por V e O que intercepta a diagonal ED do cubo no ponto
Z

Figura 110 — Medida do raio da esfera circunscrita no dodecaedro

Fonte: producéo do autor.

Em linguagem atual podemos observar que YZ = EZ e considerar que a aresta do

cubo mede x. Observando o tridangulo EFC retdngulo em F temos que EC? = x? + x? = 2x?,

ou seja, EC = x+/2 que representa a medida da diagonal de uma face do cubo em funcéo de sua

aresta. Observando agora o triangulo ECD, retangulo em C, temos que ED? = (xv2 ) + x2

3x2, ou seja, ED = x+/3, logo ED representa a diagonal do cubo em funcéo de sua aresta.

Considerando ainda o triangulo YVZ, retdngulo em V, sabemos que como YV tem a

mesma medida de RO, como vimos anteriormente YV = % — 2 em que a, neste caso tem a
metade da medida da aresta do cubo, ou seja a ==, logo, YV = %—— Observando o

segmento YV no triangulo YVZ, sabemos que VZ =VO0 + 0Z, como VO =YV vem que

VZ = %_ —-= + ousejaVz = i + . Assim, podemos calcular a medida de YZ em funcio
2
da medida da aresta do cubo, YZ2 = YV2 + VZ2 = (xT\/E — f) + (xf + ) Desenvolvendo

~ XV3 ED .
a expressdo obtemos que yz = T\/— Logo, como YZ = —, esse segmento representa o raio da

esfera que circunscreve o dodecaedro, como mostra a figura 111, pois como o segmento ZY tem
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a mesma medida do segmento ZB entdo Y pertence a esfera e, por consequéncia, 0S outros

vértices do dodecaedro.

Figura 111 — Dodecaedro inscrito em uma esfera

Fonte: producéo do autor.
Para mostrar que a medida do lado de um dodecaedro regular € um nimero irracional
Euclides retoma a divisdo do segmento em média e extrema razdo do inicio da construcao que,

como ja vimos, trata-se de um numero irracional.

Podemos ver, ainda, o ponto Z como vértice de uma piramide de base pentagonal
(figura 112) e buscar qual seria a medida de sua altura. E, entdo, interpretar o dodecaedro como
sendo composto por 12 piramides de base pentagonal e de altura medindo ZZ".

Figura 112 — Piramide pentagonal com base em uma face do dodecaedro

Fonte: producéo do autor.
Feita a construcdo do dodecaedro regular, como proposto por Euclides, mas utilizando
as ferramentas do Cabri-3D, resta a questdo: E possivel calcular a medida da altura de uma
piramide que tenha como base um pentagono regular que permita compor um

dodecaedro regular? A resposta dessa pergunta € necessaria para deduzirmos uma férmula



121

para o calculo da medida de seu volume. Verificaremos se é possivel respondé-la no capitulo

5. Continuamos nossa investigagdo, com a construcdo do icosaedro regular.

4.7 Icosaedro regular

Euclides (300 a.C), no livro XIII na proposi¢do 16, descreve como “construir um
icosaedro e conté-lo por uma esfera, como as figuras anteriormente ditas, e provar que o lado
do icosaedro € uma irracional, a chamada menor”, (BICUDO, 2009, p. 581) seguida da figura
113.

Figura 113 — Construgdo apresentada por Euclides, do icosaedro regular inscrito na esfera

IIb

Fonte: Bicudo, 2009, p.583.
A primeira construcéo da figura 113 representa um segmento AB dividido pelo ponto
C de tal forma que CB representa a quinta parte da medida AB e, portanto, AC = 4CB Como 0
triangulo ABD é retangulo em D, vem que CD? = AC - CB porque CD é média geométrica de
AC e CB. Logo, CD? = 4CB - CB = 4CB? e, portanto, CD = 2CB.

Por outro lado, aplicando o teorema de Pitdgoras no mesmo tridngulo temos que
BD? = CD? + CB?, isto é, BD? = 4CB?+ CB* = 5CB? e, portanto, BD = CBV5 que

representa a medida da aresta do icosaedro, sendo AB o didmetro da esfera circunscrita.

Em linguagem atual a proposigdo 16 descreve como “construir um icosaedro inscrito

em uma esfera e provar que a aresta do icosaedro tem medida irracional”.

Iniciamos a construgdo do icosaedro, no Cabri-3D, tragando por um ponto qualquer
do plano de base uma reta r perpendicular a esse plano e, a partir dessa reta e um outro ponto

qualquer do plano de base construimos o plano o, como mostra a figura 114. Determinamos um
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ponto U, qualquer na reta r e, por ele, tragamos uma reta s, no plano o, paralela ao plano de
base. Com centro em U tracamos uma circunferéncia de raio qualquer UU” que representara o
raio da circunferéncia em que o pentdgono inicial foi inscrito. Determinamos os pontos L e H

na interseccdo dessa circunferéncia com aretar.

Figura 114 — Primeiro pentagono para construir o icosaedro regular

Fonte: producéo do autor.

Determinamos entdo o ponto O” médio de UU” e, por ele, a circunferéncia de centro
em O e raio OL para determinar na reta s o ponto |. O segmento UI representa 0 segmento
aureo do raio da circunferéncia e a medida do lado de um decégono regular inscrito nessa
circunferéncia. O segmento IH representa o lado de um pentagono regular inscrito nessa mesma
circunferéncia e UH é seu raio ou o lado de um hexagono regular inscrito na mesma
circunferéncia. Com uma circunferéncia de centro em H e raio HI, determinamos os pontos G
e K. A circunferéncia de centro em G e raio de medida GH determina o ponto F e, a
circunferéncia de centro em K e raio de medida KH determina o ponto E. Assim, fica

determinado o pentagono regular EKHGF inscrito na circunferéncia de centro em U.

Euclides a partir desse pentdgono constr6i um segundo pentadgono, como vemos na
figura 115, a partir de semirretas com origem nos Vvértices E, F, G e K que passam por U para
determinar, na circunferéncia de centro U, os pontos N, J, O e M, respectivamente. Esses pontos,
juntamente com o ponto L, serdo os vértices do pentagono regular OJNML, inscrito na mesma
circunferéncia de centro em U. Como essas semirretas representam bissetrizes dos angulos
internos do pentagono e, portanto, bissetrizes dos angulos centrais a nova construgdo pode ser

vista como uma rotagdo de 36° do pentagono inicial em torno do ponto U, no sentido horario.
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Figura 115 — Segundo pentagono para a construcéo do icosaedro regular

Fonte: producédo do autor.

Podemos entdo esconder as semirretas e as circunferéncias, para continuar a
construcdo, como mostra a figura 116. Tragamos uma reta t perpendicular ao plano a passando
por U e nela determinamos o ponto X de tal forma que UX = UU’ ou seja UX tem a mesma
medida do raio da circunferéncia em que o pentagono foi inscrito. Tracamos o vetor UX e por

ele transladamos o pentagono EKHGF para obter o pentdgono PYTSR.

Tracamos uma circunferéncia de centro em U e raio UI para determinar na reta t, o
ponto V, ou seja, UV = UI. Determinamos entdo o ponto A", médio de UX e 0 ponto Z simétrico
de V em relacéo a ele.

Figura 116 — Pentagonos separados para compor uma parte do icosaedro

Fonte: producédo do autor.



124

Podemos agora esconder o pentagono EKHGF e outras construgcfes auxiliares para
construir dez triangulos equilateros que ja serdo faces do icosaedro que estamos construindo

(figura 117), comecando pelos pontos RLP, depois LPO e assim por diante.

Figura 117 — Construindo o icosaedro. Dez triangulos equilateros entre os pentdgonos

Fonte: producédo do autor.

Temos que mostrar entdo que, de fato, esses triangulos sdo equilateros e, para isso,
utilizaremos os argumentos de Euclides. Mostrar de novo o pentagono EKHGF e determinar os
segmentos PE, KY, EO e OK.

Figura 118 — Triangulos retangulo PEO e YKO

Fonte: producéo do autor.
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Podemos observar na figura 118, primeiro que os segmentos EP e KY séo paralelos a
reta t e possuem a mesma medida UL e, ainda, que os segmentos EO e OK tém a mesma medida
IU (que seria a medida de um lado do decagono regular). Observando o triangulo PEO,
retdngulo em E vemos que é congruente ao triangulo LUI e, portanto, PO = LI, ou seja, PO
tem mesma medida do lado do pentagono. O mesmo ocorre com o triangulo YKO, retangulo

em K, isto é, YO = IL. Analogamente, para o restante dos triangulos.

Continuando, escondemos outra vez o pentagono EKHGF e os segmentos tracados
(figura 119) para construir mais algumas faces por triangulos a partir do ponto V e dos vértices
do pentagono OJNML.

Figura 119 — Mais algumas faces do Icosaedro

Fonte: producédo do autor.

Completando a construcdo das ultimas faces a partir do ponto Z e dos Vvértices do
pentdgono PYTSR, como mostra a figura 120. A construgéo s6 é possivel utilizando a translacéo
e a movimentacdo do plano de base para alterar a posi¢do da figura e poder esconder as
construcdes consideradas auxiliares.

Figura 120 — Icosaedro construido

Fonte: producédo do autor.



126

Usando 0s mesmos argumentos podemos mostrar que os triangulos construidos com
vértice em Z, PZR, RZS, SZT, TZY e YZP, também sdo equilateros e ttm medidas de lados iguais
a medida do lado do pentagono PYTSR que, por sua vez, é congruente ao pentagono OJNML,
como ja mostramos. Dessa forma fica construido um icosaedro regular, a partir da construcao
apresentada por Euclides, na proposicao 16, do livro X111 de Os Elementos e, a partir dela, ele

mostra que existe uma esfera que circunscreve o icosaedro.

Figura 121 — Semicircunferéncias VPZ e VLZ para determinar o diametro da esfera

\ ; J - OQ‘QQ-

Fonte: producéo do autor.

Observando o triangulo VPZ, na figura 121, vemos que UX = UU’e, portanto, tem
medida igual ao raio da circunferéncia em que o pentdgono inicial foi inscrito e XZ = Ul,
segmento maior da divisao do raio em média e extrema razao, e por isso, tem a medida do lado
de um decagono inscrito nessa circunferéncia. Assim, podemos dizer que o segmento UZ foi

dividido em média e extrema razdo no ponto X, sendo UX o segmento maior, e concluir que
Ux

% == isto &, UX? = ZU - XZ (1). Observando o triangulo VLZ e sabendo UL = UX e que

UV = XZ, substituindo em (1) vem que UL? = ZU - UV e, portanto, o tridngulo VLZ é retangulo

em L e estd inscrito em uma semicircunferéncia de diametro VZ.

Assim, como LU = PX, pois sao raios das circunferéncias que circunscrevem os dois
pentadgonos iniciais, podemos entdo dizer que os tridngulos VPZ e VLZ estdo inscritos em
semicircunferéncias de mesmo diametro e como 0s pontos P e L sdo vértices do icosaedro,
concluimos que VZ é diametro da esfera que circunscreve esse icosaedro, como podemos ver
na figura 122.
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Figura 122 — Esfera circunscrita no icosaedro regular

Fonte: produgdo do autor.

No final, Euclides prova algumas relac6es, para justificar a construcao realizada, a
partir do triangulo inicial ABD. Entre elas mostra que VX = 4XZ e ZV? = 5UX? para justificar
que o didmetro VZ foi dividido em cinco partes como foi 0 segmento AB do triangulo ABD
inicialmente construido e que, as relagbes validas nesse triangulo, também sdo validas na

construcéo do icosaedro. Mostraremos apenas que, de fato, ZV? = 5UX?, a partir da figura 123.

Figura 123 — Triangulo

\ ¢ N
Fonte: producédo do autor.

Em linguagem atual vamos mostrar que VZ? = 5UX?2. Considerando o diametro VZ e

my5-m
2

que UZ = m, como ja vimos anteriormente, podemos dizer que UX = , pois X é o ponto

que divide o segmento UZ em média e extrema razéo.
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mV5-m

2 2(3_
- ) =%‘/§). Por outro lado, temos que:

Dai vem que UX? = (

XZ =VU :m_m‘/i_m: smoms g que VZ = VU+UZ:M+m:w. Logo,
_ 2 2(3_
V72 = (Sm zmﬁ) _sm (z VS _ 5UX? e, portanto, podemos concluir que VX = 4XZ.

Feita a construcdo do icosaedro regular, como proposto por Euclides, utilizando as
ferramentas do Cabri-3D, resta a questio: E possivel calcular a medida da altura de uma
piramide que tenha como base um tridngulo equilatero que permita compor um icosaedro
regular? A resposta dessa pergunta é necessaria para calcularmos a medida do seu volume e
efetuar a composicao do poliedro. Verificaremos se é possivel respondé-la no capitulo 5 quando

deduzirmos a generalizacao da medida do volume do icosaedro regular.
Algumas consideracdes a respeito das construgoes

Analisando as construcdes dos poliedros regulares, propostas por Euclides no livro
X1l de Os Elementos, o primeiro passo foi reescrever tanto as proposi¢des, quanto as
orientacdes para construcdo, traduzidas em Bicudo (2009) para uma linguagem atual, tanto na

linguagem natural, quanto matematica.

Foi necessario em varios momentos fazer conversGes de representacoes,
principalmente, entre representagdes no registro figural para representacbes no registro
algébrico, além de agregar notagdes simbolicas atuais nos enunciados de construcdo ou de

propriedades das figuras.

As figuras iniciais apresentadas por Euclides vistas de imediato como visualizagdo
icOnica ndo nos remete a apreensao perceptiva de que tratam de poliedros circunscritos por uma
esfera. A compreensao dos passos de construcdo e do desenho construido passa também por
uma necessaria articulacdo entre a apreensao perceptiva e a discursiva, na medida em que é
necessario olhar o desenho a partir das hipoteses do enunciado e das legendas apresentadas, e
com isso ter efetivamente uma figura geométrica. Por outro lado, nesse processo foi necessaria
a articulacéo entre a apreensé@o sequencial apresentada e a discursiva para que efetivamente

ocorresse a construcao geomeétrica.

O dinamismo das representacOes realizadas no Cabri-3D foi fundamental para a
interpretacdo das construcdes e para a articulagdo entre as apreensdes perceptivas e operatorias
que permite desenvolver a visualiza¢do das construgdes realizadas. Os movimentos de pontos

bésicos da construgdo; a movimentacdo do plano de base para alterar a posicdo da figura; a
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possibilidade de esconder tracados auxiliares, que em alguns momentos interferem tanto na
visualizagdo, quanto na construcdo; as translacbes e rotacOes imediatas, entre outros, séo
recursos que o software oferece que auxiliam no desenvolvimento dessa visualizagdo. A
articulacdo entre as apreensdes discursivas e operatorias (modificagdes nas figuras) juntamente
com as representacgdes algebricas e simbolicas permitiram também enunciar e demonstrar varias

propriedades dessas figuras durante o processo de suas construgoes.

Além disso, a desconstrucdo dimensional que, de acordo com Duval (2005), se faz
para uma (re)construcdo dedutiva dos objetos representados e € inteiramente subordinada a um
discurso axiomatico ou que possa ser axiomatizado, foi necessaria durante todo o processo de
construcdo de cada um dos poliedros regulares. Para o autor, a maneira matematica de ver as
figuras consiste em decompd-las em unidades figurais de dimenséo inferior a forma inicial, ou
seja uma figura plana (2D) que representa um cubo (3D), que o autor representa por (3D/2D) é
decomposta em uma configuracdo de quadrados, triangulos, etc que séo unidades (2D/2D) que,
por sua vez, podem ser decompostos em segmentos de retas, unidades figurais (2D/1D) que
também podem ser decompostos em pontos, unidades figurais (2D/0D). Para que uma figura
dé lugar a uma visualizagao ela deve emergir do que o autor chamou de um “circuito de
visualizagdo” organizado ao redor de tragados 1D/2D, pois a partir de retas podemos fazer
aparecer uma grande diversidade de formas 2D/2D. As construc6es dos poliedros realizadas s6
foram possiveis porque as sequéncias de passos seguidos s6 puderam ser enunciadas, a partir
de uma desconstrucdo dimensional de cada um deles. Em todas as constru¢fes os poliedros
regulares foram desconstruidos, para que uma face fosse construida teve que ser decomposta
em pontos e segmentos, juntamente com o desenvolvimento de um discurso matematico que 0s
relacionem. Por exemplo, para a construcdo do icosaedro e do dodecaedro foi essencial a
divisdo de um segmento em média e extrema razao e sua relacdo com pentagonos e decagonos
regulares; em varias construcdes conhecimentos a respeito de triangulos retangulos, tais como
0 teorema de Pitagoras e a relacdo entre a altura e a projecdo dos catetos sobre a hipotenusa
(média geométrica), tiveram que ser mobilizados para que algumas construgdes pudessem ser

justificadas; conhecimentos a respeito.

Segundo Chevallard (1998) o saber a ensinar também requer uma anéalise na passagem
para o sistema educacional, pois trata de um saber ligado a forma didética, que sera interpretada
pelo professor para ser apresentada ao aluno. As construcdes até agora realizadas poderao ser
adaptadas para a sala de aula do Ensino Médio por meio de atividades porque todos os

conhecimentos necessarios para isso ja foram trabalhados nesse nivel de ensino.



130

Um dos objetivos das construgdes propostas foi buscar relages matemaéticas que
possibilitassem desenvolver formulas para o calculo da medida de volume desses poliedros e
verificamos que, principalmente, para o icosaedro e o dodecaedro conseguimos visualizar a
altura da piramide em cada um e que pode ser decomposto. Assim, estando todos os poliedros
regulares construidos, de acordo com o proposto por Euclides, no que segue trataremos de, a
partir delas, desenvolver formulas para o calculo da medida de volume desses poliedros.
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5 A MEDIDA DE VOLUME DOS POLIEDROS REGULARES

Como vimos, anteriormente, 0 estudo do volume de poliedros é realizado em um
primeiro momento por contagem de cubos unitarios em um paralelepipedo retangulo. Depois é
apresentado o Principio de Cavalieri, para que seja deduzida uma formula para o céalculo da
medida de volume de prismas quaisquer e, ainda, para a passagem da medida obtida por
contagem e representada por nUmeros naturais, para uma medida qualquer representada por um
numero real. Na sequéncia, a férmula para o calculo da medida do volume de uma piramide é
deduzida a partir da trisseccdo de um prisma reto de base triangular em trés piramides de mesma
altura e de bases triangulares de mesma area. A formula obtida é entdo ampliada para uma

piramide qualquer.

Das analises feitas vimos que o ensino, de certa forma, trata os volumes do tetraedro,
do hexaedro e do octaedro, mas as construcdes realizadas até 0 momento nos permitem deduzir
uma formula para o calculo de seus volumes em funcéo do didmetro da esfera circunscrita. J&
para o icosaedro e o dodecaedro vimos que o ensino nao trata de formulas para seus volumes,
no entanto, os conhecimentos relativos ao calculo da medida do volume de uma piramide

poderiam ser mobilizados para tal tarefa, a partir da decomposicao desses sélidos em piramides.

Assim, como anunciado no capitulo anterior analisaremos as constru¢des dos poliedros

regulares, a partir de Euclides, para deduzir férmulas para célculo do volume de cada um deles.
5.1 A medida do volume de um tetraedro regular

A partir da construcdo realizada no capitulo anterior levantamos a hip6tese de que
essas construcBes poderiam permitir deduzir uma ou mais féormulas para o volume de um
tetraedro. Entendemos que podemos deduzir tais férmulas a partir da medida da aresta e a partir

do didmetro da esfera circunscrita. E o que pretendemos demonstrar no que segue.

Primeiro deduziremos uma formula em funcdo da medida da aresta do tetraedro.
Consideramos conhecido que a medida do volume de uma pirdmide qualquer é dada por
V= %AB -h,em que Ag é a medida da area da base e h a altura do tetraedro.

Vamos entdo deduzir, a partir da construcdo realizada, a medida do volume de um

tetraedro qualquer em fungéo da medida de sua aresta. No tetraedro regular KGEF, representado

na figura 124, consideramos que sua aresta mede a e vamos calcular primeiro a medida da area



132

da base em funcéo de a. No triangulo equilatero EGF determinamos o ponto B, médio da aresta

EG e uma das alturas desse triangulo representada por FB.

Figura 124 — Tetraedro regular e a esfera circunscrita

Fonte: producédo do autor.

Como o triangulo EBF é retangulo em B podemos determinar a medida dessa altura

a

2
por Pitagoras, isto é, EF? = FB? + BE? que nos permite escrever que a®> = FB? + (E) ou

V3 a3 1 _ a*V3

sejaFB = %3 Assim a medida da &rea da base € dada por Az = — a = Temos agora

N

que calcular a medida da altura do tetraedro em fungéo da medida da aresta.

Vimos durante a construcdo que a altura da piramide mede % da medida do diametro

. . ~ 3 - 3 6 ~
da esfera, além disso vale a relagdo KL? = ;KEZ, ou seja, d? = ;az. Logo, d = % e entdo

2 6 . . P , .
h = Ed = aT Assim, podemos deduzir uma formula para o céalculo da medida do volume de

um tetraedro em funcdo da medida de sua aresta: V' = % - Ag " h, OU seja:

a3 a6 3 3a%\2 3 a3v2

1
3 4 3 36 12

Agora vamos deduzir uma férmula para o calculo da medida do volume do tetraedro

~ ‘A . , 3
em funcdo do didmetro da esfera que circunscreve esse tetraedro. Ja sabemos que d? = Eaz ou

. 6 - , . .
sejaque a = ‘é—_ d. Substituindo esse valor na formula deduzida anteriormente vem que se

32 ~ 2 6 \° VZ  dV3 .
Vz%, entdo V = a3 -1—‘/;= (gd) -%z ‘7/_ Com isso, expressamos 0 volume do

tetraedro regular em funcdo do diametro da esfera circunscrita.
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5.2 A medida do volume de um hexaedro

Na figura 125 apresentamos o hexaedro regular construido de acordo com Euclides. Ja
sabemos que se a aresta desse hexaedro mede a, a medida de seu volume pode ser calculada
por V = a3. Mas como o0 hexaedro esta inscrito em uma esfera queremos buscar uma férmula

para calcular a medida desse volume em funcéo da medida do didmetro da esfera.

Figura 125 — Hexaedro regular e a esfera circunscrita

Fonte: producéo do autor.

No quadrado EHGF, de lado medindo a, sua diagonal mede a+v/2 e a do hexaedro
HG = d mede av/3, facilmente calculadas a partir do tridngulo GEK e o teorema de Pitagoras.

Ou ainda, pela relagdo KG? = 3KE? validada durante a construcéo, ou seja, d? = 3a?. Temos

dv3

entdo que deduzir a medida a em funcéo de d, ou seja, a = — Assim, podemos substituir o

d_\/§)3 _ V3

valor de a na férmula anterior: V = ( . - Com isso, expressamos a medida do volume

de um hexaedro regular qualquer em funcdo do didametro da esfera que o circunscreve ou em

funcdo de seu diametro.
5.3 A medida do volume de um octaedro regular

Buscamos, agora, uma férmula para calcular a medida de seu volume em funcdo da
medida da aresta e em funcdo da medida do didmetro da esfera, para isso retomaremos na figura
126, a figura 99, que representa um octaedro regular circunscrito por uma esfera, como

construido no item 4.5 e reapresentada mais a frente. Como dito anteriormente, vamos deduzir
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essas férmulas considerando que o octaedro é composto por duas pirdmides de bases
quadrangulares.

Ja sabemos que podemos calcular a medida do volume de uma pirdmide pela formula
V= § - Ap - h em que Ap representa a medida da area da base de tal pirdmide e h a medida de
sua altura.

Figura 126 — Octaedro regular e a esfera circunscrita

Fonte: producéo do autor.

Observando o octaedro representado podemos decomp6-lo em duas piramides de base
quadrada comum LFMH com vértices nos pontos E e G e dele precisamos entdo buscar as
medidas necessarias para o calculo da medida de seu volume em funcdo da medida da aresta a

e do diametro da esfera que o circunscreve, d.

Na piramide LFMHE a medida da area de sua base (quadrado LFMH) é obtida por
Ap, = a?, pois seus lados sdo arestas do octaedro e a medida da altura h é a metade da medida

da diagonal do quadrado da base, da diagonal do octaedro ou do didmetro da esfera circunscrita,

ou seja, h = aTﬁ Logo, podemos dizer que a medida do volume do octaedro regular pode ser

. 1 2 . , 2
calculada pela formula: V- =2 - - a? % istoé: V =a3 ‘/3——

Podemos também deduzir uma férmula para esse calculo em fungédo da medida d do

didmetro da esfera circunscrita. Deduzimos durante a construcdo, no item 4.5, a relagéo

LM? = 2LE? ou seja, d? = 2a? da qual podemos obter a media a em funcdo da medida d da
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. - P . . . av?2 ~
diagonal e substitui-la na formula anteriormente deduzida. Isto quer dizer que se a = T\/— entdo:

3 3
V:(d_ﬁ) .Eouseja’V:d_.
2 3 6

Com isso, expressamos a medida do volume do octaedro em funcdo da medida da

aresta e, em funcdo da medida do diametro da esfera circunscrita.
5.4 A medida do volume do dodecaedro regular

Para deduzir uma férmula para calcular a medida do volume do dodecaedro regular
em funcdo da medida de sua aresta ou em funcdo da medida do diametro da esfera circunscrita
é necessario analisar a figura 127 e verificar se € possivel obter as medidas para o calculo do
volume de uma das dozes piramides em que o dodecaedro pode ser decomposto.

Figura 127 — Dodecaedro regular, a esfera circunscrita e uma piramide

Fonte: producéo do autor.

Vamos considerar para esse estudo a pirdmide YUCXBZ (figura 128), e procurar a
medida Ag da area de sua base (pentdgono YUCXB) e de sua altura h, ou seja, a medida do

segmento GZ, em que G é o centro do pentagono da base.
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Figura 128 — Piramide pentagonal do dodecaedro

Fonte: producéo do autor.

Vamos iniciar calculando medida da area da base da pirdmide pentagonal. Como

vimos anteriormente, durante a construcdo, sendo x a medida da aresta do cubo, YV = x4£ — z.
Considerando que a medida da aresta do dodecaedro é a entdo YV = XT‘E — z = % Logo a =
x5  x _ 2a

- 3 e, portanto, X = _\/3—1'

Para o calculo da medida da &rea consideraremos o triangulo MGB do qual
conhecemos a medida de MB e do angulo MGB que mede 36°, vistos no item 4.6. Assim,
utilizando a tangente desse angulo poderemos determinar a medida da altura GM. No entanto,
para determinar a tangente desse angulo precisamos, primeiro, dos valores de seus seno e

cosseno. E o que faremos na sequéncia.

Figura 129 — Figura suporte para o calculo da tangente de 36°

Fonte: producéo do autor.

Considerando na figura 129 o tridangulo YBC aplicaremos a lei dos cossenos, de acordo
com IEZZI (1993, p.226), temos: BY? = BC?+ CY? — 2 BC - CY - cos36°, considerando
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entdoque BY = a = %g — g (aresta do pentagono), BC = CY = x (aresta do cubo ou diagonal

2
do pentagono) vem que: (xT\/g — g) =x24x%—2-x-x-cos36°que nos da cos36° = 1+4‘/§.

A partir deste valor, recorremos a relagdo fundamental da trigonometria sen?x + cos?x = 1

10-2v5
4

que no leva a: sen36° = . Agora podemos encontrar a tangente de 36°:

10— 2v5
sen36° ——7—— V10-2V5

tg36° = = =
I T 036" T 1445 1445
4
Voltando ao triangulo MGB, como mostra a figura 130 podemaos calcular a medida de
GM. Sabemos que o triangulo BMG é retangulo em M e ainda que BY = a = XT‘E — 2 ou seja,
_ x5 _x
BM = YR

Figura 130 — Suporte para o calculo da medida da area do pentagono

Fonte: produgéo do autor.

Podemos entéo determinar a medida de MG a partir da tangente de 36° como quociente

BM

entre os valores do cateto oposto e do cateto adjacente do tridngulo BMG. Isto é: tg36° = =

x(/5-1)
T v10-2+/5
e 5 de onde vem que MG =
MG 1+V5

X

V10-2v5

medida da altura do tridngulo YGB. Dessa forma a medida da area desse tridngulo pode ser dada

Logo, tg36° = . Tal segmento representa a

BY'MG 1 X 2(/5-1 . . ,
= cwf5_x XD achim Ag, Ou seja, a 4rea da base da

2 2 foofs 2 2 aw0zh

por:

C A . , . 5x2(v/5-1
piramide corresponde a cinco areas desse triangulo e, portanto, dada por Az = Sx(V5-1) em

4+/10-2v5
~ 2 5+1 5a%(V/5+1 x
fungo da aresta do cubo, mas como x = —2%— = 25D yer que 4, = 320D oy funciio
V5-1 2 4/10-2v5

da aresta do dodecaedro.
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Agora temos que calcular a medida GZ ou seja a medida da altura da piramide.
Observando o triangulo BGZ retangulo em G, o segmento GZ representa a altura da

piramide pentagonal, e sabemos que BZ = xz—‘/g porque corresponde a metade da diagonal do

cubo inicial, entdo podemos inferir que BZ% = GZ? + BG?. Para realizar esse calculo temos

que obter a medida de BG, a partir da definicdo de seno de um angulo e do valor do sen36°.
BM _ xV5-x 4 . xv/5—x

i o BM i - - : —
Assim, sen36° = o ouseja BG P " — ousejaBG = — Voltando
2
. x o3\ o xv/5-1 6+2V5
ao célculo de BZ temos entéo que (—2 ) =GZ* + ( 10_2\/§> ousejaGZ = 2\ To2re

(1+\/— x(1+/5)

Lembrando que (1+\/_) =6+ 2V5, vem que GZ_ 10-2V5 21025

(\/_ +1) _a@3+/5)

24/10-2+5

Considerando que x = vem que GZ = h = em funcdo da medida a da aresta

do dodecaedro.

Agora podemos calcular a medida do volume da piramide YUCXBZ (figura 131) e,
consequentemente a medida do volume do dodecaedro inicial. A medida do volume de tal

1 5a*(V5+1) a(3+V5) _ a®(15+7v5)
3 4/10-2+35 2\/10—2\/5_ 48

da medida da aresta do dodecaedro. Agora podemos, finalmente, calcular a medida do volume

, em fungéo

piramide e dada por V, = - AB h,istoé,V, =

a®(15+7+/5)

do dodecaedro que é composto por 12 dessas piramides: V = "

Agora, podemos deduzir outra férmula para o célculo da medida desse volume a partir
da medida da diagonal do dodecaedro, ou didmetro da esfera circunscrita, tendo em vista que

ela também representa o diametro da esfera que circunscreve esse dodecaedro.

Figura 131 — Dodecaedro, uma piramide e a esfera circunscrita

Fonte: producéo do autor.
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Observando a figura 131, sua diagonal é d = BP = 2BZ. Sabemos que BP = 2 %5 =
a(v5+1)

2 H

x -/3, e como escrevemos anteriormente que x = podemos deduzir essa diagonal em

a(v5+1)-V3
2

funcdo da aresta a: d = 0 que resulta que a = @. Obtendo a medida a em

funcdo da medida d da diagonal, podemos substituir esse valor na formula anteriormente

deduzida, entdo:

V= a3(154+7v5)

d\/§(\/§—1))3 L(5+7V8) | dEVE(EHE)
" SALASh ALY

,OUSEja,V=( S v

Com isso, expressamos a medida do volume do dodecaedro regular em funcdo da

medida da aresta a e, em funcéo da medida do diametro d da esfera circunscrita.

A seguir apresentamos a medida de volume do icosaedro regular.
5.5 A medida do volume do icosaedro regular

Para encontrar a medida do volume do icosaedro regular em funcdo da medida de sua
aresta ou em funcéo do didmetro da esfera circunscrita, recorremos ao livro X111l de Euclides
(BICUDO, 2009, p. 570) onde descreve que: “caso retas estendam-se sob dois éngulos
consecutivos de um pentagono equilatero e equiangulo, cortam-se em média e extrema razao,
e 0s segmentos maiores delas sdo iguais ao lado do pentagono”. Quer dizer que em um
pentagono regular o ponto de interseccdo de duas diagonais consecutivas dividem essas
diagonais em média e extrema razo tendo o maior segmento obtido dessa divisdo a mesma
medida do lado desse pentdgono. Como podemos ver na figura 132 as diagonais OM e LN do
pentagono regular LMNJO interceptam-se no ponto H e OH e NH representam um lado desse
pentagono. Usaremos esse resultado para determinar a medida da diagonal do icosaedro em
funcdo da medida de sua aresta. Se H divide as arestas em média e extrema razdo e se

considerarmos gque o segmento HN mede a, como vimos anteriormente, podemos concluir que

HN =a = LN‘/?LN de onde vem que LN = @ Estando com o valor da diagonal LN em

funcdo da medida da aresta do icosaedro, agora, vamos buscar a medida da diagonal d do
icosaedro a partir desse resultado.
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Figura 132 — Suporte para o calculo da medida do volume do icosaedro

Fonte: producéo do autor.

Considerando o triangulo PLN (figura 133) retangulo em L, porque esses pontos sdo

vértices do icosaedro, por Pitagoras podemos dizer que PN? = PL? + LN? que podemos

2 a ’2(5+\/§)
representar por d* = a? + (@) de onde concluimos que d = ——,— € que, portanto,

d f2(5+\/§)

nosdaa = T\/g

De posse desses resultados, no que segue, deduziremos uma formula para o calculo da
medida do volume do icosaedro em funcdo da medida da aresta e da medida da diagonal do
icosaedro. Iniciamos pelo primeiro caso.

Figura 133 — Icosaedro regular e uma piramide

Fonte: producéo do autor.

Na figura 133 representamos um icosaedro regular e uma piramide em seu interior
com base em uma face, JNT e vértice em seu centro A”. Para calcular a medida do volume desse

tetraedro precisamos da medida da area de sua base e da medida de sua altura A"D. Ja vimos na
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deducéo da formula para o volume do tetraedro que a medida da é&rea da base é dada por

2y3 ~ . . , A
Ap = a;/— entdo precisamos calcular sua altura. Observando o triangulo A"ND, retangulo em

D, sabemos que ND representa dois tercos da medida da altura do triangulo equilatero da base,

ou seja, ND = 2. 23 _ a¥3
3 2 3

Por outro lado, para esse tridngulo sabemos que A'N? = A’D? + DN? de onde vem

a /3(14+6x/§)

2

a ,2(5+\/§) 2 2010_ 2
= (aTﬁ) +AD?, logo AD? =202 34

2

que. 16 9 12

Considerando que (3+\/§)2=14+6\/§ podemos simplificar a expressdo e obter:

a(3++/5)/3
2

AD :1— que representa a medida da altura do tetraedro JTNA". A medida do

2 3
volume desse tetraedro € dada entdo por: V; = % L3 a3+VE3 _ a (3+‘/§). Como podemos

4 12 48

compor um icosaedro regular por 20 desses tetraedros podemos concluir que a medida do

a3(3+V5) _ 5a3(3+V5)
48 12

volume desse icosaedro pode ser calculada pela seguinte férmula: V = 20

Agora podemos deduzir outra férmula para o célculo da medida desse volume a partir
da medida da diagonal do icosaedro, tendo em vista que ela representa também a diagonal da

esfera que circunscreve esse icosaedro (figura 134). E o que faremos na sequéncia.

Figura 134 — Icosaedro regular e a esfera circunscrita

Fonte: producédo do autor.
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d- /2(5+\/§)

Como sabemos que a = podemos substituir esse valor na formula deduzida

5+V5 5
) 3 d /2(5+\/§) 10d3- ’2(5+\/§)'(3+\/§)
anteriormente e obter que: V = SA2G+VS) _ 5 LGH5) 7 , de
12 545 12 (5+v5)“ 12

a3 /2(5+\/§)

onde podemos concluir que V = >

Vemos com essas deducdes que abrimos possibilidades didaticas para o trabalho com
volumes de solidos, principalmente, os poliedros regulares que embora sejam definidos,
geralmente, no ensino ndo tém seus volumes tratados. Vimos que o trabalho com deducdes de
férmulas e, ndo apenas sua apresentacdo, pode ser implementado a partir dos resultados aqui
obtidos em atividades desenvolvidas para isso. Por exemplo, no caso das férmulas em funcéo
dos didmetros das esferas, que ndo sdo apresentadas no ensino, ou ainda, nos casos do icosaedro
e dodecaedro que mobilizando contedos ja trabalhados a respeito de piramides podem ter
formulas para o célculo da medida do volume deduzidas, a partir da percep¢do que ambos 0s

poliedros podem ser decompostos em piramides.

Essas possibilidades didaticas ocorrem porque utilizamos o Cabri-3D como meio para
as construcdes e como ja dissemos, ele facilita tanto a constru¢cdo geométrica, quanto a
visualizacdo do que foi construido que permitem a deducdo das relagdes que foram necessarias

para a deducao de tais formulas.

Como as construcdes realizadas permitiram visualizar a decomposi¢éo do icosaedro e
do dodecaedro regulares em piramides, levantamos a hip6tese de que tais construgdes também
poderiam facilitar a percepcéo das relacGes entre os elementos dessas piramides que devem ser
encontradas para que a partir delas esses poliedros possam ser compostos. E sobre isso que

trataremos no que segue.
5.6 A composicado do dodecaedro e do icosaedro regulares

Anteriormente, decompomos o dodecaedro regular em 12 piramides congruentes e
agora queremos verificar que condi¢Ges uma piramide regular de base pentagonal qualquer deve

satisfazer para que possamos a partir dela compor esse dodecaedro.
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Figura 135 — Suporte para a composi¢éo de um dodecaedro regular

Fonte: producdo do autor.

Na figura 135 representamos uma piramide qualquer de base pentagonal (YUCXB) e
vértice no ponto Z. O segmento GZ representa a altura dessa piramide e como vimos, mede

a(3+V5)
2J10-2v5

que a representa a medida do lado do pentagono, ou seja, a medida da aresta do possivel

a(v5+1)
2/10-2+5

GZ=h= 0 segmento MG representa o apdtema de sua base, MG = , em

dodecaedro, e BZ o raio de uma possivel esfera em que o dodecaedro poderia estar inscrito, isto

a ’2(5+\/§)
¢Bz=S=p=2"" —

2 4

Se essa piramide faz parte de um dodecaedro regular entdo Z representa o centro da
esfera em que ele esté inscrito (figura 136) e havera um ponto B’, simétrico de B em relacéo a
Z de tal forma que o segmento BB’ representa o didametro dessa esfera e os vértices do

pentagono da piramide pertencam a ela.

Figura 136 — Esfera circunscrita em um possivel dodecaedro

Fonte: producédo do autor.

Com a finalidade de determinar condic¢Ges para que essa pirdmide possa fazer parte do
dodecaedro, calculamos a razio entre a medida de GM (figura 135), que representa o apétema

do pentagono da base da pirdmide e a medida de GZ, que representa a altura da piramide.
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a(3+/5)
GZ _ 21/10_2\/3J _ 1+\/§ . , , .
Encontramos que ow = awEry_ = 5 ouseja, o nimero de ouro (¢) que é obtido quando se

2y/10-2v5
calcula a razédo entre a medida do segmento maior e a medida do segmento menor obtidos pela

divisdo de um segmento em média e extrema razdo. Logo, podemos construir uma piramide
regular de base pentagonal possivel de compor um dodecaedro regular, a partir da divisdo de
um segmento qualquer em média e extrema raz&o em que 0 maior segmento obtido representara

a altura da pirdmide e 0 menor representara o apétema do pentadgono da base.

Isto, é tracando o segmento MG e construindo na mesma semirreta 0 segmento GQ

. g GM G .~ ~ -
(figura 137) temos que verificar se i M—Z. Nessas condigdes podemos entdo afirmar que essa

piramide é uma das 12 que compdem o dodecaedro.

Figura 137 — Piramide de base pentagonal

Fonte: Producdo do autor.

Dessa forma temos as condi¢Ges que propiciam a construcdo dessa pirdmide com a
garantia de que faca parte de um dodecaedro regular. Para construi-la partimos do tracado de
um segmento qualquer, o dividimos em média e extrema razdo e consideramos que 0 menor
dos segmentos obtidos representa um apdtema do pentagono da base e o maior a altura da
piramide. Considerando AF na figura 138, o ponto G divide AF em média e extrema razio e,
portanto AG representara a altura da piramide e GF o ap6tema do pentagono da base. Com isso
podemos determinar, a partir de um plano «, perpendicular ao plano de base o ponto Z tal que

GZ represente essa altura e, a seguir construir o pentagono da base da piramide.
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Figura 138 — Altura GZ da piramide de base pentagonal

Fonte: Produgéo do autor.

Considerando que a medida do angulo entre dois ap6temas de um pentagono regular é
de 72°, podemos, no Cabri-3D, fazer a rotagdo do segmento GF, desse angulo, no sentido anti-
horario que nos da o ponto F~ (figura 139). Tracando pelo ponto F uma reta perpendicular ao
segmento GF e pelo ponto F~ uma reta perpendicular ao segmento GF~ obtemos na intersecgéo
dessas duas retas o ponto U, que é um vértice do pentagono. Repetindo esse processo obtemos
0s outros vértices, C, X, B e Y do pentadgono.

Figura 139 — Construcgdo da base de uma pirdmide pentagonal

) Z
e
U
A N G
a4 A
V R,
s 4

Fonte: Produgéo do autor.

Com a ferramenta pentagono regular, do Cabri-3D, determinamos o pentagono
regular (figura 140) e com a ferramenta pirdmide, determinamos a piramide BYUCXZ.
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Figura 140 — Construgdo de uma piramide para compor o dodecaedro regular

Fonte: Producgdo do autor.

Assim, baseando-nos em resultados anteriores, ZY representa o raio da esfera que
circunscreve o dodecaedro da qual os cinco vértices do pentagono pertencem. E o que podemos
ver na figura 141.

Figura 141 — Esfera circunscrita em um possivel dodecaedro

Fonte: Producéo do autor.

A partir dessa piramide podemos compor o dodecaedro por simetrias e rotagdes, como
descrito no Apéndice A. Podemos também a partir da piramide solicitar que o Cabri-3D

construa o dodecaedro regular, como podemos ver na figura 142.
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Figura 142 — Esfera circunscrita em um possivel dodecaedro

Fonte: Produgéo do autor.

Assim, podemos concluir que a construgcdo apresentada por Euclides para o
dodecaedro regular fornece relagdes e medidas que nos permitem deduzir uma férmula para o
calculo da medida de seu volume, bem como verificar se uma piramide de base pentagonal pode
compor um dodecaedro regular e, ainda, como construir uma piramide pentagonal que possa

compor esse dodecaedro.
No que segue estudaremos a possibilidade de compor o icosaedro regular.

Nossa primeira questdo € verificar se um tetraedro qualquer pode compor um
icosaedro, buscando as condicGes necessarias para que isso ocorra, tendo como referéncia a
figura 143.

Figura 143 — Tetraedro que comp&e um icosaedro regular

N : = »
N ) y
s
, 4
.

Fonte: Produgéo do autor.

Ao observar na figura 143 as representacdes do tetraedro OPBR se percebe que o
triangulo PBR ¢é equilatero porque seus lados representam arestas do icosaedro, no entanto, 0s

outros trés triangulos que o compBem séo isosceles com medidas diferentes da aresta do
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icosaedro, mas que tém a mesma medida do raio da esfera que circunscreve esse icosaedro.

Logo um tetraedro regular ndo pode compor um icosaedro regular.

Se esse tetraedro puder compor o icosaedro, ao tragar o retangulo de lado PB = a e tal
que OP e OB representem metade de suas diagonais (figura 144) o ponto D deve dividir o

segmento EB em média e extrema razdo de tal forma que o segmento maior obtido tenha a

. . . . ~ ED DB
mesma medida da aresta do icosaedro, ou seja, de acordo com a figura, a relacéo — = 350U

. b .
seja, — = - deve ser verificada.
a+b a

Figura 144 — Reténgulo aureo

i ‘Q “ £

F' : a : .EB
For;t;a: Produgéo do autoir;.

Com esse resultado, é possivel entdo construir um tetraedro, no Cabri-3D, que possa
ser parte de um icosaedro regular a partir da construcdo de um retangulo aureo QEBP (figura
145), em um plano perpendicular ao plano de base, em que PB = ED = a e DB = b. A seguir,
a partir dele construimos o triangulo equilatero P"B'R que representara a base do tetraedro e
pela interseccdo de duas de suas alturas determinamos o ponto K.

Figura 145 — Construgéo da base de um tetraedro para compor um icosaedro regular

L =X

Fonte: Producgéo do autor.
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Por esse ponto, K, tragamos uma reta perpendicular ao plano de base onde teremos que
determinar a altura KO~ do tetraedro (figura 146). Como no retangulo QEBP os segmentos PO
e BO representam a aresta lateral do tetraedro, se construirmos uma esfera com centro em R e
raio de medida PO, a interseccdo dela com a reta determina o ponto O°, ficando assim

determinada a altura do tetraedro.

Figura 146 — Construcéo da altura de um tetraedro para compor um icosaedro regular

E

Fonte: Produgéo do autor.

Construindo o tetraedro, podemos determinar o ponto B~ simétrico do ponto B” em
relacdo ao ponto O, para determinar o segmento B""B”, diagonal do icosaedro regular (figura
147). Podemos ainda determinar um icosaedro regular, no Cabri-3D, a partir do tetraedro
construido e verificar que, de fato, B"" € um dos Vvértices do icosaedro. A partir desse tetraedro

podemos também compor o icosaedro por simetrias e rotagdes, como descrito no Apéndice B.

Figura 147 — Construgdo um icosaedro regular a partir de um tetraedro

Fonte: Produgdo do autor.
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Com o Cabri-3D podemos ainda circunscrever uma esfera nesse icosaedro regular

como mostra a figura 148.

Figura 148 — Construcdo um icosaedro regular a partir de um tetraedro

Fonte: Producdo do autor.

Dessa forma, podemos concluir que a construcdo apresentada por Euclides para o
icosaedro regular fornece relacdes e medidas que nos permitem deduzir uma formula para o
célculo da medida de seu volume, bem como verificar se um tetraedro qualquer pode compor
um icosaedro regular e, ainda, como construir um tetraedro que possa compor esse icosaedro

regular.
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CONSIDERACOES FINAIS

Esta tese é fruto de uma inquietacéo a respeito do estudo da medida de volume dos
poliedros regulares convexos que teve inicio com a investigacdo de como seria possivel
encontrar a medida de volume do dodecaedro regular para ser inserido no Ensino Médio.
Procuramos teses ou dissertacfes que abordassem o tema, além de consultar livros didaticos e
paradidaticos investigando suas contribui¢fes. Entre os trabalhos que tratavam de geometria
espacial, encontramos uma pesquisa que revisitou os sélidos Arquimedianos e apresenta a
construcdo de alguns deles por truncatura, no ambiente Cabri-3D; uma que analisou o material
didatico da Secretaria de Educacdo do Estado de Sdo Paulo, destinado ao professor para
verificar se atende ao que € proposto para o ensino de geometria espacial métrica; uma que
verificou se as construcdes com régua e compasso auxiliam o estudo de geometria espacial;
uma que deduziu uma férmula para o calculo da medida de volume de um icosaedro regular a
partir de uma sequéncia didatica mediada pelo uso do Cabri-3D; uma que utilizou um software
educacional com o objetivo de calcular a medida de volume de um dodecaedro regular e de um
icosaedro regular, mas em nenhum deles houve a deducédo de formulas para calcular a medida
de volume dos poliedros regulares a partir de suas construcdes por meio do Cabri 3D e da nogéo

de composicao e composicédo de figuras.

Na investigacdo dos livros didaticos e paradidaticos ndo encontramos recomendacdes
para o ensino dos poliedros regulares, nem tdo pouco recomendac6es de softwares para o ensino

dos poliedros que séo estudados no ensino médio.

Em nossa investigacdo tinhamos como objetivo geral verificar se a construcdo dos
poliedros regulares convexos, no Cabri-3D, de acordo com a proposta de Euclides (300 a.C)
poderiam favorecer a deducdo de uma férmula para o calculo da medida de volume desses
poliedros, a partir de uma possivel transposicdo didatica dessas construgdes baseada na traducédo
de suas orientagcfes para uma linguagem atual, tanto do ponto de vista da linguagem materna,
guanto da linguagem matematica. Para atingir esse objetivo geral buscamos, inicialmente,
interpretar as indicag0es de construgédo encontradas no livro XI11 de Euclides (BICUDO, 2009)

para isso procuramos atingir 0s objetivos especificos.

Propusemos a seguinte questdo de pesquisa: a construcédo de poliedros regulares
pelo método de Euclides propicia a obtencdo de uma formula para o calculo da medida
de volume do dodecaedro e do icosaedro, a partir das nogbes de composicdo e

decomposicao de solidos?
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Nosso objetivo geral foi entdo, verificar a possibilidade de construir os poliedros
regulares convexos pelo método de Euclides no ambiente Cabri-3D e a possibilidade de
construir uma formula para o célculo do volume, do icosaedro e dodecaedro que dependa de
resultados dessa construcdo e da nocdo de composicdo e decomposicdo desses poliedros

regulares.

Para atingir nosso objetivo e responder nossa questdo, exploramos os procedimentos
sugeridos por Euclides, no livro XIII de sua obra Os Elementos, para construir os poliedros
regulares convexos procurando converter a linguagem desses procedimentos para uma
linguagem atual. Percebemos que essas construcbes ndo eram simples e decidimos entéo
realiza-las com o Cabri-3D, no intuito de torna-lo um habitat em que todas fossem possiveis de
serem realizadas. Embora muitos conhecimentos, que atualmente nédo sdo tratados no ensino
basico, tivessem que ser mobilizados, como é o caso da divisdo de um segmento em média e

extrema raz&o, durante as construcdes todas foram realizadas a contento.

Durante essas construcfes levantamos hip6teses de que elas permitiriam deduzir a
altura de cada uma das piramides em que podem ser decompostos o0 octaedro, o dodecaedro e
0 icosaedro regulares e a suas composic¢des a partir de piramides dadas. De fato, a partir de
relacbes e medidas obtidas durante a construgdo deduzimos férmulas para o célculo da medida
de volume para cada um dos poliedros regulares, tanto em funcdo da medida da aresta de cada
um, quanto em fungdo da medida da diagonal, ou didmetro da esfera que circunscreve cada um
deles. No caso do icosaedro e do dodecaedro, a possibilidade de decompor cada um em
piramides regulares e de obter a medida da altura de cada uma delas foi o que permitiu a

deducdo das férmulas para a medida de seus volumes.

Pudemos entdo aprofundar a analise das construces e verificar quais condi¢cdes eram
necessarias para determinar se uma piramide regular de base pentagonal possa ser usada para
compor um dodecaedro regular e, de modo analogo, para que um tetraedro regular possa ser
usado para compor um icosaedro regular. Verificamos que, de fato, essas condi¢des existem e,
a partir delas pudemos entdo construir uma piramide regular pentagonal e um tetraedro que
permitem compor um dodecaedro regular e um icosaedro regular, respectivamente. No caso do
dodecaedro regular concluimos que o0 segmento que representa a altura da pirdmide e o
segmento que representa o apdtema do pentagono da base dessa piramide, determinam um
segmento que foi dividido em media e extrema razdo, sendo a altura o maior deles. Com esta
constatacdo foi possivel entdo construir uma pirdmide regular de base pentagonal a partir de um

segmento qualquer dividido em média e extrema razdo e considerar o maior deles como a altura
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da pirdmide e 0 menor como o apdtema do pentagono regular da base de tal piramide. Com essa
pirdmide construida pudemos, com a ajuda do Cabri-3D, compor o dodecaedro regular.

Para o icosaedro regular notamos que o prolongamento de uma de suas faces permite
construir um retangulo, com um de seus lados sendo a aresta do icosaedro e que as duas outras
arestas representam metade das diagonais desse retangulo. Constatamos que esse retangulo é
um retdngulo dureo. Dessa forma foi possivel, ainda, como esse retangulo é &ureo, a partir da
construcdo de um retangulo aureo a metade de suas diagonais correspondem as arestas laterais
de uma piramide que tem como aresta da base, o lado menor desse retangulo aureo. Com essa

constatacao, foi possivel construir uma piramide que pode compor um icosaedro regular.

Pudemos constatar que o Cabri-3D pode ser tomado como um habitat para o estudo
dos poliedros regulares, a partir de Euclides, porque ele tem todas as ferramentas que permitem
a mobilizacao de todos 0s conhecimentos necessarios para a construcao desses poliedros, para
realizar sua decomposicdo ou composicdo e, principalmente, de levantar conjecturas utilizando

seu dinamismo.

Entendemos que realizamos uma transposicdo didatica interna, segundo o0s
pressupostos tedricos de Chevallard (1998), porque conseguimos estudar didatica e
matematicamente as construcdes dos poliedros regulares, de um ponto de vista ndo encontrado
em nossa revisdo bibliogréfica e estudo de livros didaticos. Didaticamente, construimos um
processo para 0 ensino de poliedros regulares e o calculo da medida de seus volumes que
poderiam, com adaptacdes, fazer parte da matematica escolar. Seu diferencial estd tanto nas
construcdes, quanto no desenvolvimento de formulas o que acarretaria em um ensino mais
significativo para os alunos que, geralmente, as recebem prontas e sem justificativas. Ainda,
mostramos que as apreensdes no sentido de Duval (2012) podem ser construidas visto que foi
desenvolvido um discurso associado a compreensdo do desenho que conduziram ao
desenvolvimento efetivo de constru¢bes geométricas. Esse discurso juntamente com o
desenvolvimento da apreenséo sequencial permitiu escrever uma sequéncia de passos para a
construgdo dos poliedros. Além disso, o desenvolvimento da apreensdo operatoria sobre as
figuras, a partir das modifica¢fes possiveis, articulada com a apreensdo discursiva permitiu
justificar ou demonstrar matematicamente as construcdes realizadas e, ainda enunciar e
demonstrar outras relagcdes que permitiram estudar piramides que possam compor o icosaedro
ou o dodecaedro, individualmente. A visualizagdo também foi desenvolvida com a articulagéo

das apreens@es perceptiva e operatdria apoiada, principalmente, pelo dinamismo do Cabri-3D.
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Durante todo o processo foi fundamental a converséo de representacdes realizadas do
registro figural para representacdes no registro algébrico e tratamentos em cada um deles. No
registro figural as modificacbes nas figuras, que permitem o desenvolvimento da apreensao
operatoria, foram utilizadas em todas as construcdes. A modificacdo mereoldgica que se faz em
funcdo da relacdo parte todo ocorreu em varios momentos, por exemplo, na divisdo de
segmentos em média e extrema razdo ou na decomposi¢do dos poliedros; a modificacdo Otica
também quando tivemos, durante a construcdo, que alterar a figura por ampliacéo ou reducéo
com o dinamismo do Cabri-3D para obter um melhor posicionamento da figura e melhor poder
seguir a construcdo ou levantar conjecturas; a modificacdo posicional foi utilizada, em
momentos em que simetrias, rotagdes ou translacGes foram necessarias para que a construcéo

se concretizasse.

Com essas argumentacdes acreditamos que respondemos nossa questdo de pesquisa,
ou seja, a construcdo dos poliedros regulares convexos, tetraedro regular, hexaedro regular,
octaedro regular, dodecaedro regular e o icosaedro regular por decomposi¢éo e composi¢éo no
Cabri-3D para o desenvolvimento e generalizacdo da medida de volume desses poliedros se

transformaram em uma possivel transposicdo didatica.

Esta pesquisa ndo se esgota com este trabalho, outras pesquisas podem ser feitas
utilizando outro software de representagdes dinamicas, ou o desenvolvimento de sequéncias
didaticas para o ensino dos poliedros regulares e do calculo das medidas de seus volumes, para
0 Ensino Médio, focando na construcdo de formulas pelos préprios alunos a partir de adaptactes

das construcdes por nos efetuadas.

Esperamos que esta tese centrada na deducdo de férmulas para o célculo da medida de
volume dos poliedros regulares convexos por decomposi¢do e/ou composic¢do, no ambiente

Cabri-3D possa estimular novas abordagens.
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ANEXO A: ORIENTACOES PARA CONSTRUCAO DO TETRAEDRO
REGULAR POR EUCLIDES

Euclides (300 a.C), no livro XIlIl (in BICUDO 2009 p.586) na proposi¢do 13,
apresenta como construir uma piramide e conté-la pela esfera dada e provar que o diametro
da esfera €, em poténcia, uma vez e meia o lado da piramide. Refere-se ao tetraedro regular que

pode ser circunscrito por uma esfera. Assim:

Fique exposto o didmetro AB da esfera dada, e fique cortado no ponto C, de modo a
ser a AC o dobro da CB; fique descrito, sobre a AB, o semicirculo ADB, e fique tracada, a partir
do ponto C, a CD em angulos retos com AB, e fique ligada a DA; e fique exposto o circulo
EFG, tendo o raio igual a CD, e fique inscrito no circulo EFG o triangulo equilatero EFG; e
fique tomado o ponto H, o centro do circulo, e fiquem ligadas as EH, HF, HG. E fique alteada,
a partir do ponto H, a HK em angulos retos com o plano do circulo EFG, e fique cortada da HK
a HK igual a reta AC, e fiquem ligadas as KE, KF, HG. E, como HK é em angulos retos
relativamente ao plano do circulo EFG, portanto, também fard angulos retos relativamente a
todas as retas que tocam e que estdo no plano do circulo EFG. Mas cada uma as HE, HF, HG
toca-a; portanto, a HK é em angulos retos relativamente a cada uma das HE, HF, HG. E como,
por um lado, a AC é igual a HK, e, por outro lado, a CD, a HE, e contém angulos retos, portanto,
a base DA é igual a base KE. Pelas mesmas coisas, entdo, também cada uma das KF, KG, ¢
igual & DA, portanto, as trés KE, KF, KG, séo iguais entre si. E, como a AC ¢ o dobro da CB,
portanto, a AB é o triplo da BC. Mas, como a AB para BC, assim o sobre AD para o sobre DC,
como sera provado na sequéncia. Portanto o sobre a AD é o triplo do sobre a DC. Mas também
0 sobre FE é o triplo do sobre a EH, e a DC é igual a EH; portanto, também a DA é igual a EF.
Mas a DA foi provada igual a cada uma das KE, KF, KG; portanto, também cada uma das EF,
FG, GE é igual a cada uma das KE, KF, KG; portanto, os quatro triangulos EFG, KEF, KFG,
KEG sdo equilateros. Portanto, uma piramide foi construida de quatro triangulos equilateros,

da qual, o triangulo EFG é base, e por outro lado, o ponto K é vértice.

E preciso, entdo, tanto conté-la pela esfera dada quanto provar que o diametro da esfera
é, em poténcia, uma vez e meia o lado da piramide. Fique, pois, prolongada a reta HL sobre
uma reta com a KH, e fique posta a HL igual a CB. E, como a AC esta para a CD, assim a CD
para a CB, mas, por um lado, a AC é igual a KH, e, por outro lado, a CD, a HE, e a CB, a HL,
portanto, como a KH esta para HE, assim a EH para HL; portanto, o pelas KH, HL é igual ao
sobre a EH. E cada um dos angulos de KHE, EHL é reto; portanto, o semicirculo descrito por
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KL passara também pelo E [visto que, caso liguemos a EL, produz-se o &ngulo sob LEK reto,
pelo produzir-se o triangulo ELK equiédngulo com cada um dos tridngulos ELH, EHK]. Entéo,
caso 0 semicirculo, tendo sido levado a volta da KL, que permanece fixa, retorne, de novo, ao
mesmo, de onde comecou a ser levado, passara, também pelos pontos F, G, as FL, LG sendo
ligadas e produzindo, semelhantemente, os angulos retos junto aos F, G; e a piramide sera
contida pela esfera dada. Pois, o didametro KL da esfera é igual ao didmetro AB da esfera dada,

visto que, por um lado, a KH foi posta igual a AC, e, por outro lado, a HL, a CB.

Digo, entdo, que o diametro da esfera €, em poténcia, uma vez e meia o lado da
piramide.

Pois, como a AC é o dobro da CB, portanto, a AB é o triplo da BC; portanto, por
convencdo, a BA é uma vez e meiaa AC. Mas, como a BA para a AC, assim o sobre a BA para
0 sobre a AD [visto que, sendo ligada a DB, como a BA esta para a AD, assim a DA para AC,
pela semelhanca dos tridngulos DAB, DAC, e pelo estar como a primeira para a terceira, assim
0 sobre a primeira para o0 sobre a segunda]. Portanto, também o sobre a BA é uma vez e meia 0
sobre a AD. E, por um lado, a BA é o diametro da esfera dada, e, por outro lado, a AD ¢ igual

ao lado da piramide.

Portanto, o diametro da esfera € uma vez e meia o lado da pirdmide; o que era preciso

provar.

Euclides apresentou as seguintes representacdes para a construgdo da piramide citada,

conforme indica a figura 1.

Figura 2 — Construgdo apresentada por Euclides a respeito do tetraedro circunscrito por uma esfera

E
K

W

Fonte: Euclides, in Bicudo, p.577
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APENDICE A — COMPOSICAO DO DODECAEDRO A PARTIR DE UMA
PIRAMIDE

Aqui mostramos 0s passos para compor um dodecaedro regular a partir de uma pirdmide

pentagonal, utilizando as ferramentas rotacdo ou simetria do Cabri 3D.

Fonte: Producéo do autor.
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Para descrever a composicdo do dodecaedro regular, iniciamos com a figura (a) que
para ser obtida basta acessar a ferramenta simetria central, clicar na piramide BXCUYZ e no
vértice Z para obter a piramide PNOQJ. Na (b), rotacionamos a piramide BXCUYZ em torno da
aresta VZ, deslocando o vértice Y na dire¢do do vértice C, para obter a piramide UCFGH.
Obtemos a figura (c) pela rotagdo da piramide UCFGH em torno da aresta GZ, deslocando o

veértice H em direcdo ao vértice F para obter a piramide GONMF.

Na figura (d) rotacionamos a piramide BXCUYZ em torno da aresta XZ, deslocando o
vértice B na direcdo do vértice C, obtendo a piramide CXEMF. Na figura (e) rotacionamos a
piramide CXEMF em torno da aresta MZ, deslocando o vértice X na dire¢do do vértice P,
obtendo a piramide EKPNM. Na figura (f) rotacionamos a piramide UCFGH em torno da aresta

GZ, deslocando o vértice U na direcdo do vértice Q.

Na figura (g) rotacionamos a piramide BXCUYZ em torno da aresta UZ, deslocando o
vértice B na direcdo do vértice L, obtendo a piramide YUHLI. Na figura (h) rotacionamos a
piramide YUHLI em torno da aresta LZ, deslocando o vértice L na diregdo do vértice Q, obtendo
a piramide ILQJR. Na figura (i) rotacionamos a piramide ILQJR em torno da aresta JZ,

deslocando o Vértice | na direcdo do vértice K, obtendo a piramide SRIPK.

Finalmente a ultima figura (j) que rotacionamos a piramide SRJPK em torno da aresta
SZ, deslocando o vértice K na direcdo do vértice B, obtendo a piramide XBSKE. Com isso

completamos o dodecaedro regular utilizando as ferramentas simetrias ou rotacao.
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ANEXO B — COMPOSICAO DO ICOSAEDRO REGULAR A PARTIR DE
UM TETRAEDRO

A partir da construcdo do tetraedro que pode compor um icosaedro regular podemos construi-
lo utilizando as ferramentas rotacao ou simetria central, do Cabri 3D.

Fonte: produgdo do autor.
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Na figura (a) acessamos a ferramenta simetria central, clicamos no tetraedro ABCO e
no vértice O para construir o tetraedro ZNLO. Na figura (b) utilizamos a ferramenta rotacéo,
rotacionar o tetraedro ABCO em torno da aresta CO, deslocando o vértice A na direcdo do
veértice B, obtendo o tetraedro CBEO. Na figura (c), com a mesma ferramenta rotacionamos o
tetraedro ABCO em torno da aresta CO, deslocando o vértice A na direcéo do vértice E, obtendo
o tetraedro CEJO. Na figura (d) acessamos a ferramenta rotacdo para rotacionar o tetraedro
ABCD em torno da aresta A0, deslocando o vértice B na direcdo do vértice C, obtendo o
tetraedro ACDO.

Na figura (e) com a ferramenta rotacdo, rotacionamos o tetraedro ACDO em torno da
aresta CO, deslocando o vértice D em diregdo ao vértice J obtendo o tetraedro CDJO. Na figura
(f) com a mesma ferramenta, rotacionamos o tetraedro ABCO em torno da aresta AO,
deslocando o vértice C na direcdo do vértice B, obtendo o tetraedro ABFO. Na figura (g) com
a mesma ferramenta, rotacionamos o tetraedro ABFO em torno da aresta A0, deslocando o
veértice F em direcdo ao vértice D, obtendo o tetraedro ADHO. Na figura (h) com a ferramenta
rotacdo, rotacionamos o tetraedro ABFO em torno da aresta A0, deslocando o vértice F na

direcdo do vértice H, obtendo o tetraedro AFHO.

Na figura (i) com a mesma ferramenta, rotacionamos o tetraedro BECO em torno da
aresta BO, deslocando o vértice E na direcdo do vértice F, obtendo o tetraedro BFKO. Na figura
(j) com a mesma ferramenta, rotacionamos o tetraedro BECO em torno da aresta BO,
deslocando o vértice E na direcdo de K, obtendo o tetraedro BEKO. Na figura (k) com a
ferramenta rotac&o, rotacionamos o tetraedro AHDO em torno da aresta DO, deslocando o
vértice H na direcdo do vértice J, obtendo o tetraedro DJZO. Na figura (I) com a mesma
ferramenta, rotacionamos o tetraedro AHDO em torno da aresta DO, deslocando o vértice H na

direcdo do vértice Z, obtendo o tetraedro DHZO.

Na figura (m) com a ferramenta rotag&o, rotacionamos o tetraedro ZLNO em torno da
aresta Z0, deslocando o vértice L na direcdo do vértice H, obtendo o tetraedro ZHLO. Na figura
(n) com a ferramenta rotagdo, rotacionamos o tetraedro ZLHO em torno da aresta HO,
deslocando o vértice L em diregéo ao vértice F, obtendo o tetraedro HFLO. Na figura (0) com
a mesma ferramenta, rotacionamos o tetraedro ZLNO em torno da aresta LO, deslocando o
vertice N na direcdo do vértice F, obtendo o tetraedro FKLO. Na figura (p) com a ferramenta
rotacdo, rotacionamos o tetraedro LNZO em torno da aresta LO, deslocando o vértice N na

direcdo do vértice K, obtendo o tetraedro LKNO.
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Na figura (q), com a mesma ferramenta, deslocamos o tetraedro KNLO em torno da
aresta K0, deslocando o vértice N na diregdo do vértice E, obtendo o tetraedro KENO. Na figura
(r) com a ferramenta rotagdo, rotacionamos o tetraedro NZLO em torno da aresta NO,

deslocando o vértice Z na direcdo do vértice E, obtendo o tetraedro EDNO.

Finalmente na figura (s) com a ferramenta rotagéo, rotacionamos o tetraedro NZLO em
torno da aresta NO, deslocando o vértice Z na direcéo do vértice J, obtendo o tetraedro NDZO.
Com isso completamos a composicao do icosaedro regular a partir de um tetraedro construido
a partir de relagdes e medidas da construcao proposta por Euclides.



